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1.. Richelot, de resolutione algebraica aeqnationis X? == 1, Y 


T$ 
De resolutione algebraica aequationis X" — 1, sive de 
divisione circuli per bisectionem anguli septies repetitam 


in partes 257 inter se aequales commentatio coronata. 
( Auct Richelot, Doct. phil. Regiom.) 


— À——]X 





Introductio. 


Cum problematis ad circulum dividendum spectantis theoriam excellentis- 
sini viri pervestigaverint, exemplis novis principia ab illis exposita illustrare, 
arithmeticae sublimioris disciplinae haud alienum esse mihi videtur. 

Quippe quae exempla duplicem secum ferunt.utilitatem; unam, quod 
varia artificia tam peculiaria, ut in theoria universali iuste explicari ne- 
queant, adhibendi occasionem praebeant, alteram, quod exemplis illis per- 
saepe incrementa fecerit tota haec disciplina. — 

Aequationem .X^? — 1 per solas aequationes Re aticas algebraice 

an 

257° 5957 
radices quadraticas exhiberi possint, nec per constrnctiones geometricas 
definiri nequeant, iam ante plus quam iriginta annos inventum et demone 
stratum, neque vero usque ad huno diem neque accurate expositum fuit 
fheorensa, Quod theorema in priori libelli huius parte tractayi. 

In altera vero easdem functiones trigonometricas per formulas con- 
cinnas, bisectione anguli adhibita, exprimere mihi. proposui, 


resolvi posse, ita ut functiones trigonometricae angulorum etc, per 


Pars prior. 
I, 
Antequam ad rem ipsam adgrediar, problema propositum brevi in 


conspectu ponere, atque notationem usitatam repetere, haud erit super- 


fluum. Aequatio haec: | 
buyer MeL Cm 


unam radicem KENN cma —1 ceterasque omnes imapinarias formae 


2% 22 * LU + [jJ e *. 
44 ^ tegru us 
cos say + i sin — Dar. “dE, significante quemounque numerum in egrum psi 


257 non multiplum, — Quarum radicum cum binae tales sint, quarum 
Crelle’s Journal d. M. Bd. IX HfL.l, - i 


4, 


2 1. Richelot, de resolutione algebraica aequationis X? zz 4, 


summa fiat realis, scilicet: 





Dur 2x9 
608555 + i sin 5; » et 
ai 
cos EE male PF + iain 2972: ina sive 
257 
os 5X7 EA 9x: 
e RAR SM 557 


2% . e 
hae summae formae 2 cos 357» inter se omnes diversae, quarum numerus 


128 est, vererum aequationis propositae radicum loco inveniendae nobis 
sunt; ni mirum: 


ION GC). 2 cos (2.27), 2 cos (32 =) 


quibus determinatis tota quaestio absoluta est. 
Quem ad finem notum esse adiicio, qualibet radicum adhuc indeter- 
minata aequationis 


etc. 2 cos (128.27), 


9. d == 0 == x9 + 225 2 ete TOY 
Xa} 1 o 
r nominata, omnes ceteras esse: 
Frs PAT 2, 


sive vetere notatione adhibita 
(1) (2) GB... (255), (256). 


(1) + (256) per (2, 1) sive (2, 255), 
(2) + (255) per (2,2) sive (2, 255), 


Siguificemus 


(a) + (257-2) per (2,2) sive (2, 257— n), 
(128) + (129) per (2,158) sive (2, 129), 
rursus 128 novi existunt definiendi d EE C istis Foro antea propo- 


25 ubi u et 257 


sitis convenientes, Si enim est: r= eos 22% 35 > + isin = 257 


numeri inter se primi sint, fit: 
uen is 2nxs 
rm = 0 tisane = (n, 


Ee , + 2nxX5 


257— a T" Em hs ai des 
r COS —— 2 a 2 sin 257 


= (257—), 
unde efficitur 


(2,7) = (n) + (257—n) = 2 008 2248, 


Pro 7 omnes numeros ab 1 usque ad 128 substituentes, efficimus 
valores 


4. Richelot, de resolutione algebraica aequationis X’ zz 1, 3 


| 2xn 2x» | 2n 2xa 
| 2008 557, 2008 2.57)» 2008 (3.57) eto, 200s (128.277. , 
sive 
Q,0 (2, 2} (2; 3) (2, 128), 


quos, quoniam rursus omnes inter se diversi sint, cum illis, ubi «= 1 
.erat, congruere clarum est. 

Jam convenit tertio modo 128 illos valores exprimere. Congruentia 
X75 == 1 (257) 256 radices continet, quae, si radix primitiva numeri primi 
257 sit = g, fiunt: tee er ee... Ep 
multiplis numeri 257 ubique desumtis, unde omnes numeri integri ab 1 
usque ad 257 oriri constat, Per se igitur clarum esf, 256 radices illas ae- 
= (2.). ita posse repraesentari: 

(1) (g) (87) (Qe. (67 

in qua notatione iem subinfelligitur, antea desumta esse multipla numeri 
257 a potestatibus ipsius £g. 


Hos valores in aggregata congregentur, quae solemni notatione hae 


exprimuntur: 


{(1) + (g) + (8°) + ete. .... 


(g^*) = (256, 1) sive (256, g') sive etc.} 


(0) + (g”) + (g*) + ete. + (2) == (128, 1) sive (128, g^) sive eel 
HG) +) + (4) + ete. + (9°) = (128, g) sive (128, 2?) sive al 
(1) - (9 -F(g?) H- ete. — -E (g^) = (64,1) sive (64, 2*) sive etc. 
(2) d- (6) H- (à?) ten + (677) = (64,5) sive (64, 5") sive etc. 
(£^) + (49) + (£^) + ete. + (8) = (645,27) sive (64, 5^) sive eto.( 
(3°) + (87) + (6^) + etc. + (g^5) = (64,57) sive (64, £^) sive ete. 
(1) + (8% + (EN) + ete. +(e") = (32, 1) sive (32, 2°) sive etc. 
(A+) +") tree +(e") = (32,2) sive (32,57) sive d 
etc. etc. 
gs’) + (g")+ (e?) HE -- (97) = (32,47) sive (32, g*) sive ete. 


() + (g")+ (8) + ete. 


etc. 


1) + (g")-+ (6^) + ete. 


+ (°°) = (16,1) sive 
+) = (16,8) sive 
etc. 


(16, g"°) sive etc. 


(16, €") sive 


etc 
etc. 
etc. 


HEHE) + etc. +) = (16, 3%) sive (16, 4°) sive 
(1) + (g)+ ete. . + (g”") = (8,1) sive (8,57) sive etc. 
E + (g^) ete. + (g°) = (8,8) sive (8,57) sive ete, 
etc. etc. 
(g7)+ (g?)4- etc. + ($^) = (8, g") sive (8,g") sive etc, 


4 1.. Richetot, de resolutione algebraica aequationis X39? = 4, 
HERITEITEN = (4,1) sive (4,59) sive etc. 
É )"E GO GT uo = (4,g) sive (4,55)- sive etc. 
etc. etc. 
(g5)-- (eH - (6^) + EN) == (4,5") sive (4,57) sive etc. 
(1) + (6°) = (2,1), sive (28%) 
(Ae) = (2,8), sive (2,g™) 
etc. etc. 
Kg) + (g^?) = Qg"),sive (2, 3°). 


Nec aon hie ubique a potestatibus radicis primitivae g, subtrahan- 
ur necesse est multipla numeri 257. 
Quia g radix primitiva numeri 257 assumta est, habemus congruentiam: 
g^ z—1]257] = 257 —1 [257] 
uude sequuntur bae: 
g?z:—g [257] = Q57— g) [257], 
etc. etc. 
gg" m a gl [257] = (257— gi) [257], 


(2,1) = (1) 4- Q57— 1), 
(5g) = ($) + Q57— 8), 
etc. etc. 
er oe) = ( gt?) 4. Q57— gy 
Quibus collatis: cum illis 128 valoribus (2, 1) (2,2) «++. (2, 128), colligi- 
mus: non modo valores: 


(1). (&) (9^) ete... ... — (g^, 
esse 256 radices aequat. (2.), sed etiam valores: 
2,1).00, 2) «»«« (2 2°"), 
quia omnes inter se diversi sint, eosdem esse ac hos: 
(23,1) Q2) (233) 000. (2, 128), 


unde derivatur : 


gives 
2 cos =) 2 cos (2.55 so... 2 cos (128.57), 


quamquam alio ordine scriptos, Ques quantitates definiendi rationem in 
sequentibus proponant. 


1$. Hichelot, de resolutione algebraica aequationis X’ z 1, 5 


HU. 

Ante omnia radix primitiva numeri 257 invenienda est, quam hac 
ratiocinatione assequor. 

a) Contendo cuiusque numeri primi » formae 2"*' omnia residua 
non quadratica radioes primitivas omnes esse. 

Demonstratio: Radix primitiva numeri primi 7 est talis numerus z, 
cuius demum (2 — 1)ta potestas — 1 (7) sit (disquis. arith. 55), ita ut sit: 
zzzíi(m. In hoc igitur casu z"zz1(2"--1). Si vero (n—1) con- 
tinet factores primas 2x.^.E.v.... numerorum inter 1 et 7 multi inve- 


ied, | i —1 k . 
niuntur, quorum “ta, —ta, — ta eic. potestas iam == 1 (m) fit (dis- 


quis. arith. 49); quare conditiones, ut z sit radix primitiva numeri 7 fiunt, 


n—1 ni 
ne esto z* ==1(n), neque z* ==1(n) ete. Nostro casu 2=x— Au 
ned 
——yete.,, unde sequitur conditio una radicis primitivae z, ne esto = ? == 1 (n) 


sive sit z residuum non quadraticum. (disquis. arith. 96). 
b) 3 est residuum non quadraticum cuiusque numeri primi formae 


2" + i. 

Demonstratio: 2"7--1 cum sit numerus primus aut formae 3z -]- 1 
aut formae (32 + 2) esse potest; illud constare nequit, quia. 2" facto- 
rem 3 non involvit, unde sequitur numerum primum 2" 1 formae esse 
3n--2. Quos numeros primos formae (37 + 2) residua non quadratica 
+ 3 vel —3 habere eonstat, (disquis. arith. 120.) 

c) Unde sequitur, 3 esse radicem primitivam cuiusque numeri primi 
formae 2"-]-1 atque hano ob rem etiam numeri 257, 

Adiiciantur etiam haeo: | 

+1 est residuum quadraticum cuiusque numeri primi formae (27--1) 
+2 est residuum quadraticum cuiusque numeri primi formae (82-+1) 
(disquis. arith. 108. et 114.); 
unde colligitur, cum 2" - 1 utraque hac forma utatur, 3 esse minimam 
radicem primitivam numerorum primae formae 2" + 1, nec non igitur nue 
meri 257. 

Radice primitiva 3 assumta tabulam primam conficere possumus, ubi 
quantitates (1) (3) (3%) (32.,.., (375) determinantur: singula ibi series sue 
perior exponentes radicis primitivae 3 significet; inferior multiplis numeri 
257 subtractis evadens residuum. 


pot. 


res. 


pot. 


1reSe 


pot. 


res. 


pot. 


res. 


pot. 
res. 


pet. 
res, 


pot. 


res, 


pot. 
res, 


6 $. Micheiot, de resolutione algebraica aequationis X?5' =e 1, 


Tabula prima. 


2 11 12 13 15 15 16 


(3) (9) (27) (81) (243915) (131)(136) (151)(496) (74)(222) (152)(199) (83)(249) 
17 18 19 20 21 22 23 24 31 32 


(233)(185) (41)(128) (11279) (237)(197) GC 231) (179) (23) (96)(207) (107) (64) 


(192) (62) (186) (44) (132139) (160/223) (15 (155208) (110) (73) (249143) (172) @ 


2 53 63 64 


(6) (18) ($4162) (229173) (5) (15) (45)(135) (148)(187) ANA) (166)(241) 


67 68 70 71 72 73 76 77 78 79 


(209)113) (82)(246) (224)(158) (217)(137) (154)(205) (101) (46) (138)(157) (214)(128) 


81 82 87 


(127,124) (115) (88y 0) Q1) (63)(189) (83150) (220)(146) (181) (29) (87) (a) 


100 103 104 106 107 100 110 11 112 


(12) (36) (08) (67) (261) (89) (40) (30) - (90) (13) (39y117) (94) (25) (75)(225) 


113 114 115 116 117 118 119 120 121 122 123 124 126 127 125 


(161)(226) (164)(235) (191) (59) (177) (17) (51)(153) (202) (92) (19) (57) (171)(256). 


1$. Richelot, de resolutione algebraica aequationis X??? == 1, 7 


III. 

Hino (per praescripta artioul. 344. et 345. in disquis. arith.) facile 
tabula emergit sequens; ubi (255, 1) in duas periodos formae (128,), qua- 
rum utraque in duas formae (64), quarum singula im duas formae (32,) 
etc. distribuuntur. — In period? omnibus numerus residuum exprimens 
y, si numero 128 maior est; cum (257— y) est commutatus. — Hoc 
vero licere clarum est, in qua enim periodo invenitur radix (y), ibi- 
dem (257—y) inveniatur necesse est, quarum snmma = (2, y) est; ita 
ut e notatione proposita (32, y) fiat (32, 257 — y) ete, Praeterea ubi- 
que adiectas invenis potestates numeri 3 aequivalentes, — Periodi binae 
duorum terminorum formae igitur (2,) ad singulam pertinentes periodum. 
quatuor terminorum formae (4) non scriptae sunt in serie verticali una 
sed loci angusti causa in duabus seriebus, octava et decima, in eadem 
vero serie horizontali. Ibidem invenis duplices cosinus quantitatibus (2,) ae- 


quivelentes angulorum, qui multipia anguli p= —7 > fiunt. In ultima vero 


atque antepenultima serie radices ipsae eld (2.) leguntur binae 
eandem singulam periodum (2,) componentes in serie SEN altera utra 


recta regione horizontali stantem, 


8 1. Richelot, de resolutione algebraica aequationis X’ 1. 


Tabula 

Period. (256,) Period, (128) Period. (64,3 Period. (32,) Period. (16,) we 
^Q 4 0 (4,1) (4,3) 
51) (9) n (4,37) 
(4,8) (4,3%) 
(42) (4,39) 
(4,121)(4,3°) 
(12629) " 34) (4,3) 
(460) (43°) 
(8,60) (Q3 Nee 15) (4,3%) 
» 1481) (4,39) 
(8,81) (,37) Le 44) (4,3%) 
zoyf(45123)(4,3") 
(8,123)(,3 ME 95) (437) 
35 (3 (35) (4,3) 
(8,35) (3 2 73) (4,3%) 
(4,23) (4,378) 
(4,70) (4,3%) 
» (49) (43°) 
9) 63) lae) (4,97) 


(16, 9) on} 1 
(32,9) (3) 


(16,1) (3) | 






| (8,8) Q9") 
j(32,1) (37) 


(16,121)(,39) 






(64,1) Q3) A 


(16,35) (355 


| (1580 @ \ 
1 (32,81) s | 


} | 823) (aj 
(128,1),3*4 


(4,18) (4,3%) 

(4,61) (4,3") 

ewes - > a (as 
8.26) (3% n (4,37) 


; (4,12) (435) 
i #2) Q3) = 118)4,3%) 


(16,42) (39 : 
579) (4,3%) 
4 i 79) Ca) (a 
(32,42) (39 


(64,9) (37) 


« K(558) (4,355 
(8,58) (3 Nee 114)(4,3) 
(4,50) (4,39) 


(16,58) 75i 
(590) [p 116439) 





(256,1),34 


secunda. 


(2,1) 
(2,64) 
(2,8) 
Ken) 
(2,121) 
(2,34) 
(2,60) 
(2,15) 
(2,81) 
(2,44) 
(2,123) 
(2,95) 
(2,35) 
(2,73) 


(2,23) - 


(2,70) 
(2,9) 
(2,62) 
(2,72) 
(2,18) 
(2,61) 
(2,49) 
(2,26) 
(2,122) 
(2,42) 
(2,118) 
(2,79) 
(2,84) 
(2,58) 
(2,114) 
(2,50) 
(2,116) 


Period. (2,) 
2 COS LL 

2 cos 64 u 
2cosS x 
2 cos 2 fi 


2 cos 121 pu 


2 cos 34 4 
2 cos 604 
2 cos 15 (i 
2 cos S14 
2c0s44 p - 
2 cos 12344 
2 cos 95 t. 
2 cos35 p. 
2 cos 7344 
2 cos 23 p. 
2 cos 70 p, 
2 cosOu. 

2 cos 62 t 
2 eos 72 p, 
2cosi8yg . 
2 co8 61 u 
2 cos 49 u 
260826 fs 
2 cos 122u, 
2cos42 4 
2 cos 1184 
2 cos 79 4 
2 cos 81g. 


"2008984 


2 cos 1144 
2 cos 504 
2c08116 4 


(237) 
(2,3) 
(3,37) 
Q,3*) 
(2,3°) 
(2,3) 
(3,3) 
(23°) 
(3,3) 
(2,37) 


(2,3) 


(2,37) 
(2,3") 
(23°) 
(2,37) 
(2,39) 
(2,37) 

Q,3*) 
(2,3) 
(23°) 
(2,3") 
(2,37) 
(3,37) 
(2,37) 
(2,39) 

Q,3*) 
(2,97) 
(2,37) 
(2,3) 


(2,39) . 


Q,9^) 
(37) 


Radices. 


(1) 
(64) 
(8) 
(2) 
(121) 
(34) 
(60) 
(15) 
(81) 
(44) 
(123) 
(95) 
(35) 
(73) 
Q3) 
(70) 
(9) 
(62) 
(72) 
(18) 
(61) 
(49) 
(26) 
(122) 
(42) 
(118) 
(79) 
(84) 
(58) 
(114) 
(50) 
(116) 
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(236) 
(193) 
(249) 
(255) 
(136) 
(223) 
(197) 
(242) 
(176) 
(213) 
(434) 
(162) 
(229 
(184) 
(234) 
(187) 
(248) 
(195) 
(185) 
(239) 
(196) 
(208) 
(231) 
(135) 
(215) 
(139) 
(178) 
(473) 
(199) 
(143) 
(207) 
(141) 


(2,46) 


Period. (2,) 
2 cos 164 
2 cos 4 y, 

2 cos 128 u 

2 cos 32 i 
2 cos 120 45 
2 cos 304 
2 cos 68 p, 
2 cos 17 u 


(2,16) 
(2,4) 
(2,128) 
(2,32) 
(2,120) 
(2,30) 
(2,68) 
(2,17). 
(2,11) 
(2,67) 
2,88) 
(2,22) 


2 cos 11u 
200367 u 
2 cos 884. 
2 cos 22 4 
2cos 46 u 
2,117) 2c0s 117 u 
(2,111) 2cosiiip 
(2,92) 2c0s92u 
(2,113) 2cos113 4 


(2,36) 2cos364 — 


(2,124) 2 cos 1244 
(2,31) 2cos31 pz 


(2,952) 2co832g 


(2,13). 2ceos13 4 
(2,98) 2cos98g 
(2,104) 2cos 104p. 
(2,99) 
(23,89) 


2 eos 99 u 
2c03 89% 
(2,21) 2cos?1u 
2,99) 2cos59u 
(2,100) 2cos1004% 


(2,25) cos 25% 


(2,29) 2cos 29" 
(2,57) 200857 u 


1. Richelot, de resolutione algebraica nequationis X?51 = 1, 


(2,3%). 
Q,3*) 
(2,3°) 
(3,3109) 
(2,377) 
(2,3) 
(2,3°°) 
(2,37) 
(2,39 
(2, 310) 


| (2,39) 


(2,3) 
(2,39 
(2,3%) 
(2,3%) 


Qm 


(2,3%) 
(2,3°) 

2,3®) 
(2,3) 
(2,37) 


ISTE 


(337) 


(2,35. 


(2,37) 
(2,37) 
(2,37) 
ur zus) 
(237) 
(2, guy 


Q3?) 


(2,37) 
2 


Radices. 


(16) 
(4) 
(128) 
(32) 
(120) 
(30) 
(68) 
(17) 
(11) 
(67) 
(88) 
(22) 
(46) 


(117). 


(111) 
(92) 
(113) 
(36) 
(124) 


1 


(52) 
(13) 
(98) 
(104) 
(99) 


(89) 


Q1) 
(59) 
(100) 
(25) 
(29) 
(57) 


(241) 
(253) 
(129) 
(225) 
(137) 
(227) 


(189) 


(240) 
(246) 
(190) 
(169; 
(235) 
(211) 
(140) 
(146) 
(165) 
(144) 
(221) 
(133) 
(226) 
(205) 
(244) 
(15%) 
(153) 
(158) 
(168) 
(236) 
(195) 
(157) 
(232) 
(228) 
(206) 
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Tabula 
Period. 55) Period. (128,)  Period.(64,) Period. (32) Period, (16,) Period, (8) ^ Period. (4) à 
(256,1)(,3 1 (8,3) (35) b a 
so cf (n 
(8,106%,3°) penis A 





(16,3) e 
(32,3) (34. 


lc [6,1001 





(64,3) 1 (4,14) (4,3) 


514) (3) je oe 
(4,112)(4,3?5 
(4,28) (439) 
(4,105)(4,3%) 
(4,38) (4,3%) 


(4,69) (4,3%) 
Sae vet 


j^ 14) (3) 
(8,112)(,3") 





L 4 t, A 
s 


»» 1093,30) 
[as 105,35) 


\ 
128,334 
A | 27) (3) 35 

dion (1 | (4,71) (439) 
: 4 Nash er) 


| 32,27) ( 2 
w (4574) (4 34) 
bs (8,7 pf 74) G3 ie 110)(4,3%) 


/ 
(16,74) Uy 5 3") 
\ 





\ (64,27)( TN (4,126)(4,37) 


^ 126),3) Fs E 


20) CS) as 
i (4583). (4,315) 

9) CS) ae 
1)4,107)(4,3°) 
BALE or) (ss) 


E: ,126),3) 


Immo 
les 83) 2 





$0527) (4,35) | 


(4,41) (4,39). 


là, 1094,39) | 


(4,20) (4,37) 


secunda. 
Period. (2,) 
(2,3) 2cos 3 u 
(2,65)  2cos65u 
(2,24) 2cos24u 
(2,6) 2:cos 6 
(2,106) 2cos106u, 
(2,102) 2cos102 4 
(2,77) - 2€c02/77[t 
(2,45)  2cos45y 
(2,44) 22cost4u 
(2,125) 2cosi25g 
(2,112) 2cos112u 
(2,28)  2cos2du 
(2,105) 2cosi05% 
(2,38). 2cos38u 
(2,69) 2cos69u 
(2,47) 200547 u 
(2,27) 2cos27u 
(2,71) 2cos7iu 
(2,41)  2cos41g 
(3,94) ieosstu 
(2,74)  2cos74p 
(2,110) 2cos110u 
(29,78) 2008784 
(2,109) 2cos 109 
(2,126) 2cos126yg 
(2,97) 2cos97p 
(2,20) 200820 
8,5) 2cos 5 ( 
(2,83)  2eos83g 
(2,85)  2eos85g 
(2,107) 2c08107g 
(2,91) 2cos9t fi 


1. Riohelot, de resolutione algebraica aequationis X*8' — 1, 


(2,3) 
(2,39) 
(2,3%) 
(2,39) 
(2,35 
(2,3) 
(2,3) 
(2,37) 
(2,35) 
1237) 
(2,3) 
(2,35) 
(2,39) 
(2,3%) 
(2,3°) 
(2,39) 
(2,3) 
"(0,99) 
(2,3") 
(an) 
(2,311) 
(2,39) 
(2,37) 
G3") 
(2,3) 
2,3") 
(2,3) 
(2,35) 
(2,35) 
(2,3%) 
(2,3%) 


"aat 


Radices. 


(3) 
(65) 
(24) 

(6) 

(106) 

(102) 
(77) 
(45) 
(14) 

(125) 

(112) 
(28) 

(105) 
(38) 
(69) 
(&7) 
(27) 
(71) 
(41) 
(54) 
(74) 

(110) 

78) 

(109) 

(126) 
(97) 
(20) 

(5) 
(83) 
(85) 

(107) 

(91) 


(254) 
(192) 
(233) 
(251) 
(151) 
(155) 
(180) 
(212) 
(243) 
(132) 
(145) 

229) 
(152) 
(219) 
(188) 
(210) 
(230) 
(186) 
(216) 
(203) 
(183) 
(147) 
(179) 
(148) 
(131) 
(160) 
(237) 
(252) 
(174) 
(172) 


- (150) 


(166) 


(2,48) 
(2,12) 
(3827 
(2,96) 
(2,103) 
(2,90) 
(2,53) 
(2,51) 
(2,33) 
(2,56) 
(2,7) 
(2,66) 
(2,119) 
(2,94) 
(2,76) 
(2,19) 
(2,82) 
(2,108) 
(2,115) 
(2,93) 
(2,101) 
(2,39) 
(2,37) 
(2555) 
(2,40) 
(2,10) 
(2,63) 
(2,80) 
(2,43) 
(270) 
(2,87) 
(2,86) 


Period. (2,) 
2 cos48u 
2v03 124 
20081274 
2 cos 96 t. 
2 cos 103 
2 cos90 u 
2 cos 53 p, 
2 cos 51 u 
2 cos 33 ps 
2 cos 56g 
26087 p. 

2 cos 66 t, 
2co03 1194 
2 cos 94 y, 
2008764 
2008194 
200582 1 
2 cos 1084 
2cos 1154 
2 cos 93 p, 
2 cos 101 u 
2008394 
2 cos 37 u 
2 cos 55 % 
2cos 404% 
2 eos 104 
? cos 63 u, 
2 cos 80 u 
2cos43g 
2 cos 75 p 
200387 u 


2 eos 66 t 


(23,37) 
Q,37) 
(2,37) 
(2,3%) 
(2,37) 
(2,3™) 
2 ge 
Uz 3 
2,3”) 
(2,3) 
(2,3%) 
üb 31 vid) 
(2,37) 
(2,3) 
(2,3) 
(2,3%) 
(2,3%) 
(2,37) 
Q,37) 
(2,3%) 
(2,37) 
(2319 
(2,37) 
(2,393) 
(05399 
( PE 32, 


Q,3"). 


(2m) 
(33% 
(2,31) 
(2,37) 
( 2, 1 


"ES 
= 


11 


Radices, 


(48) 
(12) 
(127) 
(96) 
(103) 
(90) 
(53) 
(91) 
(33) 
(56) 
(7) 
(66) 
(119) 
(94) 
76) 
(19) 
(82) 
(108) 
(115) 
(93) 
(101) 
(39) 
(37) 
(93) 
(40) 
(10) 
(63) 
(80) 


- (43) 


(75) 
(87) 
(86) 


(209) 
(245) 
(130) 
(161) 
(154) 
(167) 
(204) 
(206) 
(224) 
(201) 
(250) 
(191) 
(138) 
(163) 
(181) 
238) 
(475) 
(149) 
(142) 
(164) 
(156) 
(218) 
(220) 
(202) 
(217) 
(247) 
(194) 
(177) 
(214) 
(182) 
(170) 
(171) 


12 1. Richelot, de resolutione algebraica aequationis X" 1. 


IV. 
Tota problematis solutio eo ducta est, ut ad valores 
(2, 1).(2, 2): ete. . see (2, 228) 

definiendos, primum aequationem quadraticam, cuius radices sint aggtegata 
(128,1) et (128, 3), quarum summa = (256,1) — — 1 iam nota est, ipsa 
inveniamus, quibus adiuti aequationes duas, quarum radices sint (64, 1) (64, 9) 
et (64,3) (64,27) proponamus, ceterasque periodos aequationibus eiusdem 
ordinis exprimamus; in qua via progressi ad valores ipsos (2,1) (2,2) ete. 
perveniamus necesse est. 

. Quarum aequationum ambae priores e priori inveniuntur illa 
X°4+X—64=0 (Legendre theorie des nombres (ea tior: de 1830) (509)) 
uw Y? + (1— 49257) Y—16 + 16 ¥ 257 — C y/257 = 0 et 

FA (i4-1,/7257) Y—16 — 161257 + CY 257 = 0 (ibidem 521), 
ita ut 
| C 
ratione satisfieri potest, nimirum a = 1, b = 16; fit igitur: 

(o —— 15 
unde eveniunt duae aequationes desideratae: 
FLE — 29257) Y—16 = 0, 
Y*3- (1 +3257) Y—16 = 0. 

Haud ineptum esse credo, si alium utriusque Bones constriren- 
dae fontem afferam, ex theoria residuorum biquadraticorum emanantem. In 
commentationum Goettingensium recentiorum volumine sexto invenis in com- 
mentatione: ,,theoria residuorum biquadraticorum auctore Gaufs" art. 8., 
quatuor classes residuorum minimorum 4, B, C, D nominatas, quae fiunt in 
nostro exemplo 


EL = Ite sit, ubi 257 — a? + 16 4°, cui conditioni una sola 


A = (1)(99.... (3%) = (64,1) 
B = (3) 3%) eee (3%) = (64, 3), 
= HM... 3%) = (64,9), 
DEM... (355) = (64, 27). 
Per f denofato residuo minimo potestatis 35? secund m modu- 
lum 257 e tabula f invenitur = 3" (257) = 241. 
Inde sequitur hoc eriterium diiudicandi, ad quam quatuor classium 
numerus datus % per 257 non divisibilis referendus sit: pertinebit scilicet A 
ad (64,1) (64,3) (64,9) (64,27) prout potestas A* secundum modulum 257 
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numero 1, 241, —1, vel — 241 congrua evadit. Art. 15 ibidem multitudine 
numerorum e complexu (62,1), quos immediate sequitur numerus e complexu 
(64, 1) (64, 3) (64, 9) (64, 27) respective designata per (00) (01) (02) (03) 
similite in complexu (64,3) illa multitudine designata per (10) (11) (12) (13) 
in complexu (64, 9) ko. + 8$ « 9 “6 © „na. (20) (21) (22) (23) 
in complexu (64,27). . + + © «© + + + s» e (30) (31) (32) (33), 
usque ad art, 18 evictae sunt formulae hae: (si pro p substituatur 257) 
16 (20) == 257 4-2a—3, 
16 (21) = 257 — 2a, 
16 (22) = 257 4-2a—3, 
16 (23) = 257 — 2a 4-1, 
ubi numerus & falis impar est, ut 
257 = a + 2’, 
quod unico fantum modo fieri posse constat, nimirum «zz T, b = 16, 
Hinc evenit: 
(20) zx 16, 
(21) = 16, 
(22) zx 16, 
(23) = 16. 
Yam vero aequatiénes quadraticae duae, aera radices sunt (64, 1) et 
(64, 3), (64,3) et (64,27) fiunt: 
¥?—((64, 1) + (64, 9) Y + (64,1) (64, 9) = 0, 
cn, 3) + (64, 27)) ¥-+ (64, 3) (64, 27) == 9, 
(64, 1) + (64, 9) — (128, 1), | 
(64, 3) + (64,27) = (128, 3). 
Per praecepta. sectionis septimae disq. constat esse 
(64,0 (64,9) == (64,341) (64,391) (64,3 D) ete. (64,371), 
= (20)(84,1)+(21)(64,3)+(22)(64,9) #(23)(64,27) == +16(256,1) 
| == —16, unde 
(64,3(64,27) =16(256,3)=2—16. 
Inde fluunt aequationes eaedem ac antea, 
¥?—(128, 1) Y —16 = 0, 
| Y?— (128, 3) Y —16 = 0, 
Utraque aequatione coniuncta, efficitur haec quarti ordinis aequatio: 
| Y*-- Y—96 Y? —16 Y +256 = 0, 
cuius aequationis coefficientes respective congruentes esse coeflicientibus 


14 1. Richelot, de resolutivne algebraica aequationis X? zz 1, 


4 
expressionis evolutae (x) ; secundum modulum 257, motum est. 


Haec aequatio quarti ordinis etiam ex generali forma ipsius derivari potest, 
quae pro numero primo 8p + 1 = 7 valet haec: 

Y* J- Y'—34 + (45 —nO)Y-- 35 —n(u—Cy = 0 
ubi C et 7 haeo significant: 

C iiie, qm 4-168. | 

Ceteras vero aequationes quadraticas, quibus periodi sequentes de- 
terminantur haud @ priori proposites, adiumento tabulae secundae inveni. 
Hac ratione aequatio, cuius radices sunt (32, 1) et (32,81), est 

X? — (64, 1) X + (32, 1) (32, 81) = 0. 
Est vero ex notissimo theoremate disquisitionum arithmeticarum : 
(32,1) (32,81) = (32, 3*-- 1) + (32, 374-1) + (32, 3/51) etc. +- (32, 3?? 4-1) 
sive potius e tabula secunda: | 
(32, 81 +1) (32,176 +1) (32, 11 4-1) (32,246 +1) 
(32, 44 +1) (32,213 --1) (32, 67 +1) (32,190 T1) 
(32,123 +1) (32,134 +1) (32, 88 +1) (32,169 +1) 
(32, 95 +1) (32,162 +1) (32, 22 41) (32,235 +1) 
(32, 35 +1) (32,222 +1) (32, 46 +1) (32,211 J-1) f* 
(32, 73 +1) (32,184 4-1) (32,117 1) (32,140 +1) 
(32, 23 +1) (32,234 +1) (32,111 +1) (32,146 +1) 
(32, 70 4-1) (32,187 +1) (32, 92 4-1) (32,165 +1) 
Quae aggregata, per tabulam secundam, ad quam periodum formae (32 2) 
singula pertineant, facile diiudicari potest; nimirum radices singulae illae 
ad (32,51) pertinentes, numero 1 auctae, inter omnes radices investigen- 
tur, periodus formae (32,) ubi singula inveniatur falis radix, donc ita 
ut, quot Lise omnes periodos 
2,3°+ 1) (32,3" -- 1) ete, (32,341) 
ad singulam as Can formae (32,) adnumerentur, definiatur; unde fiat 
(32,1) (32,81) = 4 (32,1) + B (32,81) + €(32,9) + D(32,42) + E (32,3) 
+F(32,14)-+ G (32-27) + H (32,126), 

ubi 4, B, C D, E, F,G, H integros significant numeros. 

Quia vero (32,1) (32,81) functio invariabilis quantitatum (32,1) et 
(32,81) omnium igitur aggregatorum ad (64, 1) pertinentium est, etiam eas 

“16008 (32,) in isto producto quae sub eadem periodo (64, ; conteníae 

"unt ensstielentes eosdem habituras esse sequitur (disq. arith. 250). 





(32,1) (32,81) = 
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Haac ob rem fit 
A=B, C=D, E—F, G=H, 
adeoque 
(32,1) (32,81) = 4(64,1) + €(64,9) + E(64,3) + G (64,27). | 
Quae cum ita sint, tabulae secundae adiumento productum (32,1) BM nt 
nec non igitur uterque coefficiens aequationis quadraticae, cuius radices 
(32,1) et (32,81) sunt, per periodos formae (64,) quae iam antea deter- 
minatee fuerunt expressus est. Simili siructura pripmentaquge eodem ta- 
bulse secundae in productis construendis his, 
(16,1). (16,121), 
(8,1): (8,5), 
(4,1). (4,6), 
(2,1). (2,16), 
(1) . (256), 
(16,12 2312-1) -- (16,136+1) + (16,120-1, Az 
| . Ja6, 34-F1) + (1£6,223-F1) + (0, 307r DT (16,227--1)! 
6,2425 (16, 6041) 4- (16,197-I-1) (19, 68-+1)4 1.16, 1891) K 
| (16, 15-41) + (16,242 4-1) + (16, 14-1) (624041) 
(8,8 1) + (8, 2294-1) + (8, 324-1) + (8129-34. 
(8,9 4-1) + (8, 2554-1) -- (8,1281) 4- (8,225 UI 
N e { (4644-1) + (4 193-41) + (4, 4 D + 425840}. 
(2,1).2,16) = {.(2,16+ 4) + (2, 244-0. 
(1) . (256) == {(257)} = 1. 
fom emergunt tabula secunda adhibita, neo non his aequationibus introductis : 
== (256,1) == (128,1)-- (128,3), 
um i)=(64,1)-+(64,9), (128,5)=(64,3)+(64,27), 
(64,1)(32,1)--(32,81), (64,9)—(32,9)2- (32,42), (64,3) (32,3) (3214, 
(64,27) (9,2) - (82,120), 


iuyoniur 


(8,1). (8,8) = 


etc. 
hae nequationes quadraticae: 
x” + X — 6420 Quius radises (128,1) et (175, 
x" —(128,1) X" — 16 = 0 - e — (65,1) et (64,9), 
X! (644) X'-4-5-4- 3(64, 1)+ (64,9) = 0 4 - (32,1) et (32 a 


zx xs ae zi NT 28 pO 902, Raw 32, oet eS qe H6. 4) ot (16,12 


SAR WA TAY m a = (NR) et (B 3). 


16 1. Richelot, de resclutione algebraica aequationis X?9 zz 1, 


X" — (8,1). X" + (8,3) + (8,20) = cuius radices (4,1) et (4,64), 

Xv" _ (4,1) Xu (4,15) = 0 | = (251) et (2,16), 

X" — (2,1) xv 1 = 0 - a (1) et (256). 
V. 


Cum per (128,1), (64,1), (32,1), (16,1), (8,1), (4,1), (2,1), (1) utra- 
cunque radix singulae aequationis huc pertinentis designari possit, semper 
supponere licét, ne ambiguitas oriatur, maiorem positivum valorem loco 
valorum (64,1) (32,1) (16,1) etc. respectife *)e 

Ceterae quidem periodi omnes aut prorsus simili ratione acp 
bus quadraticis determinari, aut rationaliter ex illis prioribus, secundum 
praescripta art, 346 disquisitionum arithmeticarum, deduci possunt, Illic 
verc utra earum singularum aeqnationum radix singulorum valorum loco 
supponenda sit, cum iam periodis (64,1) (32,1) ete. suppositis, non am- 
plius arbitrio diiudicari possit, in novas labimur disquisitiones hic contor-. 
tissimo illigamur calculo, Hanc ob rem ad aliud eonfugiendum est artifi- 
cium, Bune accuratius declarandum. 

Prim"m aggregatis (64,1) (64,9) determinatis, inde (64,3). (64, 27 7) 
invenienda sint: hane ob rem productum hoc evolvatur: 

{(64,1) — (64,9)} ((64,3) — (64,27) 
= (64,1) (64,3) — (64,3) (64,9) + (64,9) (64,27) — (64,27) (64,1). 
Sit vero: | 
(64,1) (64,3) == a (64,1) + 6 (64,9) + y (64,3) + (64,27), , 

Jam inde secundum praescripta art. (335, IV.) disq. arith. derivatur: 

(64,2) (64,30) = « (64,2) + B (64,92) + y (64, 3A) + 0(64,27 3); 
hanc ob rem habemus 

(64,9) (64, 27) = 0 (64,9) + A 1) + y (64,27) 4-0(64,3), 
inde 
(64,1084,3)--(84,9X684,27)— («-FB(551)-6,9))--4-0((64,3)--(64,27) 

= (a4-8)(128,1) + (y4-9) (128,3), 

*) Qua. -Suppositione facta tandem ad (2,1) — 2cos: 2e fore, inveniemus, Huius 
theorematis demonstratio vero in numero inglesa ponenda videtur; atque nihil 
de hec re hic adiiciatur, nisi quod, si pro (E — » 1} maiorem positivam radicem po- 


1 € 
namus, inier - valores ad eS, 1) pertinentes etiam: EP. semper - 
P P 


inveniri, a cl. Gaufs demonstratum esse. 
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qua re secundum eadem praescripta 
— (64,3) (64,9) — (63,27) (64,1) = — (8-4) (128,3) — (4-0) (128,1), 

unde 

(64,0) — (64,9) (64,3) — (64,27) = {a+ B— y—3] ((128,) — (128,3) 
Hinc emanat formula: ; à 

(64,3) — (64,27) = (a+ 0) — (4-9) Gn RE E 
iam notum est 
(54,3) - (64,27) == 128,3, 

‘unde determinantur (64,3) et (64,27), per quantitates iam determinatas 
(128,1), (128,3), (64,1), (64,9). 

E tabula secunda invenitur praescripta ratione & — 20, B= 16, | 

y 7512, à0— 16, unde 
(«4-30 — (B 4-9) = 8. 
Aggregatis (32,1) et (32,81) suppositis ceterarum periodarum valores se- 
quenti via eliciuntur. 
Primum vero propositio haec demonstrettr: 

Productum ((32,1) — (32,81)) ((32, m) — (32,5), si (327) et (32,5) 
ad unam pé:üneant periodum formae (64,) semper per solas periodos for- 
mae (64,) itaque per iam notas quantitates exprimi posse. 

Demonstratio: Sit (32,71) = (32, 3"), iam e conditione proposita fit 
(32,7) = (32,3". 81) = 32. 3^**; unde illud productum evolutam ft 

, O50 93,3) + 92,3 82,379 — (92,39 (92,37) — B31) 62,509, 


(22032391 
(32,1) +8(32,81)+7(32,9)+0(32,42)+ « (32,3) +32,14)+ 1(32,27)+9(32,126), 


inde 
(32,35 (32, 34) — 


«(32,81)-9(32,1)4(32,42) 432,9) (32,14)4 (32,3) 432,196) (32,97), 
. Quae si coniungantur, emergit 
— (32,1) (32,9^) + (32,35) (32,549) 
= (a+) (64,1) + (y-4-3) (64,9) + (e 4-2 (64,3) + (11-9) (64,27), 
Eadem ratione sit 
— (32,31) (32,34) = — (32,1) — 0/(32,81) — y' (32,9) — (32 442) — e (33, 3) 
— € (32,14) —1' (32,27) — 9^ (32,126), 


inde emergit 
— (32,1) (32,3/7*) — (32,35 (32,34) 


= — (a/- 9^ (65,1) — (4-9 )(64,9) — (HL) (64, 5)— (F9) 6429), 
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ita ut habeatur: 
((32,1) — (32,81) (32, m) — (32, 2)) = (a + B— (a! --0^)) (64,1) 
+ (y 4-0 — (y+ 05) (64,9) 
“+(e +o — (e+) (64,3) 


+ (9 4- 9 — (4-97) 64,27 
q. e. d. 
Si speciatim est == 2: 
At: 
— (32,3%) (32,3) 


= -- (32,95 (32,3*) = — a (32, 9) — 3 (32, 42) — (32,1) — 3 (32,81) 
— 2(32,27) — ¢ (32,196) — w (32, 3) — 8 (32,145, 
unde + . 
aay, Pod yarn, Mf, run, (ed, yee, Io = ¢ eveniunt, 
hane ob rem 
((32,1) — (32,81)) (32, m — 32, n) 
= (a+) — (44-5) (62,1—64,9) + ((6-1- 0) — (14-9) (64,3) — (64,27), | 
in hoc speciali casu per quantitates non minus iam determinatas (64,1— 64,9) 
(64,3 — 64,27) determinari possunt. 
Hac quidem via per opem tabulae secundae ihvenis: 
(92,2 — 92,14) = ee, 
4 ((6,1) — (64,9) 4 (84,3) — (64,27) 
(83,9) — (6240) = ea 
unde iam sponte sequitur: 
: 4( (64,3 64,2 — 
(32,27) — (32,426) = eat (0424.04) 64.0) 
Ouantitatibus | 
(32,3) + (32,14) = (64,3), 
(32,9) + (32,42) = (64,9), 
(32,27)4- (32,126) (64,27), ee 
iam determinatis, ipsi valores aggregatorum (32,3), (32,14), (32,9), (32, 42) 
(32,27), (32,126) facillime ex ipsorum sunmma et differentia emergunt, Pror- 
sus simili ratione omnes periodi eliciurtur 16 terminorum, ibidem eadem 
valente propositione, ut si 16,7 et 16,2 ad eandem pertineant periodum 
32 terminorum, productum: 
. (16,1 — 16,35) (16, m — 16, 7), 
per solas periodos 32 terminorum, itaque iem antea determinatorum, ex- 
primi possit Quae prepositio eodem modo demonstranda ac antea casum. 


4. Richelot, de resolutione algebraica aequationis X" ==1. 19 


specialem secum fert ; = 3*== 81 sive p = 4, ubi productum igitur illu, 
adeo per quantitates 
((32, 1) —(32, 81), (32, 9) — (32, 42)) ete. 
exprimi potest. 
Hane ob rem e tabula secunda computandae sunt bae quatuor quaa- 


titates : 
3. ((16,1)— (16,121) ((16,9) — (16,61)) 


— 2(64,0)4- (128,3) — 2 (32,42) — 6 (32,3), 
24. ((16,1— 16, 121)) ((16,3 — 16,106)} 
== 4(32,0)4- (32,81) — (64,9) — 2 (32,3) + (32,14) —3(32,27) + (32,126), 
3. ((16,1 — 16,1215) ((16,27 — 16, 74)) 
= (128, 1) —(32, 1) —(64,3)—2(32,27) + (32,126), 
4, ((16,1 — 16,120) ((16,81— 16, 35)) 
== ((32,3)—(32,14)) — 3((32,27) —¢ 32,126); 
ex 4 sponte fluunt, si potestatem radiois primitivae 3 adscriptarum ra- 
tionem faciamus secundum praescripta articl. 345, IV. disq. arith. 
5. ((16,9) —(16,61)) ((16,42) -——(16,58)) ==((32,27)—(32,126)) — 3((32,14)—(32,3)), 
6. ((16,3) —(16,106))((16,14) —(16,105))=((32,9) —(32,42)) —3((32,81)—(39,1),. 
7. ((16,27)—(16,74)) ((16,126)—(16,83)) —((32,81)—(32,1)) —3((32,42)—(32,9)) ; 
cum deinde quantitates 
(16,9) + (16,61) == (32,9) 
(16,3) + (16,106) = (32,3) 
(16,27)+ (16,74) = (32,27) 
(16,81)-+ (16,35) = (32,81) 
© iam determinatae sunt, inde si aequationibus 1, 2, 3, 4 coniungantur, emer- 
gunt valores (16,9), (16,61), (16,3), (16,106), (16,27), (16,74), (16,81), 
(16,35), ex suppositis prioribus (16,1) et (19,121). 
Qui valores rursus substituti in aequationibus 5, 6, 7, adhibitisque 
tribus aequationibus his 
| (16,42) +(16,58) = (32,42), 
(16,14) + (16,105) == (32,14), 
(16,126) + (16,83) = (32,126), 
ad determinanda aggregata (16,42), (16,58), (16,14), (16,105), (16,126), 
(16,83), viam sternunt. 
Peorsus simili ratione, duabus periodis (8,1) et (8,8) per aequationem 
quadraticam antea inventis, atque ne ‘ambiguitas oriatur periodi (3,1) loco 
3 * 
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maiore istius aequationis radice positiva supposita, octo similes quantitates 
ac antea 1, 2, 3, 4 ex tabula secunda computantur, ceteraeque septem 
inde derivantur, | 

Hac in via progressi sensim sensimque omnes valores periodorum 
tringinta duorum, sedeeim, octo, quatuor, duorum terminorum invenive 
possuruus, ita ut problema nostrum: omnes valores periodorum formae (2,) 
invenire, solutum videatur. 

| VI. 

Si orfines periodi formae (2,) determinatae essent, nihil nisi cuinam 
quantitati, formae 2 cos UA aequalis sit singula illarum assignare reliquum 
remaneret, quod nimirum ita absolvi posset, ut, quae omnium periodorurn 

Ber 


^ heim o e 2m 
(2,) summum haberet valorem positivum, ei attribuatur quantitas 2 0855. 


Quamquam vero haec directa via sine ulla ambiguitate ad problema 
solvendum strata esse videtur; attamen cum ibidem in computationibus 
difficilibus implicaremur, nec ‘on unam fanfum ommium periodorum (2,) 
determinare opus sit, unde ceterae omnes facile derivari possint, iam multo 
brevior problematis solutio, una cum computationibus huc pertinentibus 
$tatim hic proponatur. 

Prima aequatio X^-l-X'— 541 hos suppeditat valores =, 
—1-— 7257 








quorum priorum statuemus = (128,1), unde emergunt hi valo- 
iy soe SCAM (128,1) = — 7,51560979 
(128,3) = — 8,51560979. 
Secunda aequatio cuius radices (64,1) et (649), haec est: 
AM — (128,1). X" zz 16; 
! 99: (198 1??-L64). iof 2.06 
cuius. radices axi UIDERI QUIE ESO Ee et N ACS DERE ru 


sus hic maiorem positivum valorem ponimus = (64,1), id quod in omni- 
bus sequentibus aequationibus observabitur, 
, . Unde emergunt hi valores: 
(64,1) = , 9,2460740 
(64,9) = —1,7304642, 
Porro habemus ' | 
(64,3) + (65,27) = (128,3), 


N 198,1—128,3 
(64,3) — (64,27) = 8 (291—583, 
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unde computantur : 
(64, 3) zs 1,5841898 


(64,27) = —10,09979960, 
Tertia aequatio est X””— (64,1) X’ = 5, --3.(61,1) + (64,9), 
quarum radices fiunt: 


8 114 s - 
(32, 1) = POEMA tma JUDI Ten), 


(32,81) == (95D — V (G5D' + 46 + 304,0 + (64,9) 
2 ey 


sive: 
(32, 1) =: 11,8604556 


(32,81) =— 2,6143817, 

Porro habemus: | 
(32,9) + (32,42) ala A 

4((64,1) — (64,9) +- (64.3) — (64,27)) 


(32,9) —(32,42) Ue fee uncia: TEINTE 
ex quibus aequationibus derivantur : 
(32, 9) =  2,2657914 


(32,42) =— 3,9962556. 
Deiude aequationes 
(32,3) + (32,14) = (64,14), 
__ —2((64,1) — (64,3) 
(32,3) — (32,14) = nen 
hos suppeditant valores: 
(32, 3) = 0,2627706 
(32,14) =—13UMR. 
Sequentes denique aequationes: 
(32,27) + (32,126) — (64,27), 


dant valores hos: 





(32,97) = — 6,3864173 
(32,126) == — 3,7133823. 

Quarta aequatio est: | | 
X7" — (32,0) X'* = — (128,1) + (32,1) + (33,9) + 2.(32,14)); 


unde determinantur 2: 


(32,1) «- Y (32,1)*— 4 (128,1) 4- (32,1) -- (32,9) 4-2 (32, 14) 
(16,1) = G5D-EY G5 US E ERE Em 


32,1) —Y7(32,1)*— 4 (128,1 32,1) + (32,9) --2(32,14». 
(16,121) = G2: —V 92,0 A GEO E GE omen, 


29 1. HRichelot, de resolutione algebraica aequationis X75’ = 1. 


unde emergunt hi valores numerici: 
(16,1) == 9,229153 


(16,121) == 2,631303. 
Porro babemus: 


(16,81) + (16,35) = (32,81), 
32,3) — (32,155) — 32 = 
an) 
D (16,81) = — 0,779712 


Deinde habemus: 





(16,9) + (16,81) = (32, 9), 
16.9) — 2. (64,1) + (128,3) — 2(32,42) — 6 (32, 3), 
à C 99) — (16,61) Tee 
inde sequitur: 
| (1659) nsi 
(16,61) == — 0,109359, 


Ex aequationibus his: 
(16,42) + (16,58) = (32,42), 
(16,82) — (16,58) = (32:27) — (82,126) 399.1615 G29) 
(16,9) — (16,61) 
(16,42) = — 3,175217 
(16,58) = — 0,821039, 


computantur valores: 


Aequationes: 
(16,3)-+-(16,106) = (32,3), 
(16,3) —(16,106) == HR THOSE) (049) 2S) oe 126), 
(16,1) — (16,136) 
(16,3) = 4,890486 
(16,106) = —4,627715. 


suppeditant valores: 


Deinde habemus: 
(16,14) + (16,105) == (32,14), 


(16,14) + (16,105) = (82,9 — (92,4%) — 3 (82,81) — (32.0) 0) 
16,3) — (16,106 
unde sequuntur valores: er; 


(16,14) = 3,270792 
(16,105) = — 1,949372. 
Jam ex aequationibus: 
(16,27) + (16,74) = (32,27), 
(16,27) — (16,74) = (128,1) — (32,1) — (64,3) — 2 (82,27) -+ (32,126) 
(16,1) — (16,121) 
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emanant valores: ed 
| (16,27) == — 2,955979 
(16,74) == — 9,530439, 
Habemus denique: 
(16,126) + (16,83) = (32,126), 
32,81) — (32,1 3 — 
(16,126) — (16,83) == (2:81) D d) Ead 
unde fluunt hi valores: 
. (16,126) = = 2,686687 
(16,83) == — 6,400069, 
Quinta aequatio quadratica haec est: 
X'"— (16,1) X* == — (16,1) — (16,9) — (16,3) — (16,14), 
unde computantur valores: | 
(8,1) = 5,950596 
(8,8) = 3,378156. 
Ceterarum periodorum tantum eae computatae sunt, quae ad sequentes 
sequationes construendas adhibeantur necesse est. 
Est : ; | 
(8,121) + (8,60) = (16,121), 
(8,121)-— (8,60) = — X (16,1) — (16,121))— (16,81) —( £6,35))— ((£6,42)—(16, 58) 


(8,1)—(8,8) 

unde fluit: 

(8,60) = 3,721079. 
Habemus: 
(8,81) + (8,123) = (16,81), 
(8,81) + (8, 423) = 
(16,121) — (16,35) — (32,9) — 2(16,42)-4-(32,3)-1-(16, 14)—(16,105)3- (46,27)-+ (16,126) | 

| (810 — (8,8) 

unde: 

(8,81) = 1,947629. 
Deinde. habemus: 
(8,9) + (8,72) = (16,9), 
(8,9) — (8, 72) = 

— 9(16,121) — (16,81) + (16,61) + (16.58) — (16 105) — (16; 2) D 4674) 4%16,126) 

(8,1) — (8,8) 





inde fit: 
(8,9) = 1,177726 
(8,72) = 0,897425. 
. Ex aequatienibus: 
(8,61) + (8,26) = (16,61), 


24 1. Rich elot, de resolutione algebraica arquationis A7 == 1. 


(8,61) (8 26) = 2((16,61) — (16, + m) i =f ,42)) +- (16,1) — (16,121)) 120). 
— (8,72) 
computatur : 
(8,61) = 2,377160. 
Similiter ex aequationibus 
(8,42) + (8,79) = (16,42), 
(8,42) — (8,79) == 
— (18.121) 4- (16,35) + (16,106) 4 (16,105) + (16,27) — (16, 74) — 2 (16,126) — (16,8 DM 
"WB (8,8): 7 FEU 4. 70) 
derivatur: 
(8,79) == 0,363844. 
Ex aequationibus: 
(8,3) + (8,24) = (16,3), 
294 — (6,1) — (16,35) -+(46, SL END 105) — 3(16, 420) 
emanat : 


(8,3) = 4,646327. 
Ex aequatione: 
(8,14) + (8,112) = (16,14), 
(8,14) — (8,112) = 2 16,121) —(32,81)-+(16,61)—9(16,3)—(16,27)-1-(16,74)-+-(16, 126) 126) 


(8, ;1)—( (88 BEER 
computatur : 








(8,112) == 1,595182 
(S, 14) — 1,675610. 
Simihter ex aequatione: 
(8,105) + (8,69) = (16,105), 

. 16,3) — (16,106) — 2(16,14) + 2(16,105 16.27) — 16,74 
(8,105) — (8,69) — Zar s uc e zn A , 
(8,69) = 1,808360. 

Taudem aequationes: 
(8,126) + (8,20) = (16,126), 
(8,126) + (8,20) = 
— 2 (16,1) —2(16,43) + (16,61) + (16,3) + (16,14) + (16,27) -L- (46, 74) — (16, (16,105)* 
(8,1) — (8,8) 
suppeditant ; 
(8,20) = 3,060599; 


Sexta aequatie diese haec est: 
x" — (5,1) X" = — (8,3) — (8,20); 
ex qua computatur: 
| (4, 1) = 3,848329 
(4,64) = 2,002668. 
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Ad sequentem aequationem quadraticam construendam adhuc desi- 
deratur valor (4,15) quem ex his aequationibus computamus : 


(4,60) + (4,15) == (8,60), 
re 2 (8,1 1). — (8,8 81) 1) — (87 72) 4- (8,61) 4-(8, 79)—(8 14) )-- (8,6 A 
(4,60) — (4,15) = — ER EEE 


nimirum 








4,15) = 3,696748. 
Septima aequatio quadratica haec est: 
X" — (4,1) X" == — (4,15), 
unde computatur: 
(2,1) = 1,9994024. 
Octava aequatio quadratica denique haec est: 
Xvm? EM (9,1) Xm — oo 1, 


unde invenimus: 
(1) = 0,999701 + i 0,024446, 





Cum vero quantitas (1) — pire jee sit, quia radix imaginaria 
quaelibet aequationis X^" — 1 ita significata est, iam accepimus has positiones: 
; cos2 x 7t 
0,999701 = > 
9 __ Sin2xm. 
0,024446 == 7 5 


unde fabulis sinuum et cosinuum adhibitis, invenitur «= 1, quippe quia 


| cos 577 = cos 1? 24/ 2",8 = 0,9997012, 


BETTEN ENT IY TEMA m o AALALA T 
sin 5: = sin 1? 24^ 2,8 == 0,0244457, 


istic invenitur; itaque clarum est radicem illam pie p od. T. 
27 

ab initio disquisitionis suppositam — (1) fore — ce 257 — + isin 257 * 

Jam inde PEAR esse: 


(2,1) = 2008 5, (2,2) = 2 cos? Ro ete. (2,7) = 2 cos m 35. 


5. : 257 


Quae cum ita sint, angulo A per c @ significato, tota in antecedentibus 


solutio data per coss. multiplorum anguli & perduci potest, quum primum 

in octo illis aequationibus ubique loco periodorum singularum subintelli- 

gantur aggregata cosinuum anguli « talia, quae ex tabula secunda loco an- 

guli i, angulo & supposito sequuntur, Inde exempli gratta desumitur: 
Crelle's Journal 4. M. Bd. IX. Hft. 1. 4 


26 i, Hichelot, de resolitione algebyaica aequationis X% xz 1. 


(4,1) = 2e08* — j-2 008 16 «, 


(4,64) zz 2 cos 64a + 2 008 1a, 
etc, 
deinde: 
(8,1) z (4,1) + (4,64), 
== 2 cosa 2 cos4 a + 2 cosi6% + 2 cos64 2 .. .. 
etc. 


Jam inde facile intelligitur, notationem illam ex theoria numerorum de- 
autatam nonnisi adhibitam esse, ad vera ista aggregata cosinuum, quorum 
valores praescripta ratione sensim sensimque ex iam determinaiis derivari 
possint, invenienda atque determinanda, unde radices ipsae aequationis 
A 2m 1 sequantur; nec non denique, nisi summo calculo impediremur, 
e consinibus ipsis trigonometricis formulis coefficientes omnium aequatio- 
num quadraticarum antecedentium elici posse. | 
| (Cont. seq. prox.) 
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2 
Table des racines primitives etc. pour les nombres 
premiers depuis 3 jusqu'à 101, precédée d'une 
note sur le calcul de cette table. 
( Par l'éditeur.) 


Crest à loceasion de quelques recherches dans la théorie des nombres, 
que jai calculé une table des racines primitives pour les nombres premiers 
depuis 3 jusqu'à 101, laquelle ainsi fait suite à celle d" Euler qui contient 
les racines primitives depuis 3 jusqu'à 37. Comme le calcul, que j'ai fait, 
donna en méme tems, et comme par lui méme, les restes des puissances 
des nombres naturels divisés par les divers nombres premiers, et en sus 
. les nombres dont les puissances moindres que celles des racines primitives, 
.divisées par les nombres premiers, laissent 1 pour restes, et lesquels l'on 
. pourrait nommer racines secondaires où racines primitives subordonnées : 
ces derpiers nombres ef les restes des puissances dont les exposans sont 
diviseurs du nombre premier donné diminué d'une unité, ont été introduits 
également dans la fable. 

Je vais présenter ici cette table puisque, une fois calculée, elle pour- 
roit étre utile à ceux qui s'occapent de !a théorie des nombres et de ses 
applications dens l'analyse. 

Quant au calcul que jai employé pour construire la table, il ne 
repose que sur des théorémes assez connus; mais comme Papplication de 
ces théorèmes a fourni un mécanisme de calcul remarquable par sa sirapli- 
cité et par la facilité et süreté avec lesquelles il a donné, comme dur 
seul jet, non seulement les racines primitives cherchées, mais encore les 
autres nombres remarquables, je ferei préeéder la table d'une explication 
de ce mécanisme du calcul, 


Note sur le calcul de la table ci-jointe. 


Je commencerai par énoncer en peu de mots les principes qu: out 
servi de base au calcul. Les personnes bien versées dans ia théoric des 
nombres pourront passer cet énoncé, 

| | 4% 
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I. Soit p un nombre premier quelconque donné, on sait qu'en 
vertu du théorème de Fermat, toutes les valeurs 1, 2, 3, 4 .... je 
de c satisfont à l'équation " 

1l. = Np+1, 
où JV signifie un nombre entier. Quelques unes de ces valeurs de a, éle- 
vées successivement à toutes les puissances 2, 3, 4, 5"* etc., et ces puis 
sances divisées ensuite par p, laissent pour restes des nombres différents 
de 1, et ne présentent pas ce dernier reste avant la puissance p—1"", de 
sorte que dans l'équation 

2. “= Np+1, 
la moindre valeur de x est p— 1. Ces valeurs de c sont celles qu'on 
nomme racines primitives. 

it. Mais, si exprime les divers diviseurs Epp de p —1, de 
sorte que p. ex. 

3 TAS pe 1: 
il y a toujours et pour apatue T des valeurs de a parmi celles 1, 2, 3,... 
eee p—1 qui satisfont déjà à l'équation 

4. . a* == Wp +1, 
sous condition que 7 est le zmoindre exposant de la puissance de a, laquelle, 
divisée par p, laisse 1 pour reste. Ces valeurs de @ sont celles qu'on pour= 
rait nommer racines secondaires, ou racines primitives subordonnées. 

IH Soit 

> = Np+r, 
ou A est facteur de p—1 (3.), E existe toujours À valeurs différentes de 
a qui donnent /e méme reste r. Comme p—1 est un nombre pais "pour 
tout nombre premier impair, il est toujours divisible par A=2. Donec il 
existe foujours des couples de valeurs de a pour chaque reste guadrati- 
quer. Si p—1 est divisible par A= 3, il existe des groupes de 3 va- 
leurs de @ pour chaque reste cubique r etc. 


IV. L'équation (5.) donne 
a? == am) = Np-1()- We tr 6) = Np+r, 
ou bien 
6. rr = Np-+1. 
Cela fait voir que les reszes guadratigues, cubigues etc. sont toujours des 
racines secondaires et jamais des racines primitives, parceque déjà | la puis- 
sance 7 «p — 1, divisée par p, donne 1 pour reste. 
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V. Toutes les puissances des restes quadratiques, cubiques etc. 
donnent de nouveau des restes du même genre, Car puisque l'équation 
(5.) a lieu pour toutes les valeurs 1, 2, 3, ... .p—1 de a, et que a’, a’, 
a‘, «see, en en retranchant un multiple convenable de p, rentrent toujours 
dans ces mémes valeurs, les puissances successives de r rentreront égale- 
ment dans le cadre de ces restes. | | 


VI. Si, comme dans le cas arfuel, on cherche non une racine pri- 
mitive isolée, mais toutes ces racines en méme tems, on pourrait déjà tirer 
de la remarque (IV.) une méthode assez expéditive pour le calcul de ces 
racines. Car il ne s'agirait que de calculer les restes quadratiques, les 
restes cubiques, sil y en a d'égaux, c'est-à-dire si p—1 est divisible par 
3, etc., et généralement les restes des puissances dont l'exposant est divi- 
seur de p—1. Comme tous ces restes ne peuvent etre des racines pri- 
mitives, celles-ci se trouveroient sur le champ, en effacant dans la série 
1, 2, 3, 4, ... + p—1 les restes calculés. Et d'ailleurs le calcul de ces 
restes serait assez facile, en profitant de la remarque (Y.). Car il n'y au- 
roit quà prendre les puissances diverses d'un reste quelconque, 'dont on 
connaît toujours Pun ou l'autre, par ex. des nombres 4, 9, 16, ...+ qui 
sont restes quadratiques; des nombres 8, 27, 64, .... qui sont restes cu- 
biques etc. Ce seroit móme une méthode directe de caleul, dans ie cas 
où lon désire en même tems les restes des puissances, dont il s'agit, par- 
cequil n'y auroit pas de tâtonnement. 


VIL Mais cette méthode a l'inconvénient que ies puissances d'un 
seul reste quadratique, cubique, bien qu'elies ne donnent autre chose que 
des restes du méme genre, n'en donnent pourtant pas fous les restes qu'on 
cherche, puisque déjà "= JVpsi- a^" = Np--1, de sorte qu'on ne trouve 
_pas tous les p —1 restes, mais seulement v restes. Pour avoir les autres, 
;l faut calculer de nouveau les puissauces de quelques autres restes. 


VIII; Par cette raison on a préféré une autre méthode, que 
l'exemple suivant éclaircira suffisamment. Cet exemple est choisi parmi 
ceux qui offrent plus de difficultés que les autres, et il suffira de faire voir 
les règles du calcul, 


IX. Soit proposé le aombre premier p= 4. 
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Voilà le tableau du calcul: 


]. 12 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
2, 2 4 6 810 t2 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 
3 9 4 8163223 5102040 39 37 33 295 9 18 36 31 21 1 
4. 3 6 91215 18 24 24 27 30 33 36 39 1 4 7 10 13 16 19 
5. 3 9 27 40 38 3214 1 
6. 612 18 24 30 36 1 7 13 19 25 31 37 2 8 14 90 26 32 38 
1. 6 36 11 25 27 39 29 10 19 32 28 424 A 3 18 26 33 34 40 
: 6. ^ 36.. 11 95. 07... 3024. AG 20100 TON 
, 35 Reg no. doas ge 2 CIO UIT RETO MEE 
6 36 11 35 
T 32 98 4 
9. 26 433 AT 40 
14 2 42 31 
17 | 20 38 23 
J. 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 
0. 1 3 5 7 9 1f 13 15 17 19 A 23 25 27 29 31 33 35 37°39 
3. 
4. 22 25 28 31 34 37 40.2. 5 8 11 14 17 20 23 26 29 32 35 38 
5. | 
6. 3 915 21 27 33 39. 4 10 16 92 28 34 40 5 11 17 23 29 35 
7. 35 5 30.16 14 2 12 31 22 9 13 37 17 20 38 23315 8 7 1 
28 A dei 4 Tn Od 35.018 IG Ase JT 
8. 13). 03T secs em ik aes ED TU RS 8 7 1 
27 39 29 10 
24 of 3 18 
9. 35 5 30 16 
22 Jo 13 37 
15 8 ja 1 


Voici aussi les régles. ! 

1. Ecrivez sur une première ligne les nombres naturels 1,2, 3, . . . 40. 

2. Ecrivez dessous, sur une seconde ligne, les multiples de 2, en 
ayant attention d'en retrancher p — 41, anssitôt que les multiples de 2 
surpassent £1. Cela se fait sans un cálcul proprement dit, | 
. 3. Maintenant les nombres de la seconde ligne vous donneront déjà 
sans nouveau calcul les diverses puissances de 2. Car au dessous du 
nombre 2 de la première ligne vous trouvez dans la seconde ligne 4 — 2°; 
au dessous de 4 de la première ligne vous trouvez dans la seconde ligne 
8 = T, au dessous de 8 vous trouvez 16 — 2', sous 16 vous trouvez 
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32 zz 2°, sous 32 vous trouvez 23 = 26— Wp ete, Done il wy a qui 
copier les nombres de la ligne préoódente et à écrire la troisième Vgne, 
qui présentera ies diverses puissances de 2, ou plutôt les restes que lais- 
sent ces puissances, si on les divise par p. 

4. Si eucun de ces restes, autre que le dernier, étoit = 1, le 
nombre 2 seroit nécessairement une racine primitive. Mois dans le eaa 
actuel on trouve que déjà 2" — Np+1. Dene 2 n'est pas ıme racine 
primitive, 

5. Essayez donc le suivant nombre premier 3. Ecrivez sur une 
quatrième ligne les multiples de 3, précipótaet de la même manière que 
vous avez employée pour le nombre 2 (2.) et puis extrayez de ces mul- 
tiples les diverses puissances de 3 NE la móme róple suivie en (3.) 
pour le nombre 2. Ecrivez les sur une cinquième ligne. 

6. Vous trouverez que dans le cas actuel 3 n'est pas non plus 
une racine primitive, parcequ'on a déjà 35 — Vp + 1. 

7. Maintenant, au lieu d'essayer le nombre premier suivant 5, vous 
pourrez déjà étre sür que 2.3 — 6 est effectivement une racine primitive. 
Car si ce nombre ne l'étoit pas, on ne pourroit avoir que 6", ou 6*5, ou 
6°, ou 6°, ou 6", ou 6? = Wp +1; 2, 4, 5, 8, 10, 20. étant les seuls fac- 
teurs de p — 1 — 40, Mais suivant le calcul déjà fait om a 

opm pA, Tom Npt32 = Np 9, 
"O3 = Wot+9, 3 = Np+38 = WNp—3 
done 
8. (2.3% ==6?= Vp+36=Np—s, (2.3) = 6 zm Vp +27 = Np—14 
et do là 
6* zm Np+% = Np—16, 6" = Np +32 = Np—Y, 
ue Toe Pari 6” — Wp-+ 40, 

8. Cela étant trouvé, écrivez sur une sixiéme ligne tes multiples 
de 6 suivant la règle de (2. et 5.), et puis extrayez en les puissances di. 
verses de 6 d'aprés la régle de (3. et 5.). 

9. ici finit déjà tout le calcul, si d'ailleurs om^veut nommer ca/- 
cul la simple écriture des multiples d'un nombre peu considérable, comme 
2, 3, 6 etc. Dés ici vous trouverez tous les résultats. par la simple copie 
de nombres déjà calculés, en les mettant à leurs places, et puis en ordre, 

10, En effet, le reste 36 (ligne 7.) de la 2"* puissance de 6 étant 
le reste guadratigue de ce nombre, celui 25 (ligne 7.) de la 4” puissance 
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vs 


t 


de 6 sera également reste guadratiyue de 6? = 36, celui 39 (ligne 7.) de 
la 6"* puissance de 6 sera reste guadratique de 6° — Np + 11; 10 sera 
reste quadratigue de = Np +25 etc. Donc il n'y a qu'à écrire les 
nombres de la 7"* ligne au dessous d'eux mémes, en laissant toujours al- 
ternativement une colonne vide. Etant arrivé de cette manière au. dernier 
‘reste 1, auquel répond le nombre 40, on continue en commençant de- 
rechef. Les nombres 6,355 36,5, 11,30 ... . placés de cette sorte au-dessous 
de ceux de la 7” ligne, seront ceux (8.), dont les nombres de la 7” 
ligne, qui se trouvent au-dessus, sont les restes guadratigues. 

On voit par les mémes raisons que si l'on écrit les nombres de la 
7"* ligne également au-dessous deux mêmes, mais en laissant toujours 4 colon- 
nés vides, comme dans (9.), ces nombres (9.) seront ceux dont les nom- 
bres 27, 32, 3 etc. de la 7"*.ligne qui se trouvent au-dessus, sont les 
restes de leurs 5"** puissances. Et ainsi de toutes les autres puissances. 

12. Mais p — 1 = 40 n'ayant pas d'autres diviseurs premiers que 
2 et 5, tous les nombres de la 7* ligne qui ne sont ni restes quadrati- 
ques ni restes de puissances cinquiémes, seront nécessairement des racines 
primitives. Donc les nombres 6, 41, 29, 19, 28 etc., au-dessous des- 
quels ou. ne rencontre ni racines 255 ni racines 5"*, sont les racines pri- 
mitives cherchées. 

13. Vous avez trouvé jusqu'ici les restes des 2"^ ‘et 5"* etc. puis- 
sances de nombres 1, 2, 3.... p—1, avec les racines qui correspondent 
à un méme reste, et de plas, les racines primitives du nombre premier 
donné. Pour trouver encore les racines secondaires, il faut premiérement 
mettre en ordre les résultats trouvés jusqu'ici, Cela ce fait comme suit. 

14. Copiez les restes quadratiques 36, 25, 39 etc. dans l'ordre où 
ils sont, mais en les plagant en colonnes par dixaines, de la manière 


suivante: 
4 10 25 36 40 
5.18 421 (509 
8 D Aq UE) 
; 9 EDT OO 
. 48 31 
1 IH 


D'après ce petit tableau vous pourrez les ranger dans leur ordre naturel 
par le seul coup. d'oeil, et cela vous donnera la premiere ligne r — 1, 2, 4, 
5... de la table à construire (voy. p==41 dans cette table plus bas). 
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Cela fait, mettez les racines 6,35 (ligne 8 tableau de calcul IX.) au- 
dessous du reste quadratique 36 (table page 44, p = 41), les racines 36,5 
au-dessous du reste quadratique 25, les racines 11,30 au-dessous du reste 
quadratique 39 etc. Cela vous donnera les valeurs de « de la table pour 
a= NVp+r. 

15. Faites précisément les mémes opérations avec les restes des 
.5"* puissances du tableau (UX.) et avec leurs racines, et vous aurez les 
valeurs de r et @ dans a5 — JV p -- r pour la table à construire ete. 

16. Dés ici vous n'avez plus besoin du tableau (TX.), mais vous pour- 
.rez tirer de la table commencée elle méme, les resultats dont il s'agit encore. 

Supposez pour cela x» successivement égal à tout les facteurs de 
p—1 — 40, savoir x = 40, 20, 10, 8, 5, 4, 2, 1. 

17. Commencez par le plus petit facteur 1. fl est clair que si 
oe = Np+1, ii ny a d'autre valeur de a que 1, car la première puis- 
sance d'aucun autre nombre que 1, divisée par >, ne laisse 1 pour reste. 

18. Maintenant la partie de la table qui se rapporte à l'équation 
a? —lIVp-L-r fait voir, que pour r — 1 il n'y a d'autre valeur de a que 
1 et 40. Donc si l'on veut que dans a* = JVp 4-1, x soit — 2, a ne peut 
être que 1 ou 40, et 1 ayant été déjà réservé pour x — 1, on a a — 49 
pour x = 2. 

19, Vient x—4. Cherchez la valeur 40 de a pour += 2 parmi 
les valeurs de r dans e =Np--r: vous trouverez qu'il n'y a que les deux 
nombres 9 et 32 dont la 2"* puissance, divisée par p, laisse 40 pour reste, 
et 40* étant = JVp-|-1, on voit que la 4"* puissance de 9 et 32 donne 
Np+1, et que cela na lieu pour aucune puissance moins élevée, Donc 
si l'on veut que dans a* = Vp +1, x soit — 4, il n'y a d'autres valeurs 
de a que 9 et 32. 

20. Pour avoir & dans a° = Vp+1, il n’y a qu'à chercher la va- 
leur 1 der dans o* = Np+r. Ou trouve que, 1 excepté, il n'y & d'au- 
tres valeurs de @ pour a*— Vp-+1. que 10, 16, 18, 37. 

20. Soit x -— 8 dans a* — JVp--1. Il my a qu'à chercher les 
valeurs 9 et 32 de a dans e*==iVp-+1 parmi celles der dans a^ —JVp -4- r, 
Cela fait voir que 3^, 38" — JVp +9 et 14°, 27° — Np+ 32. Done 
3 8 = (Np-4-9)! =Np+1 et 14, 22 — (Np+32)'= Np+1. Donc 
les valeurs de 2 pour a°= Np-+-1 sont 3, 14, 27, 38, et il n’y en a 
pas d'autres. 

Crelle's Journal. d. M. Bd. IX. Hf 1. 5 
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21.. Pour trouver les valeurs de a pour d'"— Np+1, on cher- 
chera Ja valeur 40 de a pour o? = Np-+1 parmi les restes'r de o^ — Np +r. 
Oa trouve que les nombres 4, 23, 25, 31, 40 conviennent à ce reste, et 
en effacant celui 40, qui est déjà réservé à x == 2, on voit quiil n'ya 
pas d'autres valeurs de & pour a= Np --1 que 4, 23, 25, 51. 

22. Pour trouver les valeurs de a pour o? — Np-+-1, on cher- 
guai: les valeurs 9 et 32 de a pour a*— Np-+1 parmi les restes ^ de 

= Np--r. On trouve que les nombres 5, 8, 9, 21, 39, 2, 20, 32, 33 
á 36 conviennent à ces restes, et en supprimant les rare 9 et 32, déjà 
QULA on a 2, 5, & 20, 21, 33, 36, 39 pour les valeurs de a dans 
a? zc Np +1. | 

23. Enfin on pourroit trouver les valeurs de o pour a = Np +1, 
c'est-à-dire leg racines primitives elles mêmes, par le méme procédé, sa- 
voir, en cherchant les valeurs de @ pour a” == Np--1 parmi celles des 7 
dans c? = Np-+-r ou les valeurs de 2 pour o? = Np+1 parmi celles de 
r dans @ = Np-+r. Mais les racines primitives ayant été déjà mises en 

évidence dans le tableau de calcul (1X.), comme il a été remarqué (12.), 
il n'y a quà les copier. 

24. Voilà achevée la table pour le nombre premier donné 4i. 
On procédera de la méme maniére pour tout autre nombre premier. 

Nous dirons encare deux mots sur la certitude et la facilité du cal- 
cul employé. 

25. La certitude en est favorisée premiérement par la simplicité 
extréme des procédés, qui pour la plupart se réduisent à copier des nom- 
bres. Et plus un calcul s’éxécute pour ainsi dire mécaniquement, plus il 
est sür et à l'abri des erreurs. 

En secend lieu les résultats du calcul sont garantis continuellement 
par des preuves nombreuses, Par exemple: les sommes des nombres 
dont les 2"* les 5"* puissances etc. divisées par p donnent le méme reste, 
sont toujours divisible par p. 

Les restes des puissances, multipliés par l’un quelconque d'entre eux, 
doivent toujours se reproduire eux mémes. 

Les racines primitives et les racines secondaires, prises ensemble, doi- 
vent toujours parcourir tous les nombres 1, 2, 3..... p— 1 sans toucher 
à aucun plus d'une fois. 
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Les racines primitives et les racines secondaires doivent toujours 
se presenter en-nontbre pair, et leur nombre doit être égal à celui des 
nombres qui n'ont pas de: diviseur eommun avee lexposant, et qu'on 
trouve facilement par une formule connue. 

Les. raeines: primitives sont toujours des nombres correspondants, 
c'est-à-dire, que leurs produits, pris par couples, doivent être == Np-+-1 ; ete. 

Toutes ces conditions peuvent servir de preuves du calcul, et leur 
application s'offre comme d'elle même dans son cours, 

26. La facilité du calcul vient également de sa simplieité. L'exemple 
que nous avons choisi pour servir d’éclaircissement, est plus embarras- 
saut que les autres, parceque deux. essais, sans effét, étoient nécessaires. 
pour trouver une premiére recine primitive, Souvent 2, ou aw moins 3, 
est une racine primitive, donc alors le premier, ou au moins le: second: 
essai réussit déjà, et l'opération se simplifie encore considérablement. La 
facilité du calcul est telle, que pour faire Ia premiére partie du calcul dé- 
crit ci-dessus (1 jusque 12 inclusivement) pour les 25 nombres premiers 
3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 4t, 43, 47, 53, 59, 61, G7, 71. 
73, 79, 83, 89, 97 et 101, il n'a fallu que 8 heures de tems, et environ 
autant pour l'extraction des résultats et pour l'arrangement de la table. 

Il seroit peut être à désirer que: quelqu'un qui aurait le loisir et 
l'envie de continuer encore plus loin cette table, le fit. C'est surtout par 
cette raison que j'espère qu'on me pardonnera le detail minutieux dans 
lequel je me suis permis d'entrer, en faisant le rapport du ealeut employé. 


p————ÀÓ rr Á——— áo 


Addition s. 

I. La table décrite ci- dessus, pour être complete, devoit non seu- 
lement présenter les restes des puissances dont lexposant est diviseur' de 
p —1, mais encore les restes de toutes les autres puissances depuis la premiére 
jusqu'à la p —1"". Pour donner un exemple d'un telle table complete, 
jai calculé encore ces autres restes pour les nombres premiers depuis 3 
jusqu'à 29, où je me suis arrêté, pour ne pas trop grossir la table. Le 
reste de la table, pour les nombres premiers depuis 31 jusqu'à 101, est 
resté tel quil étoit originairement. Je laisse à qui le voudra le soin de 
continuer le calcul supplémentaire, qui d'ailleurs. n'a pas la moindre dif- 
ficulté, puisqu'il n'y à qu'à écrire les restes des diverses puissances d'une 

| 5* 
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racin® primitive quelconque ar-dessous d'eux mêmes, en laissant succes 
sivement 1, 2, 3, 4.,.,, colonnes aiternativement vides. 

ET. Pour servir d'exemple au probléme: de trouver les divers nom- 
bres premiers dont un nombre donné est racine primitive, jai extrait de 
la table ci-dessus un tableau des racines primitives des divers nombres 
premiers depuis 3 jusqu'à 101, qu'on trouve à la suite de la table ci- jointe. 
Ce tableau fait voir par ex.: 

que 2 est racine primitive de 3, 5, 11, 13, 19, 29, 37, 55, 59, 61, 67, 83, 101, 
que 3 est racine primitive de 5, 7, 17, 19, 29, 31, 43, 53, 79, 89, 101, 
ete. 


an 


des restes que laissent les puissances des nombres naturels, 

si on los divise par les nombres premiers depuis 3 jusqu'à 

103, et des racines primitives et secondaires pour les mêmes 
nombres premiers. 


a = Np+r 
r= 1 
quasi 

ax nin — Np--1 

z= 2, 8 —2 (rac. pr.) 
emi, a=1 
aan wi 

a == Np+r 

ross 1, 2, 93. 

OD je md T 

r = 1, 4 

Q, — 1,4 23 


a4 Gain.) aan Np 4 1 
2, 3 (rac. pr.) 
4 


1 


HR 
HU 

IF 
ann 


2, 


& 8 HR 
lowe i tt 


Crelie, table des racines primitives ete. ‘37 


te ee 

a, = Np-d-r 
r== 1, 2, 3,,4,.5, 6 
g, == 4 AUDE 2283700 
r = 1, 2, 4 
Q, — 1,6 34 2,5 
011—256. 2/433, 8 
reset: 36 
Di LM 5 


qx (min.) — Np + 4 





z=6b, a = 3,5 (rac. pr.) 
D ae 
SC DA 0m 
TT 2 — 11 

jp —11| 

O0, Vp ar 

= i, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 
ai i 7" 9 Ms Ja 56. Tu nu 
= AS SUN na CS 010 
u. 060 432 $^ 01.2626 "T. Ss 10 


= 10 5060 230. 76% ds 
o> 2, 10... 47 58. Bo 
== 1:10. 358 47) fe 2.9 
= 1410 29 66 3,8 47 
= 1, 10 


1, 3, 4, 5, 9 2, 6, 7, 8, 10 


g* C^ = Np +4 


10, a = 2, 6, 7, 8 (rac. pr.) 
9 6 — 3, 4, 9,9 

2,9 dee) 

1, a=" 4 


38 


9 


2. Crelle, table des racines primitives etc. 








|p = 13| 
on = Np+r 

r = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 
Qe ot 1..€6 9 39 4-1 Ap Re Sr TUE 
(QE Yn E003 74. 18 NI rcm a est 
0,32 a 3 pu et er 
po 1, Is 4, 9, 10, 12 
@ — 1,2 49 20 x1 67 58 
Go = 032.510 67 4,9 2H 58 
0, — 13,9 7,59 2,56 510912 
Qy == 159 32558 7910 4, 10,12 

Q, == 53,1 2,3, 10,41 46 7, 9 

dy = 45,812 46, 7, 9 23101 

r = 1, 12 

SQ == 1,3, 4,9, 10,12 2,5, 6, 7,8, 11 

am) = Vp +1 

æ 212, .a = 2, 6, 7, 11 (rac. pr.) 

x= 6, @= 4, 10 

eo 4, gm, 8 

æ = 3, a ud, +9 

eon 2, ^g iR 

am. 0 1 


ü gud iium 


HN 


Au = 


n = 


1, 16 
1, 16 
1, 16 


1, 16 


1 


2. Crelle, table des racines primitives etc. 


a, — 1, 4, 13, 16 


Qj d 15,16 


r = 


|p =17| 


8519; 40, 11,:42,:135; 145 15, 16 


a, == Np+r 
2, 3, 4, 5, 6, 
Gen rsh gil se te Ne tis, c, 
$e 6 ghd x. Wie Ag Mg hui 
Sig ti nist He ue de dg. t Mab 
"Roda ded oi Hp “io, Vg cp M7 
Giggle f? qd Vas My Na 5.5, Ur 
Hoc 5.98 ah ax Mrs Ur. Mo is. 7:6 
où 96:789 130b er Vie 
dudas Ai Gs mots di, 
NETT EET ek. oat ae O7 BP 
"iit (809 ..6 By. LT, 1, 2,1. ib 
$9 AUS ANUS 51513 5 0 "ies ud 
Be 8.26 730) 6017.0. 45 "$5, 47 
; 4, 105 16 
6,710, 11. 3,5, 12, 14 2,8, 9, 15 
3, 6, 12,14 6, 7, 10, 11. 2, 8. 9, 15 
1, 16 


le = 1, 2, 4, 8, 9, 15, 15, 


ung 


ve 


Le 


T 


e 


ya 
Fes 


\e 


bomen 


EJ 


9398.89 


16 3, $5657, JON 1E, 13; bt 


X nin.) — Vp + 1 
3-5, 6, 4MD,11, 19, 14 


N 


d ui 
=i 


| 


12 


7 


3 


6 


5 


10 


14 


13 


13* 


13 


6 


14 


7 


3 


11 


' 40 


4 $0 9 
13 5 2 
4 6 8 
13 3 15 
4 7 9 
13 12 2 
& il $ 
(rac. pr.) 


16 
16 
16 
16 
16 


16 


39 


BN 


| 


1, 7, 8, 11, 12, 18 


1, 7, 8, 11, 12, 18 


1 


LJ 


Qg 73 2, 3, 8, 10, 12, 13, 14, 15, 18 


8 #4 8 8 NS 


Hl d d d d 


i 
BA 9 Qo C» «D OO 
w* ow . “ Ne 


= 


SR RR KR A 


8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 


2, 3, 5, 14, 16, 17 


4, 6, 9, 10, 13, 18 


4, 6, 9, 10, 15, 15 


3, 3, 5, 1^, 16 17 


18 


1, 4,-5, 6, 7, 9, 11, 16, 17 


a” xin.) -— Np + 1 


18 


n gg dd 


5, 6, 9, 16, 17 


12 
11 


13 
2 
19 
3 
15 


40 2, Crelle, table des racines primitives etc. 
|p = 19 | 

oy = Np+r 
Qum Ls IS 9 n (UL " 8 2 
A — GB SOU SN COM UTR UI ML SIE 
gu te 0 909260 115 12 5 I6 3 7 3 14 
quse poi Se oS Ree OS ES OR HE ONE Seg I 
Fy Dymond FAR LUE E LUC eL Ya Cet RPM + ONE Ue] 7 8 3 
re al, 24,4 594 0, 327; a bi, 010; 47 
Q, == 1,18 2,17 9,10 5,14 8,11 3,16 7,12 4,15 6, 13 
Q, S21, 18. 6,10 3,26 0,00 5,7». 4445 5; 11 217-55 14 
Qg == 1,18 5,1 4,15. 8,16 8,10. 2,17 7,12 6,13 9,10 
Gig = 1,18 5,15. 8,14 619 7,12 9,10 8,10 3, 367 T5, T 
Qig 773 1,18. 3,16 6,13 2,17. 81 5,14 7,12 9,10 4, 15 
Q,g == 1,18 9,10 2,17 415 41,12 6,13 8, th 5,14 3, t6- 
PERL T5 8, 11, 12 18 
Qj = 417,1 669 2, 3,19 §, 16,17 10, 83,15 8, 12, 18 
Q,g = Lil 5,16, 17. 10,135,158. 4, 6, 9 2, 3,14 8,12, 18 
r 1, n 11 


3 
fu 
2 
13 


14 


2, 3, 10, 13, 14, 15. (rac. pr.) 


9 


5 


4 


17 


4 
16 


6 


18 
18 
18 
18 
18 


18 


ne 1, 21 


i d 


bu 
- 


1, 22 


1, 22 


3, 4, 5,6, 7, 8, 9, 10, 14, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 


2. Crelie, table des racines primitives etc. 


14 
15 

18 
17 
19 


21 


12 03 1908 
iS #3 32% 16 
6.9 7 18 
13 12.20 0% 
16 2 15 12 
& 18 40 9 
9 16 2! 13 
une Br 
$ 6 14 à4 
PL fes Me 
$48 7, 16 
8,15 6,19 
4,19 9, t4 
10, 13 2:1 
FR UT SE 5.15 
2, 21 3, 20 
4,19 11,12 
6,17 5,19 
3,20 6,17 
9,14 10, 15 
1; 


— 1, 2, 3, 4, 0,8, 9, 12, 48, 


Crelles Journal d. M. Bd. IX. Hft. 1. 


8 8 
| wu d d 


8 8 


= AQ 
ho mm NO 


* 


m 
"e 


R À Rk S 


2 6 
9,2 
« 13 
16 8 
13 3 
6 15 
19 12 


$2 4 


16, 18 


M 


| 


| 


^" 
sade | 


1 


Be 


a == Vp-p 


5 
20 
21 
19 
17 
ii 

$5 


13 


3 


10 


19 


15 


6 


14 


15 


4 
8 
18 


a 


13 


13 


17 
28 
10 
15 
20 

7 


11 


14 


6, 17 


2, 21 


10, 13 


22, 


& 7, 10, 11, 14, 15, 17, 19, 20, 21, 22 


g* (min) E Np 4 1 
5, 7, 10, 11, 14, 15, 47, 19, 20, 21 (rac. pr.) 


4, 6, 8, 


21 
314 
19 

7 

10 

47 


9 1 
7 
5 


21 


14 


wns » a 5 o? 


13 19 


2, 21 


4, 19 


4 


12 


16 


3 


13 


nw 


20 
10 
14 
it 


21 


15 


17 


11 


1? 


10 


9, 12, 13, 16, 18 


20, 21, 


17 


20 


14 


19 


11 


41 


22 
22 
22 
22 
22 
22 


22 


42 2. Creile, table des racines primitives ete. 


p=29 


a, = Np-+er 
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12,13, 14,15,16,17,18, 19, 20,21,22,23,2 2,25, 26 27,28 


Q. == 12618 922 4 16 2 5 24 13 107 19.2129 314- 14 24 27 13 26 20 ii 
6. == 191 2 6 9132410 & 15 3 12 2 410.197, 17006 160195119 16. 20. 23 27 8 
fs = il i4 513 9232622 27 19 12 4 21 3 2 17 10 2 7 3 . 20 46 24 15 18 


Gun 110 813 422 20 14 6 11 77 17 6 26. 3 24 12 2 18 23 15 
Gi, 114 1922-0, 62518 1396 .2£ 27,09 95 921,120 007 er 39919 i 
Off 27006 O45, 6-7, 28,9, 30. 18 121 Tip 15 044.6 39 30. 39 RE 
8,,2 1 311 922 41607 5 8 14 12 19 10 23 47 15 2% 24 


7°98 16 91839 
28 23 7 10 15 
23 04 25 3 
25 7 W 18 2% 


a 

a © aan, i am od 
N 

BRBSERBBBRRBBS 


en: 8272 6 9132419 4 14 96 17 22 18 12 7 12 3 15 25 40 16-020 523 15201 
do, = 11815 513.853 322 ..2 10. 144. 48 (2E 25 Per eae 20 16 24 14 11 
Qog Tee 1192115 4222015 6 18 2 12 6$ 26 4 17 27 11.23 14 7 95 16 8 19 
Go == 1151022 6 5251113 3 53437» 99 02502 23054230215. 2678156718 24 93 7 © 14 
ETS E arf : A 93 € 
aA 454. 0 Qe 43,016, 207222) 9023, SOL Pos 


w 


, 3 

a - 1,28 2,27 1,18 8,21 6,23 3,26 10,190 4,95 7,22 14,55 9,20 13,16 5,24 12,17 
Q, —— £28 03,26 1415 2,77 425 11,18 8,29 9,20 55,10 1019 25,94 6,23 7,92 1H 
Up 198 8,20 3,00 10,10 13,16 2,27 14,16 6,23 6,2% #1,18 &$25 ‘722 Spk 
Q,g SE 28 1,18 10,19 3,20 9,20 1414 2,27 5,24 6,43 8,21 7,22 4,25 13,16 12,17 
Gon 1,28 10,19 2.97 14,15 7,72 8,21 11,18 13,16 9,20 3,26 6,23 5,20 495 12,17 
" — 1,28 14,15 8,21 11,18 6,24 10,19 3,26 7,22 4,25 2,27 13,16 9,20 6,23 12,17 


r= d, es 16, 20, 23, 24 

Q, == 1, 12, 17, 28 8, 9, 20, 21 2,05, 24127 6, 14, 15, 23 3, 7, 22, 96 4, 10, 19, 25 

n == 1,12,17, 28 3, 7, 22,26 11, 13, 16, 18 8,. 9, 20, 01 6, 14, 15, 23 2, 5, 24, 27 

(15 = 827175 28 2154245237 3, 7, 22, 26 4, 10, 19, 25 11,13, 16,18 -8, 9,20, 21 

q.s 1, 12, 17, ?8 6, 14, 15, 23 4, 16, 19, 25 By ees ee 8, 920; 2% 14, 13; fo, 18 

Boy = 1, 12, 17, 28 4, 10, 19, 25 8,.9, 20, 21 11, 13, 16, 18 2, 5, 24, 97 6, 14, 15, 23 

Qo, == 1,12, 17, 28 — 11, 12, 16, 18 6, 14, 15, 23 DE dp E iL 27 5, 10, 19, 25 $, 7, 22, 26 

jl 1, 12 p? IR 

a, == 1, 7, 16, 20, 23, 24, 25 2, 3, 11, 14, 17, 19, 21 8, 19 12, 15, 18, 26, 27 4, 5, 6, 9, 13, 22, 28 
Gaye 06 20, 23, 24, 25 8, 10, 12, 15, 18, 26, 27 2, 3,11, 14, 17, 19, 21 4, 5, 6, 9, 13, 22, 28 
r= 1, 28 

Cu = 1, 4, 5, 6; 7, 9, 13, 16, 20, 22, 23, 24, 25, 28 2, 3, 8, 10, 11, 12, 14, 15, 17, 18, 19, 21, 26, 27 


ax min.) — Np + 1 


98," wp jas pl i 11, 14, 15, 18, 19, 21, 26, 27 (rac. pr.) 
a — 14, a = 4, 93 6, 43, a7 
etek a ee 24, 95 
ry ex d. 0:12, 17 
ea 2, 8-28 
xou, 1G 1 


2. Crelle, table des racines primitives eit. 43 
|p = 31 | 
= Np+r 
pud, 2, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 14, 16, 18, 19 20, 25 28 
Q z—1,30 8,23 2,29 6,25 18,21 15,16 3,28 4,27 15,18 4,27 7,23 9,22 12,19 5,20 41, 20 
3 
G'. = N 
; T | 
r= 1, 3 4, By 15 46,8 «23, . 6 27, 429, ae 0 
Q ——4,5,25  4,7,20 161,23 2, 80,19 — 17,22,23 8912  12,21,29 3, 13,25  11,24,27 — 6,26, 30 
; | 
| =z Vp-p 
ram n1 5», 6, 255 26, 30 
Q =z 1,2, 4,8, 16 7, 14,19,25,28° 11,13, 21, 22, 26 5, 0, 10, 18, 20 3, 6, 12, 17, 24 45, 13, 27, 29, 30 
gn) — Np V 4? 
x —30, e= 3, 11, 12, 13, 17, 21, 25 24 (räc, pr.) 
x=15, ¢= 7, 9, 19, 14, 18, 19, 20, 28 
E ze 8 — 1), 23, Ye | 
Ree Oe 10.200,26 
ce, ase 2,. 4, & 16 
a =.) 5 20 
ioe A OO 
Xu], a = 1 
| p= 37 
®—= Np+r 
1 is * Ge oS "i x. "i & 13 5 £0 $ as 17 e 6 
a= {36 40 as’ ON vist 06, Sp ag! ida se WTA 27 " 29 LEE 2 N 325 2 31 
so Npd-r 
p- 1,9 6, 8, 10, 11, 14, 23, 26,727, 29, .31, 36 
a = 1, 10,26 14, 29,31 2,15,20 7,33,34 21, 25,28 5, 13,19 18,24, 32 9, 12, 16 3,4,30 17,22,35 6,8,23 11,27,36 
ax win.) en Vp 4. 1 
x = 36, fg ccr 2 De 15, 15, 17, L5, 19, 20, 24, n (rac. pr.) 
$18, Qc 3 4, E 25, 28; 30. 
Æ == 9, Q— As 9, 1 16, A 
Eus onem 11,97 
c= 4, = 6, 31 
= D. a 10, 2 
xa À a = 36 


6* 


44 2. Crelle, table des racines primitives etc. 


[p zai 


a = Np+r 
r= 1,2, 4, 5, 8 9,10, 16, 18, 20, 21, 23, d 31, 32, 33, 26, 37, 39, 40 
Hwy M o5 5 3% D, Bos » » 2 93. 30 “ots ap d. x3 WE as 
5 = Np+r 
reine LE 3 9, 14, 21, 32, 38, 40 
ef Hess € 59 22%. ET 2 3 31 m 
= 37 34, 38 21, 39 27, 3 39, 26 33, 36 19,30 31, 40 
ax (nin) — JVp-4-1 
x—=40, a=z 6, 7,11,12,13, 15,17, 19, 22, 24, 26, 26, 29, 30, 34,35 (rac. pr.) 
e220, a 2, 5, 8, 20, , 21, 33, 36, 39 
æ=40, u 4, 23,25, 31 
x= 8, u= 2 14,27,38 
L= 5, CT 10, 16,18, 37 
z= 4, gl 2 32 


[p =43| 
a = Np-r 
p — 1,4, 6, 9, 10, 11, 13, 14, 15, 16, 17, 21, 23, 24, 25, 31, 35, 36, 38, 40, 41 


1.2.71) 3-415. 20212 220° 7.302 412 4. 219. 0859.18 RARES ET TES D ee ee 
an 41 36 49) 28 22 923 33 31 39 2% 35 25 29 38 26 . 52 37 34 30 7 


= Np+r 
pz 4,.2,; 4," 8; 44," 16, 01; 1207! AT MOD EAN IT AI EE 


6 20,32 13,35 2,12 10,16 21,25 4,15 10,28 3,18 20,27 1531 5,8 9,12 7,37 
iu MU TH 10: "22 do AE OS àr 30 23 4e 


"= Np+r 
rz 1 6 7 36 37 42 
pm (^ 4, = 16 6, 10, 25, 24 oy 20, 28 9, 13, 14, i5 3,5: D 19 2, 8, 22, 27 
axon) — nn Vp + 1 
z=42, a= 3, 5,12, 18, 19, 20, 26, 28, 29, 30, 33, 34 (rac. pr. 
ze, a= 9,10, 13, 14, 15, 17, 23, 24, 25, 31, 38, 
x = 14, a= 2, 8, 22, 27, 3 2, 39 
n= 9 Q = 4, 11, 16, 2: 35, 41 
D E07 a = 7,37 
x= 3, a=—= 6,36 
Vi 2, G —4r2 
dH = 9 Ph à 


2. Crelle, table des racines primitives etc. 45 


pai] 


a? == Np+r 
r= 1,2; 3, 4, 6, 7, 8, 9, 12, 14, di 17,18, 21 „24,25, 21,28, 32, s 36,37,42 
11% 2 10 17 14 3 ?3 2 8 21 16 20 su 13 19 6 15 18 
A165 4 35 4$ 37 30 35 44 2% 25 à 39 % M 2 HM das se 41 32 %9 
es = Np+r 
r= 1 46 
ET £2 2, 3, 4 9, 12, 14, 16, 17 5, 10, 11, 13, 15, 19, 20, 22, 23, 26, 29, 30 
18, 21, 24, 25, Dar 28, 32, 34, 36, 37, 42 31, 33, 35, 38, 39, 40, 41, 43, 44, 45, 4 


qo) Nes 
x= 46, a= 5,10, 11,13, 15, 19 ,20, 22, 23, 26, 29, 30, 31, 33, 35, 38, 39, 
40, 41,43,44,45 (rac. pr.) 
2223, a—2, 3, 4, 6, 7, 8, 9,12, 14, 16, 17, 18, 21, 24, 23,21, 28, 
32, 34, 36, 37, 42 
x— 2, 8246 


t= 1, — 


pss 


= Np+r 


pm 1,4,6,7,9,10,11,13,15,16,17524,25,28,29,36,37,38,40,42,43,44,46,47,49,52 
a a ae eas? db a xx 11477. 530 9 MU SEA 26 725 10,46" 24.30. 7.23 
a—={s st Ua ss: aa use 149 MU 33 41.30, AL 07, 29 34 37 329 43. 46. 39 
= Np+r: 
A 1, pa 30, 52. 
1, 10, 13, 15, 16, 4,28 5, 8, 12, 14, 1, 21,22 2,23, 19, 20, 26, 30, 31 4, 9, 11, 17, 25 
——u, | 44, 40, 47, 49 23, 27,33, 34, 50, 51 32, 35, 39, 41, 45 48 20, 32 387 40, 43, 52 
q* Gin.) = N p E 1 
wen, az % 3, 5, 8,19, 14, 18,19, 20, 21, 22, 26, 27, 31, 32, 33, 34, 35, 


39, 41, 45, 48, 50, 51 (rac. pr.) 
2226, am 4, 6, 7, 9,11, 17, 25,29, 37, 38, 40, 43 
13, e=10,13,15, 16, 24,28, 36, 42, 44, 46, 47, 49 
cue 4, 4223,30 
=, 222 
ca 1, a= 1 


46 


= d, 
* c pe 
a= {ss 
r= 26, 
ros Er. 
G — T 
r= 
a = | 
qi 09, 
Tv 
= 2, 
2-1, 
ne. 
i 
um tab 
rc 34, 
c $20 
a = iu 
ro: 1, 
AR BEF 
r= 33, 
a — 6, 17, 38 
BERGE 
_ §1,9,20 
a = ss 
x == 30, 
æ== 20, 
æ== 15, 
x —= 12, 
2 que 6, 
a Jy 
a m 4, 
SE coena 3, 


1, 3, 4, 5, 7, 9, 12, 15, 16, 
27, 28, 29, 35, 36, 41, 45, 40, 48, 49, 51, 53, 57 


2. Crelle, table des racines primitives etc. 


a= Nnm--r | 
3, 5,55; 07 0 owe doe) 910, 1173019; 20, Da mee 
Lil 2 8 19 3 22 29 4 28 44 16 27 9 5 
43 57 51 AQ 56 37 30 55 31 A5 43 32 50 54 
97, 28, 29, 35, 36, 41, 45, 46, 48, 49, 51, 53, 57 
26 21 25 6 10 24 20 15 7 13 17 23 
33 38 41 34 53 4g 35 39 44 52 46 36 
a? zi Np+r 
1 58 


17, 19, 20, 21, 22, 25,26 2, 6, By 10, 19, 13, 14, 18, 23, 24, 30, 31, 32, 33, 35, 37 


58, 39, 40, 42, 43, 44, 47, 50, 52, 54, 55, 56, 58 

ain) = Np +1 

a — 2,6,8,10,11,13,14,18, 23, 24, 30, 31,32,33,34,37,38,39,40,42, 
43,44, 47,50,52,54,55,56 (rac. pr.) 

qz 3,4,5, 7, 9,12,15,16, 17, £9, 20, 21,22,25,26,27,28,29,35,36, 

41,45,46,48,49,51,53,57 


a ==58 
a À 
| p = 61 | 
= Np+r 
3; 4,5, 9, 12,13; 14, 15, 16, 19,020 002 NT 
8:18.29 796 ^ ^ 3 Id 14 21 25 4 18 9 12 5 24 
ts ° 59. (35 58. AS 47 40 36 — 5 43 85 49 —— 86 37 
36, 39, 41, 42, 45, 46, 47, 48, 49, 52, 56, 57, 58, 60 
6. . 10 ‘23, .15 14? eese] i3 29 722 5 . 19 mo cm 
55. St . 38 48 1 4 PSI) 46, 32.) 64) 33 02 D ee 
a = Np+r 
34 6, 9 11, 20: JA 24, 27% 28 
4,5,52 2,20,32 — 16,20,25 32,40,60 4192,15,38 31,37,58 8,10,43, —.3,19,30— 23,44,55 
an, ET, aoe NSP OC BE: 
292,42,58 18,51,69 — 7,24,30 27,46,49 — 11,21,29 36,41, 45 28,35,59 0,56,57  14,48,60 
a = Np+r 
11 13,3 14, MOTS 232, 40, 47, 48, 50, 60 
8,11,98 1205,42. 5,3945  10,15,20 6,214 5,518 2426,30 131540 412,19 23,9433 3,2741 
31 41,57 40,48 3,355 64,59 40,55 32,51 22,56 36,49 50,83 82,00 
gx Gin.) — Np + 1 
qz 2, 6, 7,10,17,18,26,30,31,35, 43, 44, 51, 54,55,59 (vac. pr.) 
a = 4, 5,19,36,39,45,46,49 | 
a== 8,23,24,28,33,37,38,58 
a —12,15,16,22,25,12,56,57 
a ==21,29,32,40 
gu 3 PEOR 
a 14,48 
a = 9,20,34,58 
& —11,50 
f= 1547 
a ==60 
u- 1 


R IRQS 
BEN 
8 


$5 2 
29, 33, 35, 36, 37, 39, 40, 47, 49, 54, b p "59, 60, 62, 64, 65 
6 6 3 


2. Grelle, table des racines primitives. 47 


a = Np+r 


1, 4, 6, 9, 10, 14, 15, 16, 17, 19, 21, 22, 23, 24, 25, 26 
3 4 : 


a x E 


21 24 4 1 27 2 20 
57 54 61 38 46 43 39 60 56 51 48 40 44 5 3 69 47 


= Np+r 


DD NM ONSE NO Te LET 49 296 .,94 325,4 27 
a — { 1, 29 18,53* 325,45 "$7 46 56). 025,54 6,21 4. 26 36,39 15,19 3, 20 
37 63 87 58 62 55 40 42 69-7 yt 33 2 
ne 40, 42, 43, 45, DAS 5220 Os: Os 62, 64, 66 
ns { 247 — 24, 48 8,28 4L 43 "s 12,13 51i 90) — 1022 Mi 30,3 
52 ài 50 1 51 65 35 49 66 
Ghee ip m r 
BERN 29, 30, NX 38, Do 
as $4,9,14,15,22,24 6,10, 16,17, 19,23 7 11, 12, 20, 31,32 4,21,26, 29, 33, 35 2,13, 18, 28, 30, 44 3, 5,8, 27, 42, 43 
a= {35 40,59, 62,62 37,39, 49,54, 65, — 34,38, 41,46, 63 36,47, 55,56, 60 48, 50, 51,57, 61 + 45, 52, 53, 58,66 
Qnin) Ll Np + 1 
x==66, a= 2, 7,11,12,13,18,20,28,31,32,34,41,44,46,48,50,51,57,61,63 (rac. pr.) 
27233, a— 4, 6,10,16,17,19,21,23,26,33,35,36,39,47,49,54,55,56,60,65 
p=22, a— 3, 5, 8,27,42,43,45,52,53,58 
211, a= 9,14,24,25,40,59,62,64 
TL 6, a=15,22,30,38 
xr 3, a==29,37 
qe 2. a—00 
a= 1, e= 1 Jot 
o? = N p + E 
res 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8 9, 10, 12, 15, 16, 18, 19, 20, 24, 25, 27 
amt E 28” cr ap 19 m 15 a° 35° ?7 34° 33 5 43 
= 1 7 30 4 $2 47 62 36 5 n 36. -4& . 327" 38. "68; 58 
r= 29, 30, 32365097530, 40, 43, 45, 48, 49, 50, 54, 57, 58, 60, 64 
Be IAE. ia eros ES Gu 53, bs ge al D dove qe aile 
= Np+r 
ian), ghey RI 0, 530, bre, gee, 32. 39; 4, 45, 18; 51%" 70 
a {1525 27,56, 38 11,26,55 22,3047 3,19, 2,10,37 153144 0,50 21 28,54 22,41,86 18,1024. 9,12,16. 7,2333 14,17,46 
== 154,57 4b 80,02 52,53 20,29 43,50 63,65 40,58 61,0 ° 07,08 32,49 45,00 35,44 00,70 
a’ = Np+r 
EM 5 A0 D 1157.95 EMO, 5466.57; L. .66 2470 
Pas pose 10,15,16,24 7,11,31,46  14,21,22,33 5,8,12,18 96, 42,44,53 4,6,9,38 2,3,19,25 13,17,35,47 — 23,26,34,39 
3745,48 36,94, 2,509 62,05,0; 27,2913 80,03,00 49,9057  A0,00,04  95,95,01  41,51,70 
«X nin.) a= Np + 1 
270, a= TAN AB PATI SAH 0,0 ,1,51,95556,49,61,52,68,85,97,868 
race pr.) 
a—35, a— 2, 5, 4, 6, 8, 9,10,12,15,16,18,19,24,27,29,36,38,40,43,49,50,58,60,64 
æ==14, a=23,26,34,39,41,51 
—10, «—14,17,46,66 
= 7, Q2; 730, 730. 737 „45,48 —— 0c 
a 5, a= 5,25,54,57 E ES. 


2. Crelle, table des racines primitives etc. 


|pe5 


Qu N 
a= 1.2,3,4, $5,041 2,16, 18, 19, 23, 24, 55,27, 32, 35, 36, 37, 35, 41, 46, 48,49 
r=! 32. 215501558923 3r 4 ro1T2 25813 22D 18 20 6. 16 99 05. 22] UT 
nr à) 52 71 58 04 70 42 69 50 47 60 — 43 Pr CEE ES 267 & 4 Gy IINE, 
pz 30, 945 99494, 61, 64, 65, 67, 69, 70, 71, 72 
PS ga 98 5 3 3° 24 S 1977.37 9012. 0027 
159 4% 0 3 38 «0465 Mb 49 Fo ADAC GA 266 MEDI 
a! = Np+r 
Te 0d. SUE 8, 98210013 21, DO Rd «9g. 30 
L— fi,8 25,59€ 13,29 2,16 36,41 43,51 11,15 33,45 17, 63 35, 50 3, of 34, 93 
= = UR 61 à 5o 69 52 47 68 66 bp 46 30 
[18,20 27,49 12,23 7,10 5,28 26,08 21,22 4,32 18,57 42,4 6,19 9,85 
Ze 30 30 56 40 62 30 37 74 60 48 72 
3 ah m + À 
ai 0 5,11,13,14,15,20 26,28,29,31,33,34,39,10,42,44,45,47,5:,58,59,00,062, 
LI LIES A Pall À 68 rao, Y. 
236, a= 6,12,19,23,25,35,38,48,50,54,61,67 (rac. pr») 
x24, a= 7,17,21,30,43,52,56,66 
r-18, a=18,36,41,57,69,71 
x12, a= 3,24,49,70 
x= 9, «= 2, 4,16,32,37,55 
x= 8, 0—10,22,51,63 x—3, (8,64 
x= 6, a= 9,05 z—2, acl 
x 4, a 27,40 z—1, ai 
PER 
— PER 
FEM 2, 4, D: 8, 9, 10, 11, 15, "6, 18, 19, 20, 21, 22,2 2% 26, 3 32, 36 
2 3 27 39 10 5 30 
a [3 à ar a0 i sy DS US 6 40 69 ü $5 7 e 40 3 5 
E » 40, 42, ae 45, 46, 49, 50, 51, 52, 55, 62, 64, 65, 67, 2378; 20 
s i oer 1909 2105 eng 17” 3 12 25 o8 32 
0 (s IU our OB TL TR a) Gr SH TODOS eee X OW fu sa ue at 
& = Np+r 
Pas EN à 10213 14, 951902 PA 15, 215 an, 21, 39, 238 
= fh 23m 31 4» st 27, 63 37,60 17,06. 47,68) 9,28 20, 65 Mc 37 41,43 Be 
d 46 bi 75 57 49 73 6a 69 ia 45 
r= M, 46, 52, 57. 58, 61, 62, 64, 65, 67, 69, TL, 78 
SO ee ETS 72 1529 6,4 30, 58 22,25 4,13 18,19 11,16 12,23 33, 49 — 2, 56 
= { n 38 76 35 59 30 32 b2 42 52 39 1 78 
= Np+r 
© om - =~ 
y 1: 232 24, 55 26, 78 
> : fir 8,1D,15,21,22,38 — & 5,9, 11,09, 23,26  3.24,28,30,34,35,37  2,13,16,20,25, 36,42 6,7,29,39, 47,18, d 12,14,15,17,27,33, 91 
== 146, 52, 62, 64, 165, 67 at, 32,40 150, 72,73 43, 54, 50, 63, 66, 77 44,45, 49,51,55,76 5 "60 268, 70,74, 7 5 57,58, 61, 69, 71, 78 


r=-78, a== 3, 6, 


x39, 
2926, 
22213, 
^ 
3, 


a 
a 


— 
Lee 


are 
ks mee 


a=). 


a —42,14,15,17,27,33,41,57,58,61,69,71 
a= 8,10,18,21 


gx vain.) — N 


p+1 
7,28,29,30,34,35,37,39,43,47,48,53,54,59,60,63,66,68, 70. 


0,74,75,77 
; | (rac. pr.) 
4, 5, 9,44,13,16,19,20;25,26,31,32,36,40,42,44,45,49,50, 51,72, 75,70 


‚22,38,46,52,62,64,65,67 
= 4,56 


x2, a=78 
23,09 


r-1,0—1 


9. Crelle, table des racines primitives etc. 49 


|p = 83 
a = Np+r 
Pier 1193,44, 75 3, 10, 11, 122 16,247, 7b 23, 25, 26,27, 28, 29, 30, 31, 33, 36 
MN Man E 26% 4 1410 40 3: 77585 541. 89 7.147. 29 — a8 . .8 
= 182 wa E ee moa x aL 34, ee M dap di feo. “let sng? 
r= 37, 38, 40, 41, 44, 48, 49, dis n0. 61, 63, 64, 65, 68, 69, 70, 75, 77,. 78, 81 
uc 1k ^ 2 37 798 91 36 15 i9 7.8 RT Oe” 22 30 "148 * ST 245 
mice à Gode dé Ms mU EP. in M 4385275. 56^ 63 087 59. 65.49 . 60 zi 
| os Np À r 
r= 1 | 82 
LL f1,3,4, 7,9, 10,0U,12,16,07,21,23,25,20,27,28,29,30,31,33,36,37 2, 5,6, 8, 13,05,15,13,19,20,22,24,32,34,35,39,42,42,45,46,47,50 
a = E 402 41, 22, 45; 49, 64, 50, 61, 03, 64,05,08,00, 70, 75,77, 78, 81 55, 53, 53, 55, 36, 57, 58, 60, 62, 66, 67,71,72,73,74, 76,79, 30, 82 


qe — IV p + { 
a ==82, a==2,5,6,8, 13,14, 15, 18,19, 20,22,24,32,34,35,39,42,43 ,55,46, 47, 50, 52; 53, 
54,55,56,5 7,98, 60,62,66,67,71,72,73,7& "To 9, 80 (rac. pr.) 
x==41, a—=3,4,7,9,10,11,12,16,17,21,2. 3,95,26, 2:/ 20,209,030), 31,3 3,36,37, 38, 40, 41, 
44,48,419,51,59,01,6 53,64,65,63,09,70,75 "7 345,01 


eos 2, a==82 
x 1, a=1 
[p= 89 
= M AUN 
r= 1, 2, 4, 5, 85-9, 10,411; 16, 17, 18,2 21; 2, 25, 32 » 3% 36, 39, 40, 42, 44 


nce 1 29 2 19 39 3 30 16 4f 33 60-22 #20 24 - 90 
m 183 64 87 70 50 86 5970651002 78 at 56 72 34 3 52 83 8 60 65 69 


p = 45,47, 49, 50,53, 55, 57, 64, 67, 68, 69, 71, 72, 73,7 , 79, 80, 81, 84, 85, 87, 88 


EY 15 7 56 26 12 8 41 35 43 3l 28 4215730 4d 9 23 2l 4) 34 
GT 774 82 53 63 77 ^ St AS 54 A 58 61 17 7 48 ib So 66 68 49 55 
at = Np+r | 
y "y r r f pr 
1,2, 4, 8 19,27,29,37 9, 18, 21,36 3.615, 12 33,41,43,61 5,10, 17, 2 13,15,26,30° il, 29,95, 44 
a © 4 16,32,39,45 33,54,58,59 42,49,55,69 14,23,24,98 65,66,75,77 33,40,47, 23 * 5123551252 50,57,73, st 
64, 67, 78 63, 74, 16% 72, 79,54 . 46, 48,96  * $2, 83, 86 65, 71, 80 60, @, 70 $7589: 97, 


x (min.) L— Np + 1 
ee 88, a=3, 6,7, 13,14,15,19,23,24,26,27, 28,29,30,31,33,35,38, 44,43,46,48,5 1,54, 
56,58,59,60,61,62,63, 65,66,70,74, 75,76,82,83; 86 (ae. pr.) 
244, a==5,9, 10, 17,18, 20, 21, 36, 40,42, 47,49,53,68,69,71,72,79,80,8 
9%, Q — 11,22, 95, 44,50, 57,73, '81, 85,87 
r-11, 0—2,4,8, 16,32,39,15,64,67, 78 
r= 8, a==12,37, 52,77 
ac = 4, 0234,55 
rz 3,088 
cue VET 
Crelle’s Journal d. M. Bd. IX. Hit. Y. 7i 


50 2. Crelle, table des racines primitives etc. 


|p = 97 | 





a= Np+r 


rz 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 11,12, 16, 18, 22, 24, 25, 27, 31, 32, 33, 35, 36, 43, 44, 47, 46 


as 1 
a" à 


14 10 2. 43 28 3. $34 920 4 42 33 ii Sp 53005 15 2241. 5 PSE Do 2502 23 12 x Al 
B3 89^ 05 44. 69° 04 60. 774. 03-537 OF 80s 925 6205 82 9750) 279) OL OESTE 74 S85 $7 


r= 49,50,53,54,61,62,64,65,66, 70, 72773, 75,79, 81, 85, 86, 88, 89, 91, 93, 94, 95, 96 


aL io 


pre 


Qz- | 538 2,25 18,31 44,05 26, 34 55,67 6, 16 3 
— 61 70 48 Cee aT 82 


27.728 32% 35 "16. 8:295 SON 190843 SIC 47. 46 Gy 45.4539. (31. 132 24 AR 0, DEO 
10 76 65 62 81 89 68 55 WS 84 49 50 51 $8 $2 59 66 63 73 53 71 SUj 75 


a Np +r 
1, 8 12, 18, 19, 20, 22, 27, 28, 30, 33, 34, 42, 45, 46, 47 


8 5, 14 10,28 47, 54 30, 80 23, 29 46, 58 20, 21 33, 75 
HS 1 ‘AT aa PREC Me 01. 86 2748. 90 0550. REN 


pet 50, 51, 52, 55, 63, 64, 67, 69, 70, 75, 77, 78, 79, 85,. 89, 96 


___ § 9,24 41,76 7,39 52,68 13,17 4,43 38,69 19, 83 11, 89 22, 81 15, 40 60, 63 12, 32 49, 66 27, 72 36, 62 
Q-— i | m7 "sh 44 Gy “Fs rs à à à an $3 39 — 5 96 


qub, 


x==48, 

22, 
a—24, 
zit, 
22:12, 


Oo 


EE 5 


eg 


EE 


e 


m OD Qo E 
“ 


8 
| d 


50 


Qo») == Np +i 
a= 5, 7,10,13,14,15,17,21,23,26,29,37,38,39,40,41,56,57,58,59,60,68,71 
74,76,80,82,83,84,87,90,92 (rac. pr.) 
a 2, 3,11,25,31,32,44,48,49,53,65,66,72,86,94,95 
a==19,20,28,30,34,42,45,46,51,52,55,63,07,69,77,78 


a 4, 9,24,43,54,73,88,93 
a= 8,12,18,27,70,79,85,89 
a== 6,16,81,91 
a==33,47,50,64 

2306,02 

q—20775 

a==35,61 

a—=96 

aes 4 


2. Crelle, table des racines primitives etc. 51 


|p = 101| 
do = Np+r 
4, Dy 6, 9, 13, 14, 16, ds 19, 20, a1, 22 N 2% 24, 3 x1 30 
2 45 30 3 35 32 4 44 25 11 18 ?7 15 23 5 38 
99 66 6 93 66 69 97 57 76 90 $3 74 86 78 96 63 
33, 36, 37, 43, 45, 47, 49, 52, 54, 56, 58, 64, 65, 68, 70, 71 
29 6 21 12 34 42 7 31 16 37 19 8 41 13 26 24 
2 95 80 69 67 59 94 70 85 64 82 93 60 83 75 75 
77,.778,: 793 80, 81, 82, 84, 85, 87, 88, 92, 95, 96, 97, 100 
28 49 33 22 9 48 36 40 17 47 30 14 46 20 10 
73 62 68 79 02 53 65 Gi 33 54 71 87 55 31 91 


a == Np +r 
6, 10, 14, di 32, 36457699, © 541,27 48 


Eso; BY, 2 22,80, 704, .40, 32, 410 4,33, 43. 13, 20, 93. 2.07, 72 . 25,25, 5& 526, 27,40 — 3,:1,.50 278, 5366 
4 64 2 ) 


ROCA 


H2 
vov 


=e. 


e 


2 ~ - te 
85, 96 57, 62 77 , 82 


5, 73, 80 80, 92 40, 03 59, 83 36, 90 


Dore" ADM Way Weg SREY c qme Oe vii ds doy 


35 — 18, 42, St ^ 38, 55,62 9, 21, 47 12, 28, 29 19, 37, 78 — 24, 56,68 — 39, 44, 60 .5, 15, 31 
3 76 34, 99 6 7 


: 6, 14,17 
94, 98 74, 75 49, 76 St, 88 62, 07 69, ii 71, 79. > 14, 17 


05, 100 
a* (min.) — Np -u- 1 

a= 2, 3, 7, 8,11,12,15,18,26,27,28,29,34,35,38,40,42,46,48,50,51,53, 
55,59, 61,63,66,67,72,73,74,75,83,36,89,90,93,94,98,99 (rae. pr.) 

az 4, 9,13,20,21,22,23,30,33,43,45,47,49,64,70,76,77,82,85,96 

a= 5,16,19,24,25,31,37,52,54,56,58,68,71,78,79,80,81,88,92,97 

a —32,39,41,44,57,60,69,69 | 

ac 6,14,17,65 

a =36,84,87,95 

(0210,91 

==100 
| 


~ 
* 


Rae. pr. 2 


32 


we 


5 
3 


-t VA 


11 
13 


19 19 
29429 

«1954 
d e 


61 
6 "n e 
UA 
83 « 
‘ 89 


104 101 


4.5 
a À 
2 * 


. 
* * 
» 

S 
Mai 


E 


E BONO 


0 


~~? 


Crelle, table des racines primitives etc. 


Tableau des racines primitives 


6 7 8 91011 12 13 14 15 16 17 18 19 20.21 22 23 24 25 


11 11 
13 13 
175417 


9 * * * 
ho 
AS 


4 d 


aan 


05 . + . Nombres premiers auxquels appartiennent 

de Rod voe c aco Gi non 
6e 4547310755. 15 : es LCR x5 IE 

19. na 819 49-19 i. s UD AT P E 
u 25°23 74 4e 297 2d 234. «eo 19 QD ZH 
2,205290 05 955294295 as es ee Er 
oo. 2914311. a 4582915. Er GUN 
N wot 4. Xf. du OL D ola) a EEE 
ue 41 HUE SAL aL SUV, NUES 
. N ER LV DD ’ 
« AT AT AT. AT he A EPP ESRI 
ei vq» 08 Ue OU nd ae ae LOAD OS RUNDE 
+ 091591 2159 39 Run. 21 ONE RAR 
. 61 235 psa coii PROS BL RT lean ee eee 
Wen 67.07 eure eig ex.s, OF qa. CU LM 
Cow TH DT OT MON TN 4). 9 EN RR 
. $/045:89.83.083 EEE 83 TOD NE 
sta ALBI, RARES) $9.89 .. 
CES: 970900 (s, 


Eye DIESE ea Se 
“1011017. ". Ot ar UE T 





Rac. pr. 


51 52 53 54 55 56 57 58 
55 


61 


67 


89 
101 


59. 2599. 095. 
. 61 61 


73 


79 79 


LÀ . 


. 61 


- oc 6 


. 61 


83 83 #3 83 83 83 83 


» + 89 


"408 


. 101 


. 69 


+ LI 


. 101 


EEE Re 
TO TON — 128 
bed o DA 
. 89 89 89 89 89 89 
po 097 OT UTOR 


60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75 


* e LÀ > * + ^ ^ . . + * * * * * 
+ + + + Nombres premiers auxquels appartiennent 


Gea? 


e. 7. OO Te ee ee à 
S070 . OI OR 
89 83 83.4.4 ^. 83.8010 
2 89 :. 103480 .; SEDE LI 
‘ue’ tah... Vo 
.101101 7... . sdO0L BEIDE 


* * ? * + + . * 


‚101 .101 


osos cttm gebe cis EL TEL CEBIT SIT P a 


2 


des nombres premiers depuis 3 jusqu'a 101. 


26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 


les 


8y 
97 


racines 


. 

+ + 
29 + 
a E 
* » 


. 4i 
. 43 


+ + 
D. o 
. * 


[167 
. 73 
. 79 


89 S9 


° . € 

primitives 
‘ 

* * 

. . * 


Mu. 
43 13 
47 #7 
2d 
. O1 6t 
73. 
79 79 . 


we 


89 89 89 


TE wa e 


1011011011001 . . 


EEE ES eed 


SAC ES ET NE 
73 


. ^ 
ci~ dessus, 
4 * 
* EI + 
. * _ 3 
* * * 
* * 


37.1 


à 41 


ES 


A +3 
AT . 47 . 
99 09193 099 
00:59-59:59 


. 73 
ER 
eap E,, 


* 


* 


67 
73 
83 


7 401 (01 


* * 
* 
° 


* 


37 


+ 8 
47° 
aor Fs 

oP ie 
61-. 

ER 
^ Am A 
FIR 


83 
89 


*. . LJ * 
i 


a 


* E + 


ve) 
^ 
a 


97 
101 


> 


# 


S AN, 
su” eh 


e 
97 


97 


104 


Lj *. > 
° ^ + 
* $9 
0 
LA 
* 
e 
* 
"Á + + 
" * . 
" heey 
H + 
93 


Mar 

iui) nv i 
20823 8: 
89 , 89 
A EN à 
TUS 


Crelle, table des racines primitives etc. 


53 


+ * 
“ & 
& 
= * 
€ . 
* e 
* * 
- LJ 
4 * 
eS) 
SJ 
+ * 
v5 / 
$e Lad 
79 73 
83 … 
«69 
Seren 


* 


* * e = > e * + 2 B9 + = ® * 


30 


71 78 79 80 81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 91 02 93 94 95 96 97 98 99.100 


racines primitive 


^ > 
79 e 
+ 

0 ° 
+ 

4 9 


Me, 
i 
* ® Es 9 


$ ci-dessus. 


° * 


. ^ * 
e * CE 
° " 
LJ LJ 


* 


89 s9 . 
97 97 97 


Wb cu 


* 0 id 
e + e 
yum. of 
SS 

MA 

> e 0 
oce 
Seh age 
. 97 
MORE 


* 


uy 


- 101 101 


o €——— A PRICE DECIES AE IPO ate co. 


* > é 
+ % 9 
34 


. 101 101 


101 101 


* 


54 3. G. Libri, mémoire sur la théorie des nombres. 


T ds 
Mémoire sur la théorie des nombres. 
(Par Mr. G. Libri de Florence.) 





Introduction. 


Le géométres qui se sont occupés de l'analyse indéterminée, sont par- 
venus par leurs recherches plutót à résoudre des questions spéciales, qu'à 
faire avancer l'ensemble de la science. Leur méthodes, toujours bornées 
au probléme qu'ils voulaient traiter, cessaient d'être utiles quand on tächait 
de les appliquer à des questiors plus étendues: bien plus, pour traiter un 
probléme quelconque il fallait que les quantités connues fussent. données 
en nombres; car sans cela, le manque absolu de formules générales em- 
péchait de resoudre une équation indéterminée à cecfficiens: algébriques, 
méme lorsqu'elle était du premier degré. De sorte que la théorie des 
nombres presqu’immobile au milieu des progrès des autres parties de l'ana-- 
lyse, qu'elle avait vu naître et s'éleverisuccessivement, s'en trouvait séparée 
et ne partageait pas leur perfectionnement commun. Cet isolement, qui 
forme la difficulté principales de la théorie des nombres, dépend de la 
méthode que l'on a suivie jusqu'ici peur mettre en équation les problèmes 
d'analyse indéterminée; car en exprimant seulement les relations qui doi- 
vent exister entre les valeurs des inconnues, on a toujours négligé de re- 
présenter par des signes algebriques les conditions auxque?es ces inconnues 
doivent satisfaire, afin qu'elles soient des nombres entiers ou.rationnels. 
De sorte que ces conditions étant seulement sous-entendues, on ne peut pas 
les soumettre aux règles ordinaires de Valgebre, et il en résulte un nou- 
veau genre d'analyse, dont tout le succés dépend de la sagacité particu- 
liere de chacun des géométres qui le cultivent, sans que les travaux des 
uns soient profitables aux recherclies des autres. Il y ‘a quelque tems 
que nous avons táché de faire disparaître cette imperfection, et déjà nous 
avons montré ailleurs qu'en écrivant en analyse toutes les conditions du 
problème, les questions que l'on appelle indéterminées, deviennent toutes . 
plus que déterminées, puisque l'on obtient toujours un nombre d'équations 
qui surpasse de Punité celui des inconnues. Nous réproduisons d'abord ici 
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les forthules que nous avons données dans cette occasion, pour exprimer 
par des séries convergentes le nombre ou la somme des racines d'une 
équation indéterminée, et nous y ajoutons de nouvelles expressions, Puis 
nous reprenons ce probléme à priori dans toute sa généralité, et nous 
montrons comment, en portant des principes les plus élémentaires de l'a- 
nalyse, on trouve pour chaque inconnue une équation algébrique dont le 
degré est égal à la limite que l'on attribue à Finconnue, et qui exprime 
la condition que celle-ci doit être un nombre entier: de sorte qu'ayant 
de cette manière un nombre d'équations égal à celui des inconnues, en les 
combinant avec l'équation qui exprime les relations qui doivent exister entre 
les valeurs des variables, on aura aprés l'élimination une équetion de con- 
dition qui ne contiendra que les coefficiens de l'équation proposée, et les 
limites qu'on aura aítribuées aux. inconnues. D'ou il résulte que toute 
équation indéterminée, est réellement plus que déterminée, Ce résultat 
remarquable avait échappé à Euler qui croyait que les équations indé- 
terminées, devenaient plus que déterminées, seulement lorsque le nombre 
des formes que devaient prendre des fonctions données des variables, sur- 
passait celui des inconnues. On explique par là, la contradiction qui se 
manifestait entre le nom d'équations indéterminées, et ie fait qui mon- 
trait que souvent elles n'admettaient pas de solutions: ce qui aurait dû 
faire soupconner qu'il existait une équation de condition laquelle n'étant 

s satisfaite, le probléme ne pouvait pas être résolu. Et d'ailleurs en 
partant de la forme des racines des équations déterminées, et en observant 

e le nombre des solutions dans une équation indéterminée n'était pas 
donné par le degré de l'équation, on aurait pu prévoir que cette équation 
de condition était une fonction des coefficiens de l'équation. proposée, et 
de la limite que l'on attribuait aux variables. 

"Les principes que nous exposons dans ce mémoire sont suffisans 
pour frouver, directement ef sans tátonnement, toutes les solutions d'une 
équation indéterminée, lorsque la limite que lon attribue aux variables 
n'est pas linfin: mais comme le degré de l'équation de condition aug- 
mente avec les limites des inconnues; si l'on cherche toutes les solutions 
possibles d'une équation indéterminée, on trouvera une série infinie dout il 
s'agira d'avoir la somme pour résoudre la question proposée. Cette somme 
pourra s'exprimer par des intégrales définies, mais leur valeur numérique 
sera en général fort. difficile à calculer; pour en faciliter la recherche il 
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faudrait recourir à des principes que nous n avons pas cru devoir,exposer 
dans ce mémoire, qui a pour buf seulement de montrer en général l'esprit 
Je notre méthode. Cependant pour quon ne puisse pas croire que notre 
théorie n'est pas susceptible d'étre appliquée eux problèmes particuliers, 
eí pour montrer de quelle manière nos formules peuvent se simplifier dans 
le plus grand nombre des cas, nous considérons spécialement dans ce mé- 
moire les équations qui sont du premier degré par rapport à l'une des 
inconnues, e£ que M. Gau fs a appeilées congruences. 

En donnant d'abord la théorie générale des congruences nous trou- 
vons, que les relations existantes entre les euefliciens des équations algé- 
briques et leurs racines, s'éteudent aux congruences dont toutes les racines 
sont entières: nous démontrons de cette manière les théorèmes de Fer- 
mat et de Wilson, et beaucoup deutres propesitions nouvelles. Puis en 
appliquant aux congruences les principes qui renferment la théorie. géné- 
rale des équations indéterminées, on trouve les congruences de condition 
gui doivent ótre satisfaites afin que le probléme soit résoluble: ei ces 
conditions se simplifient beaucoup , à l'aide du théorème de F ermat lors- 
que le module est un nombre premier. | 

En effectuant l'élimination entre les congruences, de la même ma- 
nière que pour les équations, il devient facile d'obtenir le résultat final; et 
on trouve ainsi les relations qui doivent exister entre les coefficiens d'une 
congruence et le module, afin qu'elle soit résoluble. Ces relations, qua 
sont des congruences de condition, renferment toutes les conditions cone 
nues jusqu'à présent. Nous placons ici une courte digression sur les con- 
gruences à module variable, dans laquelle nous faisons voir qu'à l'aide de ces 
congruences on peut résoudre une classe assez étendue d équations inde- 
terminées, dont les plus simples avaient été traitées par Lagrange. 

Pour chercher les conditions qui doivent étre satisfaites ulin qu'une 
congruence soit résoluble , au lieu de faire l'élimination à l'aide des coel- 
ficiens, on peut substituer les racines des congruences réduites à la forme 
d'équations déterminées: de cetté maniére on introduit les fonctions cir- 
culaires dans la théorie des congruences, et on trouve des formules qui 
la comprennent toute entière, Mais ces expressions ne sont pas assez 
simples pour quon puisse les appliquer avec facilité aux cas particuliers: 
par conséquent nous avons dü reprendre ce sujet d'une autre monière; 
et en partant d'une propriété trés- simple de l'équation binome, nous avons 


‘ 
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trouvé des formules qui expriment le nombre et la somme des dirisenrs 
dun nombre quelconque, et nous avons formé deux intégrales aux diffe- 
rences finies qui donnent le nombre et la somme des racines d’une con- 
gruence quelconque. Ces formules. étant appliquées à ia congruence du 
premier degré, fournissent l'expression générale de ses racines, qui sont 
ane fonction trigonométrique des coeíficiens et du module: et comme cette 
congruence équivaut à l'équation indéterminée du premier degré, on trouve 
ainsi les racines de cette équation en fonction de ses coefficiens, ce qui 
n'avait jamais été fait. 

Nos formules générales étant appliquées au congruences du second 
degré, donnent tous les théorèmes connus sur les résidus quadratiques: 
on en déduit aussi la maniére de reconnaitre à priori si un nombre quel- 
conque est ou n'est pas résidu quadratique d'un nombre premier donné: 
et il en resulte une proposition générale qui renferme la théorème fon- 
damental de M. Gauss. 

La formule qui sert de base à notre théorie, et qui établit un rap- 
"port si singulier entre les solutions des congruences et les fonctions circu- 
laires, fournit le moyen de résoudre directement les équations à deux ter- 
mes. M. Gauss qui a découvert le premier cette résolution par une mé- 
thode particulière, et Lagrange qui l'a ramenée ensuite à sa théorie gé- 
nérale des équations, ont supposé la connaissance des racines primitives. 
La théorie que nous exposons dans ce mémoire est indépendante de cette 
recherche, et d'ailleurs elle est beaucoup plus simple que les méthodes 
trouvées par ces deux grands géométres, qui exigent de trés-longs cal- 
culs pour étre appliquées. On trouvera dans la suite de ces mémoires 
une méthode générale et trés-simple pour traiter les équations de cette 
classe, de mêmes que celles d’où dépend la division en parties égales de 
l'arc de la Lemniscate, et beaucoup d'autres; et l'on verra alors pourquoi 
la résolution de ces équations déterminées se réduit toujours à un pro 
bléme d'analyse indéterminée. | 

En appliquant notre principe général aux congruence du troisième 
et du quatriéme degré, nous avons trouvé des rélations fort remarquables 
entre le nombre des solutions de certaines congruences, et les racines de 
quelques équations indéterminées du second degré. Nous avons tiré de 
k des considérations générales sur les résidus cubiques et bicarrés, sur 
lesquels on n'avait encore rien publié, en montrant comment l'on devait 
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modifier fes formes des nombres premiers qui. servent de module, afin 
d'avoir des théorómes généraux. On sait que pour avoir tous les théo- 
rèmes connus sur les résidus quadratiques d'un nombre premier, il suffit 
que la forme linéaire de ce nombre soit donnée. Mais cela est insuffi- 
sant pour les résidus cubiques et bicarrés, et il faut que le nombre qui 
gert de module soit alors d'une forme quadratique donnée, Nous parve- 
nons de cette manióre à trouver la forme cubique des nombres premiers 
qu'on n'avait jamais considérée jusqu'à présent, On pourrait pousser plus 
loin examen. des formes des degrés supérieurs, en observant que pour. 
chaque degré le nombre des innconnues doit égaler ou surpasser l'expo- 
sant, Le móme chose arrive pour les congruences, et il est digne de 
remarque que quand on à déterminé le nombre des solutions d'une con- 
gruence, laquelle a autant d'inconnues quil y a d'unités dans l'exposant 
qui marque son degr 5, on aura tout de suite le nombre des solutions d'une 
autre congruence du móme degré qui aurait le même module, mais qui 
contiendrait un plus grand nombre d'inconnues, C'est de cette considera- 
tion que nous déduisons un théoréme général sur les congruences de tous 
les degrós, qui renferme comme cas particulier un théoréme de Lagrange 
sur les congruences du second degré à deux inconnues. 

L'analyse succinte que neus venons de donner de notre mémoire 
suffit pour montrer la possibilité de déduire d'un seul principe général 
tonte là théorie des nombres, Nous n'avons traité ici qu'une classe d'é- 
quations indéterminées: mais nous montrerons dans la suite comment on 
en peut résoudre un grand nombre d'autres, en ‘appliquant le calcul d'ap- 
proximation aux équations indéterminées, auxquelles il paraissait absolu- 
ment inappliquable, mais qui cependant dans ce seul cas fournit des solu- 
tions exactes, Et nous fairons voir dans un mémoire particulier, com- 
ment lon peut classer et discuter les trancendantes numériques, telles que 
les nombres premiers, ies diviseurs des nombres, ete. En liant la théorie des 
nombres aux autres parties de l'analyse, il était certain que comme celles - ci 
contribueraient à son perfectionnement, elles en recevraient des secours; 
et c'est ce que nous montrerons dans la suite de ces recherches à l'egard 
des intégrales définies et fonctions circulaires, dont plusieurs propriétés re- 
marquables et inconnues jusqu'à présent, découlent de l'analyse indéterminée. 
Enfin nous fairons voir comment la considération des différens ordres d'ir- 
rationalité devient trós-utile dans la résolution des équations numériques. 
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Analyse. 

Nous avons moniré pour la première fois, dans le 28° Volume des 
Mémoires de l'Académie Royale des Sciences de Turin, qu'étant pro- 
posé de résoudre en nombres entiers l'équation ! 

QD (a, Vy 300. etc.) = 0, 
(que nous indiquerons pour abréger par Q — 0) pour exprimer que x, y, 
Z,eeee etc., doivent être des nombres entiers, on a les équations 
sin x7 —0; snys=0; sinzz-0;....eto.; 

dont le nombre est égal A‘celui des inconnues, et qui doivent exister en 
móme tems que l'équation proposóe. Nous avons trouvé encore que le 
nombre des solutions entières et positives, plus grandes que zéro, de l'é- 
 quation Q — 0, est exprimé, à trós-peu prés par la formule 


X20 yc zc ' 2 
ER RR er rege au ae 


Mk yak zu à 
S'il s'agissait d'exprimer le nombre des solutions entières de l'équation 
Q —0, en donnant à x, y,2,.... etc., toutes les valeurs 1,2,3,.... n—1, 
on aurait la formule | 


13. T yzzn = va A di es, pu = 
XE Yosl 2451 
100 
zen yon rn 1—10 (z-]-y T 2-...-1- etc.) Q4- 1.2 (ety te. pete. yO eve eae 


10° are 
eet eee nnn ct scs (ay d ee fete.) 9 + etc. 


On pourrait encore faire usage de la formule 
.X—n YS = 1 
zum ue erts LE May d0y)* 025: 9" 
et il serait facile de trouver- plusieurs autres expressions semblables, pro- 
pres à représenter le nombre ou la somme des solutions de l'équation 


xci yor yor 


ces ut) 


proposée. 

Le second membre de l'équation (13.) est une série qui finira tou- 
.jours par devenir convergente, et dont chaque terme pourra être calculé 
À l'aide des formules de la page 9. Mais pour avoir une valeur appro- 
chée du premier membre de l'équation (13.) il faut calculer, dans le se- 
cond membre, un nombre de termes qui augmente avec la limite 2, de 
l'intégration; de manière que l'on obtient toujours une expression de de- 
gré indéfini, qui est fonction des coefficiens de l'équation Q — 0, et de la 
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limite 7. fi fant remarquer surtout que les coefficiens des variables x, y, 
E, sos. elc., dans le développement en série de l'intégrale qui forme le 
premier me Te mt de l'équation Ge. ), sont tels qu’en calculant un certain 
nombre de termes, il ne reste à peu prés que ce qu'il faut pour donner 
le nombre des solutions de l'équation proposée. C'est de cette considé- 
ration. et de l'examen attentif de la nature de ces coefficiens (qui s'ex- 
priment aussi par des intégrales définies) que l'on pourrait déduire des con- 
sidérations qui jetteraient beaucoup de lum'ère sur la marche de !a fonce 
tion représentée par le formule (13.): mais ces recherches ne sauraient 
trouver place ici, et nous les exposerons daus un travail particulier, 

Cet aperçu suffirait déjà pour montrer de quelle manière on pour 
rait réduire la théorie des nombres à l'analyse ordinaire: raais nous allons 
reprendre maintenant cette question dans toute sa généralité. 

Étent proposée une équation à plusieurs inconnues à résoudres en 
uombres rationneis, iractiomnaires ou entiers, on pourra toujours la pré- 
parer de maniére que tous les nombres cherchés doivent étre entiers et 
poskifs: puisqu'en général, si l'équation proposée est de la forme 

Q (IG 4. 2 ee ce OC.) 25:0, 
et que l'on cherche pour x, y, z, ..., etc., des valeurs fractionnaires, 
en faisant 


Mm. z 
X == ps Y == en = = —, "9 9 * etc. , 
Xa Ja Za 
on aura l'équation 
"on vA 
HA : Cad =, @one@ etc.) = 0, 
Ta po zi 


dans laquelle il ne faudra chercher pour 
Xi. Mas Vis Vas Wu; Way c9 OfC., 

que des valeurs entiéres: ot d'ailleurs s'il y avait des solutions négatives 
on les obtiendrait en changeant les signes des variables. Nous suppose- 
rous par conséquent que ces réductions soient toujours effectuées dans les 
équations dont nous chercherons la résolution. 

Soit proposé de résoudre em nombres entiers et positifs l'équation 

D (x, y,,2, eee etc.) = O 

que nous repréósenterons comme auparavant par Q — 0. Avec les métho- 
des connues on s'arréte là, et on táche de résoudre cette équation en 
s'aidaut de la forme particulière de s2s coefficiens. Mais l'équatiou  — 0, 
exprime seulement les relations qui doivent exister entre les inco nnues, 
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et n'indique pas que ces inconnues ne doivent recevoir que des valeurs 
entiéres et positives: pour exprimer cette derniére condition l'on suppo- 
sera d'abord que l'on veuille trouver toutes les solutions qui s’obtienneut 
en donnant à x des valeurs moindres qu'une limite donnée a; à y des 
valeurs plus petites que 5; à z des valeurs moindres que c; ef ainsi de 
suite: a, b, c, . ... etc., étant des nombres entiers et positifs. Il.est clair 
qué cet effet l'on devra donner à x, y, z, .... etc., toutes les valeurs 
comprises dans les séries 


esr 041,2. din: Gil § 
poros 15021 3:4 ale bel 
z= 0, 1, 2, Deteca vasti Qa r^ Cori S 


e jeiieUedadets elite ob 4.0) 2 o. s *GÍC, 5 
et faire toutes les combinaisons possibles dans l'équation ® = 0. On ob- 
servera que toutes ces valeurs de x se trouveront parmi les racines de 
l'équation | | | 
| X —cr(xc—1)(rx—2)....«(x—(a—1)) = 0; 
et que de mêmes les valeurs de y et de z seront comprises parmi les ra» 
cines des équations 

| = ¥(y—1) (y—2) ee (y—0—101) = 0 
Z = z(s—1)(s—2).....(—(e—1)) = 0 


a 


$ nn iii ein EEE rides <a Maske » au. CiU. 


Les équations précédentes expriment les conditions que x soit un 
nombre entier positif moindre que a; que y soit un nombre entie? posi- 
tif moindre que 5; et ainsi de suite. Ces équations dont le nombre est 
égal à celui des inconnues, étant combinées avec l'équation Q — 0, feur- 
. nissent toutes les conditions du probléme; de maniére qu'ayant un nombre 
total d'équations qui surpasse de l'unité le nombre des inconnues, le pro- 
bléme sera plus que déterminé; en éliminant successivement toutes les 
inconnues entre ces équations, on aura une autre équation de condition 
F=0, qui comprendra les limites a, 5, c,.... etc., assignées aux varia- 
bles, et les coefficiens de l'équation proposée; et qui exprimera la rela- 
tion qui doit exister entre ces quantités afin que le problème soit réso- 
luble. Lorsque l'équation de condition sera satisfaite, et que l'on sera 
assuré que l'équation proposé peut être résolue, on reprendra Pune des 
équations à une seule inconnue que l'on a obtenues par l'élimination avant 
de parvenir à l'équation F — 0, Soit X,- 0, cette équation en a seul; 


we ve 
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en cherchant le plus grand diviseur commun entre X —0, et X, — 0, on 
aura une équation de la forme X,— 0, qui ne contiéndra que l'inconnue 
x, et dont le degré sera égal au nombre des valeurs de x qui satisfont a 
l'équation proposée; et en résolvant l'équation X, — 0, on aura toutes les 
valeurs de x qui satisfont à l'équation Q— 0. On pourrait trouver de 
même les valeurs des autres inconnues, qui résolvent l'équation proposée; 
et Pon voit que ce principe s'applique encore à la recherche directe des 
racines rationnelles d'une équation à une seule inconnue; car ce probléme 
aussi dépend de la théorie des nombres. | M pec 

Avbo la méthode que nous venons d'indiquer, on a seulement les 
racines inégales; mais sil y a des racines égales, elles peuvent se trouver 
avec facilité de la maniére suivante, Nous supposerons d'abord, pour sim- 
plifier la question, qu'il s'agisse d'une équation à deux inconnues seule- 
ment; puisque la méthode est absolument la même lorsque le nombre des 
variables est plus grand. 

Maintenant soit proposé de résoudre en nombres rationnels l'équation 

Q(x,y) = 0; 
et supposons que 7 valeurs rationnelles de x — e, correspondent à une 
seule valeur rationnelles de y —5; (2 étant um nombre plus grand que 
l'unité). en différentiant l'équation preposée par rapport à x, et cherchant 
le plus grand commun diviseur A, entre - | 
E re y) et ® ( T, y)» 
on aura ^ — F(x,y), et il y aura ‘un reste R= (y) qui ne contiendra 
plus x, et qui par supposition devra se réduire à zére. Si l'on fait par 
conséquent f(y)- 0, on cherchera les racines rationnelles y — 5, y — 4,, 
yzmh, .... etc, ,'de cette équation, lorsquil en existe, et en substituant 
successivement D, b,, b,, .... etc, pour y dans l'expression de A on 
aura les équations ; 
F(x,b)z0; F(x, b,)=0; Fe, b)—=0;.... etc. 

que l'on tâchera de réduire à la forme (æ— a)" == 0; et on trouvera de 
cette manière les valeurs multiples de + que l'on cherche. 

Si Pon. avait identiquement .R— 0, on trouverait l'équation 

A = F(zy) = er Ä 

qui devrait exister en méme tems que l'équation Q(z, y) =0, et qui en 
sait un facteur: l'on ne pourrait dono pas déterminer de cette manière 
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ia valeux de y == 4; mais en divisant le polynome Q(z, y) = 0 paz A, le 

' quotient Q contiendrait un: seule des 7 racines égales; et en che chant le 
plus grand commun diviseur entre Ax et Q, on aurait l'équation x—43( y)—0. 
Nous avons supposé qu'il y avait seulement 7 valeurs de » — 2, corres- 
pondantes à une valeur de y — 5: mais si outre celles-là il y avait 77 
valeurs de x egales à c, et r valeurs égales à e, etc., il serait facile d'ap- . 
pliquer encore à ce cas la méthode que nous venons d'exposer. 

Soit proposée par exemple l'équation 

x!—2xy--2y-—1 = n 
dans laquelle on veuille savoir st parmi les valeurs rationnelles de y qui 
la résolvent il y en a une égale à 5, et telle qu'il lui corresponde 7 va- 
leurs de »— a; n étant un RAR plus grand que l'unité. A cet effet 
on différentiera l'équation proposée par rapport à x, et l'on aura x—y —0; 
puis en cherchant le plus grand commun diviseur, entre ces deux équa- 
tions, lon trouvera x—-y pour ce diviseur et 25? —,^—1 — 0 pour 
reste, et comme cette dernière équation est satisfaite en faisant y = 1, si 
lon substitue cette valeur dans l'équation proposée, on aura 

x — 2x + 1 = un 
et par conséquent l'équation 

x^—9ry LI —1=0, 

est telle que deux valeurs de x == 1, correspondent à la racine y — f. 

On voit, par ce qui précède, quels, opérations il faudrait faire 
dans tous les cas; car si l'équation proposée contenait 2 inconnues, on la 
réduirait toujours à une autre qui en aurait 7 — 1 seulement. 

"Maintenant il et clair que toute la théorie des nombres se raméne 
au probléme de l'élimination; puisqu'il suffirait d'éliminer toutes les incon- 
nues entre les équations 

Pam... ete.) = 0, X — 0, Y — 0, Z 0... ete, 
que nous avons éfablies précédemment, pour trouver l'équation de condi- 
tion F — 0, qui renferme la resolution de l'équation proposée.  L'élimi- 
nation générale entre ces équations ne saurait s'effectuer avec les méthodes 
connues; il est vrai ‚que lon pourrait substituer directement les valeurs 
des inconpnes. ‚mais il serait trós-difficile de résoudre la questiou par 
cette voie. Pour la traiter avec quelque succès il faut recourir aux inté- 
grales définies, et specialement aux integrales dont la valeur est indépen- 
dante des constantes qu'elles renferment. Mais nous nous réservons de 
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donner cette théorie générale dans une autre occasion, et nous nous bor- 
nerons pour le moment à considérer les équations dans lesquelles l'une 
"des inconnues est élevée seulement aux premier degré, et que M. Gauss 
a nommées congruences; et nous déduirons d'une seule formule tout ce 
que l'on savait sur ce genre d'équations, et beaucoup d'autres résultats 
nouveaux. Cela nous fournira l'occasion de montrer un exemple des sim- 
plifications remarquables dont notre méthode est susceptible, lorsqu'on 
lapplique aux cas particuliers, et des artifices d'analyse dónt il faut faire 
usage pour résoudre ce genre de questions, 


Soit proposé de resoudre l'équation 


14. dQ(»y,z.... ete.) —pu == 0; 
dans laquelle @ exprime une fonction rationnelle et entière quelconque 
des nombres entiers x, y, z,.... etc, et u doit être un nombre 
entier. El est clair que s'il existe des valeurs de x, y, z,.... etc. plus: 
grandes que p, qui résolvent l'équation proposée, il y en aura aussi d'au- 
tres qui seront comprises entre zéro et p; et ce seront ces dernières que 
nous considérerons toujours dans ce qui suit, à moins que nous n'indiquions 
spécialement le contraire. A présent l'on sait que l'équation (14.) équi- 
vaut, d'aprós la notation de M. Gauss, à la congruence 

Q(x,,,2,.... etc.) == O (mod. p). 
En supposant, pour simplifier le probléme, que cette congruence se ré. 
duise à la forme 

X = a+ Aa LA No + Ann T + 4h = 0 (mod.p), 

(les coefficiens 4,, Ar, .... 4, étant toujours des nombres entiers et 
p étant un nombre entier) si elle a une racine entière x —@,, on pourra 
toujours la mettre sous la forme (z—2,) X, =0 (mod. p), X, étant un 
polynome entier en x du degré m—1; il résulte de là que la congruence 
X==0 (mod.p) ne peut avoir, tout au plus, qu'un nombre 7 de racines 
entières moindres que p, 7 étant le nombre qui exprime le degré du po- 
lynome X; et que si elle a les 72 racines entières 


Q,5 Qs, Q5 75 > + + » Qm 9- 


- 


on pourra faire 
X = (x—a;) (æ— a,) (z — à;) ecc (2 — Gm) Lu 0 (mod. p) 


et on aura les congruences 
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a, -+ a, - 08 ob ovens ls Fin =—f, (mod, p; 
6, d, Tom are, a, Gm 
22 n. Q4 de (T, a, „een + G, qu = + Æ, (mod, ph, 
dovaérs ae scseresne st etc. 
1$. | 0:0,0,-1- G,0,0, 74e + 0,0, C, ) 
fe 2,052, + 0,20; sans + 0,0, 8, ( a (mod, py, 
! veocsocecececcpoe7l ete. } 
ume EEO LOS SE Oe woe perfe ZI I IE 
EC AUS FR EST ela NT DINI TU = + 4, (mod, 5), 


Dans cette dernière congruence il faudra prendra le signe -L- kj om ext - 
nombre pair, et le signo — si 77 est un noinbre impair. 

Pour trouver la. somme des puissances r"* des racines de fe con. 
grucnce À — O0 (mod, p), on aura des formules sembiables à celles que lon 
obtient pour les équations algébriquess car en appellant PS PS gy de 
etc. , la somme des puissances r*", (IP, (r—2Y"", etc, de ces ro. 


cines omn aura 
P.+ 4, P, +4 P,..,.+7-4,=0 (mod.p) 

On peut de fa même manière transformer les congruences et ebfénie leurs 
fonctions symétriques. En général étant proposé de trouver une fone 
tion symétrique donnée Q, des racines de la congruence X == 9 (mod, p), 
qui à toutes ses racines entières, on cherchera la même fonction syrad. 
trique dans l'équation X — 0, et en exprimant dans l'équation la valew 
de cette fonction par Q-— $5, on sera assuré que pour la congruejos 


on aure Q—3S (mod, p). 
Soit maintenant proposé de résoudre la congruence 
x’? — x == 0 (mod. p), 
dans laquelle > est un nombre premier. Si Pon cherche une trandcormóo 
en y dont les racines surpassent de lunité c:lles do la proposée, ou. ara 
y — x + 1, et partant z — y —1; d'où l'en déduira 
| (Qr—1) —(y—1) = 0 (mod, p) 
et par suite, en négligeant les multiples de Ps 
Y'—Y = 0 (mod. p). 
Mais comme cette derniére congruence est identique avec à proposée, il 
en résulte que celle-ci ayant la raeine x — 29, aura de mime la racine 
x — G-F1, et par eonséquent l'autre x — 0 +2: et qu'en général elle 
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sera résolue pu toutes les valeurs: us a de la forme a Lz; = étant an 
nombre entier positif quelconque: -et puisque en faisant x == 9, on satis- 
fait à la congruence proposée, elle aura pour racines tous les nomhres 
naturels Par conséquent la congruence 
GP mem — 0 (mod. p), 
aura pour racines tous les nombres 1, 2, 3, ave» p—1; ce qui forme le 
théoreme de Fermat. 
La congruence 


jte spes — O0 (mod. p) 
dans laquelle p est un nombre premier, étant E pee à l'autre 
a" bee 4: acm + 4 ff, XL dU AE Se E À, -b A zm (mod. P» 
que nous avons déjà marci donhe 
AN ou my uy remo, An =—1; 
‘m= p—4; a =f, 5, = Loose On = p—1; 
et par conséquent, en substituant les valeurs des racines &,, @, (ia we 
«sv Q,, dans les congruences (15.), on aura mass 
A243. th p—i =O (mod.p) 
1.2 +1. 3... + Le (p—1) 
\* 2.3 + 2rdemess + 2s (p— 1] s 0 (mod. p), 
hep snerb req EPCs | 


ee al were 01s FSU fete le DONE tats NOI 


1.2.3.....(p-—1) +1 £x 0 (mod. p), 

puisque p—1 est un nombre pair *). Cette dernière congruence équivaut 
au théorème de Wilson. 

Si l'on voulait trouver un nombre = tel qu'en faisant le produit de tous les 
nombres inférieurs à p (p étant un nombre premier) moins le facteur g, on eüt 

1.2.3... (g-—1d) (g + Deos (p—41)-- z = 0 (mod. p), 
on deyrait chercher à déterminer les coefficiens de la congruence 
g^ Luca? te Par... +z — 0 (mod. p), 
qui a pour racines tous les nombres entiers inférieurs à p, excepté le 
nombre g: à cet effet on divisera la congruence 
P3.—1 == 0 (mod. >) 

par æ—g, et le dernier terme du quotient sera le nombre z. 


ae one 
ee 


et enfin 





*) Si le nombre premier p était égal à 2, p— 1 ne serait plus un nombre pair ;. 
mais alors on aurait idenüquement - 
1:= 0 (mod.2) 
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En effectuant la divison l'on trouvera 
aP——1 


ir E DUM E eg escas pe en LE =) (mod, p), 
et puisque 4^7 — 1 —=0 (mod. p), on obtiendra 





Glos 1.— 1 ^ = ls e i | 
Fe = Æ gap euase es + gx + gh? = 0 (mod. p} 
en partant 


1.2.3... (EN) (g 3-1... (p—2) (p— 1) + gg? = 0 (mod. p). 
En faisant dans cette congruence g — 1, on retrouve le théorème de Wil- 
son qui est un cas particulier de celui-ci. 

On pourrait déduire de là tous les théorèmes que M, Gauss a in- 
sérés dans la troisième section de ses Recherches ‘arithmétiques, et beau- 
coup d'autres propositions nouvelles, Si l'on prend, par exemple, la somme 
des puissances 7" des racines de la congruence 

oa 1 == 0 (mod. p), 

on trouve que, p étant un nombre premier, on aura toujours 

1 4- 27+ 3^..... 4- (p—1)' = 0 (mod. p), 
lorsque 2 n'est pas divisible par p— 1; tandis que si 7 est un multiple de 
p—1, on obtieudra | 

1+2 +3... + (p—1)” = —1 (mod. p). 

M. Poinsot a démontré que les racines de la congruence 
| z'—1 0 (mod.zp +1), 

dans laquelle np-++-1 est un nombre premier, se déduisent des racines de 
l'équation z"— 1 — 0, en ajoutant des multiples de 2» +1 sous les radi- 
caux compris dans l'expression de ces racines: mais cette proposition n'est 
qu'un cas particulier d'un théorème plus général que nous allons démon- 
trer, En effet la congruence 

Are th Ana + A, == 0 (mod. p), 
dans laquelle p est un nombre quelconque, équivaut à l'équation à deux 
inconnues 
| Am A, ao (4,—py) = 0, 
dont tes racines sont exprimées par une formule de la forme 

$0 4,4,...... An, An py) 
qui se réduit à l'expression des racines de l'équation 
e+ Ax X eee us CA, = 0, 

lorsqu'on y fait y —0. Si done vice- versé l'on ajoute des multiples de 
p sous les radicaux compris dans l'expression des raciaes de ecüte équa- 


9* 


D 
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tion (en écriyaut partout 4, — p y, au lieu d'Z,), on aura les racines de 
la eongruence proposee. | 
En appliquant aux congruences ce que nous avons dit en général 
des équations à plusieurs inconnues en nombres entiers, on trouve que 
toutes les solutions inégales et moindres que p de la congruence 
| Pix, y,2,..... eto.) = D —0. (mod. p), 
sont comprises parmi les racines des congruences 
X= xe (ac — 1) (x —2) eee es (x —(p—1)) = 0 (mod. p), 
Fo = y(y—1) (y—2) 0... (7 —(p—1)) O (mod,p) 
Z = s(s—1) (3 —2) eevee {z—(p—}) == 0 (mod. Ph 
ae des e «i» 9-9 8 e. 9 N'» es ST: ie rohe S M A CIF 
et qu'en éliminant toutes les variables entre les congruences 
€ —0 (mod.p), X=0 (mod.p) Y==0 (mod. >), Z=0 (mod. p), .... ete. 
on obtiendra une congruence de condition gui devra être satisfaite afin 


| 


B 


que la congruence proposée soit résoluble: de manière qu'au lieu d'avoir 
l'équation de condition € ==0, comme pour les équations, on aura ta con- 
gruence de condition C — O0 (mod. p), et l'expression qui aura du se rc- 
duire à zéro dans le premier cas, devra étre divisible par p dans le se- 
cond. Lorsque p est un nombre premier, la question se simplifie beau- 
coup, car par le théoróme de Fermat on aura 


z(r—1)(x—2).....(x—(p—1)) = x^ — x = 0 (mod. p), 
y(y—1)(y—2).....(y—(p—1) = y"— y = 0 (mod. p), 
z(s—1)(—2).5... (s—(p—1) = 2 — : = 0 (mod. p}, 


D 9 » s» *À e 0» 9 9 9 6 » 4 4 Óó ben $ * 9» * «e + 9 à ne » eio. 
et l'on devra éliminer les inconnues entre les congruences 

€ — 0 (mod. p), x^—:z--0 (mod.p), y?— y =0 (med, p), 

Z'—z ==0 (mod.p), cerns» ete., | 
pour avoir la congruence de condition. 
Si dans la congruence 
D = 0 (mod. p) 

on cherchait seulement les racines différentes de zéro, on devrait élimi- 
ner les inconnues entre cette congruence et les suivantes 
x?7— 1-0 (mod.p), y?*—1==0 (mod. p.), 2?*—1==0 (mod. p), .... etc., 
et comme les racines congrues à zéro peuvent sé trouver séparément 
avec facilité, nous supposerons, dans ce qui suit, que l'on cherche les ra- 
cines différentes de zéro; ce qui simplifiera beaucoup nos recherches. 
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Il est clair, d'après ce que nous avons démontré sur les fonctions 
symétriques des congruences, qu'étant proposé d'éliminer les inconnues 
entre les congruences 


® = Q(x,y,X.....0t0.) == O (mod. p), 
d, Fr $9. (m, LLL: etc.) = 0 (mod. p) 
D Qu Vp esse eie) = O (mod. ph, 


sors 9 9 e » c a Aa v e e c x + S CS 
on pourra effectuer l'élimination entre fes équations 
= 0, o, T 0, ®, M Q, ® + à 2 9 etc. , 

‘au liem de l'équation F 0, qui ré éliminat; 
pourvu qu'au lieu de l'équation # == 0, qui résultera de cette élimination, 
on écrive F = 0 (mod. p). 

Pour faire quelques applications de ce principe, soit proposé de ré- 


soudre la congruence 
Ag+ B=0 (mod. p); 


il est évident que sid et p ont un facteur commun, qui ne divise point B, 
cette congruence ne pourrg pas se résoudre; et comme lorsque oe facteur 
commun existe et divise B, on peut toujours Péter, on pourta supposer 
que 4 ot p sont premiers entre eux; et en faisant x == B=, on eura 
B(4z--1) = 0 (mod. p); 
et il faudra resoudre la congruence 
: 4z--i = 0 (mod. p). 
Maintenant si Pon décompose p dans tous ses facieurs premiers, égaux 
ou inégaux, de mariére quo Pon ait 
pomme aG.5.c.....n, 
on devra résoudre la congruence 
Az-j-i 0 (mod.e.5,c,.... 2) 
qui se change dans la suivante 
Ay—1=0 (med. c.h.c..... n), 
en faisant + = —y. 
En considérant la congruence 
Ay—1 = 0 (mod. a}, 
il faudra éliminer entre celle-ci et la suivante y^ — t == 0 (mod. 2), qui 


équivaut à l'autre 
| Am yt ae 1-== 0 (mod. a); 


puisque par supposition c est un nombre premier qui ne divise point 4: 
alors en divisant A" y*-?——1, par 4y—i, on obtiendra un quotient 


? 
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exact; dot l'on déduira que la congruence 


Ay—1 =) (mod. p}, 
est résolue en faisant 


ars a M opti o SU 
en indiquant par # un nombre entier queleonque: on trouvera de méme 
que toutes les congruences a 
Ay A 59 (mod. 2), Ay —1 0 (mod.c), es etc., 
serons résolues en faisant successivement 
y = direi Ta ye Av ut ae Vis ro ee etc. 
Yl résulte de là que la congruence 
(AY, — 1) (AT, —1)(4Y,— 1)... = O (mod.a.b.c.... 11) 
et par suite l'autre. 
Fa AY, — 7 (AY, — i?(AY,—dY.. m O (mod.p) 
seront toujours satisfaites: mais la valeur de Y étant composée d'un nom- 
bre pair de facteurs, pourra se réduire à la forme 
! Az+1=0 (mod.p) 
et puisque sette" congruence est résoluble, lautre 
Ax B= 0 (mod.p), 


te sera de même, et on aufa 





Bars Er ; 
ys n ( 4er SUL 1%; 4^ -* poo Low 1y. NAA C 3$. pni —1y —1), 


pour une de ses racines; on observant que lon peut prendre pour s, I, . .. 
...v, des nombres entiers quelconques: En général toutes les solutions 


possibles de la congruence proposée seronf données par la formule 


B ,, jaa xf 46— / fit B 
mi UV V eL ea eer IUE 


dans laqu^ile 4 est un nombre entier quelconque. 


Soit proposé maintenant de +ésouire la congruence du second degré 
year = O (mod. 2 p + b, 

2p-d-1 étant un nombre premier; il est clair que si eHe a une racine 

2 A, il y en aura une autre ym B= —y—A, et partant si elle est 

résoluble il faudra qu'en divisant 2°? — 1, par x'--g2-ir, le reste soit 

divisible par 2p-4-1. A présent on doit remarquer que si 4 et © sont 


ies deux racines de l'équation KE 


72 tr = 0, 


x qz-- Pia (Gp — «(ir = p» 


‘On eura 
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et par conséquent 
PAPA AIT rl ap —1 ar — 1 
be Got 7 (E—e&-—8 0-899 
En effectuant la division, on trouvera généralement 
a?P—1.- xP — 1 op — 4 


qe = da -0) T @- Pe) 
en P24 A wt + A, etes Anya tag (Ga) + : ch 


xe [3 a—P 
tes coefheiens Ay, 4,5 eas» etc. étant toujours des nombres entiers. | 
faudra, par conséquent, qu'en réduisant les deux derniers termes au móme 
dénominateur, la gs 
3 (= — +) (Br —1) — (a — B) (x? — 1)) 
qui sera le rand + la division, soit divisible par 2p—1, et partant 
pene ep —1 ar dem 
| f—a - 2 ap Ms a) +e cook == 0 (mod, 2p 4- 1); 


d'où l'on déduira les deux bci ^ condition 


sp — a? 9ep—t — Pi 
16. É — 0 (mod. 2p-+1); al 2) 4-12: 0 (mod, 3p--D- 

On voit ici qu'aprés avoir effectué la di vision par B—#, les po 
miers membres de ces deux congruences pourront toujours s'exprimer à 
l'aide des quantités g et r, puisqu ils ne renferment que des fonctions sy- 
métriques des racines « et D: et d'ailleurs il est clair que l'on pourra 


ioujours substituer au lieu de « et ß, les quantités 
xac ie sin. cu uo a 
2 





Si dans la congruence 

oe tyetr=0 (mod. 2 p +1), 
on fait 4 —0, r= —$5 on devra dans les congruences E ) faire «-- 9 — 0, 
et partant & —2 —(); mais lon a aussi Beyse=—ysPrer = D$; 
Ba—=—s; par conséquent les deux: congruences (16.) se reduiront aux 


suivantes 
pd es Ld ae 9 
pr OF 0 (mod. 2p +1): — sys (57) +1=0 (mod. 25D: 
dont la première est toujours satisfaite, et la seconde se réduit à l'autre 
17. s—1=0 (mod.?p- +1); 
qui est la condition déjà connue pour ja résolution de la congruence 
x —s=—= 0 (mod. ?2p+l)}. 
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Soit proposé, par exemple, de trouver la condition qui dort etre 
satisfaite afin que la congruence x*--! — 0 (mod. 2p 1-1), dans laquelle 
2p+ 31 est un nombre premier, soit résoluble; on devra faire s— — 1, 
dans la congruence de condition (17.), et on aura 

(—1)—1 = 0 (mod.2p4-1); 
ve qui montre que p doit être un nombre pair. 

En appliquant aux congruences du second degré les mémes princi- 
pes dont nous avons fait usage pour résoudre celles du premier degré, 
on pourrait trouver la résolution générale de la congruence 

a? - ga +r == 0 (mod. p) 

dans laquelle > est un nombre quelconque, pourvu que lon connut tone 
les facteurs premiers de 2% 

En général éiant proposée une congruence dua degré quelconque 

X sae" La a a eee + o GG = 0 Xinod.; 
dans laquelle p est un nombre premier, on divisera x? -—1 par X (en 
faisant usage de la méme méthode dont nous nous sommes servis pour 
les congruences du second degré) ef'on obtiendra un reste de la forme 
A, um bat bat... + be 5. 

Maintenant si la congruence proposée a 7 racines entidres, on devra 

avoir les 7 congruence de condition 

b, == 0 (mod.p), 6, ==0 (mod.p) -+ + + + 5,==0 (mod. p), 
et on sera assuré que si elles sont »ausfaites, la congruence À — 0 (mod. p), 
aura foutes ses racines meiöres; mais si cette congruence n'avait qu'un 
nombre n-- m de muınes entières, alors on devrait chercher de nouveau 
le plus grand cehimun diviseur etre.X et X,, et on trouverait enfin pour 
reste une congruence de Ja forme 

X, m Ca bea oe he, = @ (mod. p), 

qui eds les congruences de condition 

== 0 (mod. p), €, == 0 (mod.p) ..... c, , 0 (mod. p), 
"Ne: le nombre sera toujours égal au nombre des racines enticres de la 
congruence proposée. On voit par là que la résolution d'une congrueneo 
du degré 2, qui n’a que 4 —77 racines entières, se rédnuira à la résolu- 
tion d'une congruence du degré n—m, en cherchant le plus grand com- 
mun divisenr entre X et a? 1j, 

Soit proposé, par exemple, de résoudre ka congruence 

x"— óí == 0 (mod. ap +1), 
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dans laquelle ap+1 est un nombre premier, on divisera x^ P1 par 
z^— b, et on trouvera itn quotient JY et le reste 5^— 1; d'où il résulte 
que si la congruence 
18. #—1=0 (mod.ap4-1) 

est EREMO la congruence Ponte! aura toutes ses racines entières. 

Les deux congruénces de condition (17.) et (18.) avaient été trou- 
vées par Fermat, mais avec sa inéthode on ne pouvait pas trouver les 
conditions qui devaient étre satisfaites, lorsque les congruences proposées 
n'étaient pas binomes: ce qu'on peut toujours effectuer par les principes 
que nous venons d'exposer. 

La congruence de condition (18.) montre que la congruence 

x?^—1 - 0 (mod. 6p+1), 
a towiours trois racines entières lorsque 6p-+ { est un nombra premier; 
mais comme il est évident qu'une de ces racines est x — 1, on pourra 
diviser par æ— 4, et on obtiendra la congruence du second degré 
"tr +1=0 (mod.6p+ 1), - 
qui aura ses deux racines entières; il faudra par conséquent que fes deux 
congruences (16.) soient satisfaites quand on substitue pour « et (2 les 
deux racines de l'équation x*-]-z-- 1 — 0, et que Pon change 2p-+t en 
65--i. Maintenant on a ; 
cosa esu Ct ee 


6p... PP 
et eR la congruence ^ mii 0 (mods 6p-1-1) deviendra la suivante: 





gem 5 (EY C-3)^— à VIN = = 0 (oot 6p +1), 


qui donnera en développant 





(6p-1 6p(Gp-1)(6p-2 6 Sand 6p-2)(6 a5 

1+H6pv 1-3) — POP-D 3... SPP LEE 2,3v c3) 4 PT 210), tete] 

A6 y - : 6 -1X9 —2)( a Se, 

26PY (-3) — 14-6pY (- 3)+ —P ot D 3 Sr) yg) xu oT M S ALT 32 Feud 
1 6p(6p-1 = 6p(6p-1)(6p-2)(6p-316p-4) .; X Lus 

irae opop-*] E E ORS? ) 4 34 PP FRE QU D A X ADS 3 S3 ete.) = 0 (mod.6p4 1); 


et par conséquent 
19 — Pp apa 3+ Gp(6p-t(6p-2)(Gp-3)(Gp-) . 9? — etc, == 0 (mod. 6p 4-3). 
s 2 u 2.43 mA: 
Si Pon substitue les valeurs de & et 2 dans la congruence 
BP — a5p— 1 


url = er) +1 == 0 (mod. 6p+ i), 
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20. 


(6p-1) —- 
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on aura, après avoir développé, la congruence 
CPP RS lee) Sean 32 
Les deux congruences (19.) et (20.), que nous venons de trouver, et qui 
doivent toujours être satisfaites en même tems, lorsque 6p+ 1 est un 
nombre premier, renferment un théorème exclusif et assez curieux, sur 
les nombres premiers de la forme 6p +1. 


A présent si l'on effectue l'élimination de 6p, entre la congruence 


Gi PORN y 4 Op (Op 6p-2Y(6p-3X6p-4) 32 _ 


TE Sonat IT — ete. = 0 (mod. 6p+1), 





et l'autre, qui est toujours &ölähler 


6p--1-0 (mod. Gp+ 1) 


x 
on trouvera, aprés les réductions, 


ttes 3. 12.3.48 à M Ux 
Dd yuan rn e NR MS 
u—1-243—3*...rpy??z ol = (—3)?—-1t=0 (mod. Gp + 1). 


Lorsque p — 27, cette dernière congruence deviendra 
3"—1 = 0 (us 122 +1), 

et celle-ci sera toujours résoluble d'après ce qui précède: d'où il résulte, par la 
congruence de condition (17.), que la congruence x^— 3 zz 0 (mod. 122-1) 
est toujours résoluble lorsque 122-1 est un nombre premier. On pour- 
rait appliquer les mémes principes à des congruences de degrés plus éle- 
yes, et on obtiendrait un grand nombre de théorémes nouveaux, du méme 
genre que ceux que nous venons d'énoncer; mais ces recherches nous 
écarteraient trop de notre but, et nous allons ud de préférence quel- 
ques applications de la théorie des congruences à la résolution d'une classe 
d'équations indéterminées dont Lagrange a considéré les plus simples. 


Soit proposé de résoudre en nombres entiers l'équation 


ara, 2-7 a:® LAS au EA 
T e+e,xr--e,x E. act Cm CO 


on voit facilement que ce probiéme se réduit à la résolution de la congruence 
X - 0 (mod. X,); mais comme on a aussi identiquement X, — 0 (mod. X,), 
on pourra éliminer x entre ces deux congruences et on trouvera, aprés 
élimination, une congruence de condition /) zz 0 (mod. X,), dans laquelle 
I sera une fonction donnée des coefficiens 


G, Q,, Ag, 6 eo o © Ans €, Cr Cru aea VAPEUR 


SAT Fig etc... — 2°? *==0 (mod. Gp t. 
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et il faudra que X, divise le nombre D. Maintenant supposons que tous 
les diviseurs, positifs ou négatifs, de D soient représentés par la série des 
nombres | | 
1, d,, d,, d; , alere D deg de) D; 
fon devra faire successivement 
X,—1; ZX, —=d,; X sedis .... X,=0,; Are Li; 

et en cherchant les racines entières de ces équations, on aura toutes les 
valeurs de x qui résolvent la congruence X==0 (mod. X,), et par suite 


l'équetion 
cf ata,c+ta, x?....- 7c an € X 
DETTE Ere oS e, a. eec em XN 
Etant donnée la méme fraction =~, on peut trouver aussi tous les nom- 


bres entiers qui, pour une méme valeur de x, divisent à la fois le numé- 
rateur et le dénominateur. En effet si l'on représente en général par Ô 
l'un de ces facteurs communs, on aura X==0 (mod.d}); X,==0 (mod. by; 
et en éliminant x entre ces deux congruences (ou ce qui revient au méme 
entre les deux: équations X — 0, X,= 0), on aura la congruence de con- 
dition D -— O0 (mod. 2), et le nombre à devra se trouver parmi les divi- 
seurs de D. Il est clair que si X et X, avaient une racine commune 
&, il faudrait commencer par diviser ces deux polynomes par x — 2, au- 
trement on aurait toujours D = 0. 

Etant données les deux fonctions à deux inconnues Q(r,y); Fix, y); 
si elles ont un facteur commun à, on aura toujours 

Q(x,y)-:0 (mod.2); Pm, y) 0 (mod. 2); 
et en éliminant x ou y entre ces deux congruences, on aura deux autres 
sengruences de la forme . 
Y (x) =0 (mod. 2); ¥, (y) = 0. (mod. à). 
Soit proposé maintenant de résoudre en nombres entiers les deux dqua- 
tions simultanées 
Q (x, y) = Fx, yv (ay y 2); Dix, y) = 0; 
que nous exprimerons pour abréger par Q —F sp;  —0; on pourra 
les réduire aux congruences: 
Q =: 0 (mod. I’); = 0 (mod. P); F=0 (mod. F); 

et en éliminant x et y entre ces trois congruences, on aura la congruence 


de ceadition — 
D 0 (mod. F), 
10 * 
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d'où l'on déduira toutes fes valeurs possibles de P: l'on aura ainsi trois 
équations et trois inconnues, et les deux équations proposées seront ré- 
solues complètement, 

Etant proposées les deux équations simultanées 

Dix, =) = O(a, 2) Fey, 2)5 Di (er 2) = P(x, x). uL (z, y, 2); 
que nous indiquerons, pour abréger, par 

O=O.F; Q,—0.F, 
elles se Ups ng dans les congruences 
=: 0 (mod. Q); ©,== 0 (mod.Q); 9 = O (mod. 0); 

d'où l'on pm par l'élimination, la congruence b condition D== 0 (mod. ®), 
qui fournira toutes les valeurs pos de @; et l'on aura résolu comple- 
tement les deux équations proposées. On pourrait appliquer ces principes 
à des equations 6 contenant un plus grand nombre d'inconnues; mais nous 
traiterons sé parément cette matiére caus un mémoire particulier sur les 
congruences a edle variable, « 

En reprenant les congruences dé condition, que nous avons don- 
nées précédemment, il est clair que l'on pourra éliminer les inconnues entre 
la congruence à plusieurs inconnues 

Q (a, y, % oe e e ic.) == O (mod. p), 

(dans laquelle p est un nombre premier) que nous indiquerons pour abré- 
ger par ® — 0 (mod, p), et leg suivqutes 7 
x? 1-=0 (mod. p); y? 7 — 1==0 (mod.p); z^^ —1==0(mod.p); ... etc.; 
de la même manière que sil s'agissait i ne entre les équetions 

Q—0; z^?—1-—0; #7 ‘_{= 1 == 0; 20... etc.; 
et que le résultat sera de la même "Am à présent pour éliminer les 
inconnues entre ces équations, on peut substituer dans la premiére toutes 
les valeurs de x, y, Z4 20200 etc., déduites des autres équations, et 
comme l'on à 


EDS a — cos ^ + v (—) sin nl fée 0054 rd sin 5, 


{ 9 MI 
(pr) ji y (—1) sin a E 


esa gas X — COS — 
p—1 
27 "y ae " 27 
y md; yel +-¥ (1) sin 33 y 008, 47 ty C —1)sin À? 
9(5—2)r7 9 oy 
e 9 ame Y — COS Lo a c 4) si aan, 


ee ain ee ee en o 


Xz3p-i 3 


r2] 


x ZO 
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en substituant lune aprés l'autre toutes ces valeurs dans l'équation D:== 0, 
et faisant le produit de toutes les fonctions semblables que l'on obtiendra 
de cette manière, on trouvera la congruence de condition 


D : riis Mf ART ; : MAXI 2 a it 2 y7t 2rJj ST 
ed Le ^. log (p (cos en sin, eos 2 +V (—1) sin 33 tos sey | sin Es ET ete.) 
==0 (mod.p). 
Cette congruence parait assez singulière à cause des fonctions circulaires 
qu'elle renfezme; cependant en observant le rapport qui existe entre la con- 


a 7t \ 
gruence @==@ + px (mod, p), et l'équation cos“ nis jcos Ep , lorsque 


a, p et x. sont des nombres entiers, on pourrait se rendre compte aisé- 
ment de la forme de cette expression, On pourrait déduire de là plu- 
sieurs théorèmes connus sur les congruences; mais cette route serait lon- 
gue et pénible, et nous préférons de partir dune autre équation fonda- 
mentale qui servira à retrouver directement tout ce que lon savait sur Ja 
théorie des congruences, et à découvrir beaucoup de propositions nouvel- 
les, En observant que quoique par notre théorie on ne trouve que les 
racines inégales de la congruenca ® — 0, on obtiendra cependant les ra- 
cines égales par la méthode dont nous avons fait usage pour les équations 
indéterminées; et même on les trouvera directement en éliminant entre 


les congruences 


d 
Q zx 0 (mod. p); cf ==0 (mod. pP); t =0 (mod.p); 4, . » etc. 
Etant donnée l'équation à une seule inconnue 
x" — 1-0, 


si l'on représente par P,, P, 4, Pony +... ete., les sommes des puis- 

sances 7°, (2—1n)"" (n—2mj)"^, , » » n etc. de ses racines, on aura 
PNZ#P = num ea. — — fee = ete. ; 

de sorte que si 7 est un multiple de m, on obtient P, — 72; et dans le 

cas contraire on trouve D,— 0. En exprimant les racines de l'équation 

x” —1 — 0, en fonctions circulaires, on aura 


On . 0n Ir a . 2m" 
(cos 7 + Y (—1) sin") + (cos —7 + V (—1) sn =") 9 eae 
Anz Just x 2un\" 2(m—1 , d 2im —1)nY" 
+ (cos -- ¥(—1) sin) .... + (cos + (D s sin 57— 7) 
Si l'on transforme le second nd au moyen de la relation conuue 
(cos z J- y(—1) sin) == cosz z + v (— 1) sinz 5, 


ef qu'on néglige les imaginaires qui, dans le eas actuel, doivent nóecssar- 
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rement se Se on obtiendra 
ALL ñ 2nn Qunn 2(m—A)nx 
21. P= s pen COS —— i PA eos +. + e cos ise um + eos e I 
: . nt 
USM et o dE ee 
= 2 cos = A EE 
err 2 sin — 
m 


. 7t 
et la valeur de cette expression sera m ou zéro, suivant que le nombre — 
sera entier ou fractionnaire. 


IL résulte de là que si l'on prend successivement la somme des puis- 
sances z"* des équations 
_æ—1=0, e—1=0, à —i=0, ..... xæ"—1=0, 
on aura la somme des diviseurs de n, compris dans les nombres 13 


3,5. Pj. et cette somme, pourra être représentée par la formule 








rit v 2 ny RR i sin2 (5) tan —- 
ES Sos = > ——— 
iae NES | d 2 sin — 
X 


Oa trouverait de mème que le nombre des diviseurs de si, compris 
dans ja série 1, 2, 3, -. + «m, est donné par lexpression 











no 
0 
xmi year 1 9 ny an FE sin ? (s ~5*) 7t d- sin — 
€ 2 —cos- = > ——— BER 
XL zo x ac xs 


na 
2 x sin — 
M E 


Si lon voulait exprimer la somme et le nombre de tous les divi- 


seurs de 7”, en représentant par f n) la premiére de ces fonctions, et par 
Jin) la seconde, on aurait 








On sait que lorsque 7 est un Re REO. on à 
f? —n41; @(n) = 2 


nous aurons donc, en changeant les limites des Es les deux équations 
yn vor 2557 cnr e ny % 
€ © cos—— = 1; > mt : 


008 —— = 


we 


xml aa ir: yoo 7 


qui renferment deux propriétés spéciales des nombres premiers. 
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‘On a vu quc, 2 et m étant deux nombres entiers, la formule 


a pour valeur m, sin est divisible par 7, et qu'elle se réduit à zéro 
lorsque ceite condition n'est pas satisfaite. Nous avons démontré de plus, 
que p étant un nombre premier, l'expression 

1527195. xp -.11--1 


eS EB 


p 
ne peut devenir un nombre entier que lorsque p est un nombre premier ; 
eu faisant donec 
7! == Py et n=1.2.3.....(p—1) - 1, 
dans la formule (21.), elle se transformera en celie-ci: 
» va ; 2 3... 1 1 
sin2 (1 2,3. pH m cim pe n= wur EH Ja 


d 2.3. CET LUE ANNEES LA ie 
2 sin (1.2. S000 pt Ya 


nM nn t — €  —À À — —— M MÀ ——Á - no —— 


\ 


qui devient p lorsque p est un nombre premier, et qui se réduit à zéro 

dans le cas contraire. Ainsi cette forms: représente exclusivement tous 

les nombres premiers, Si l'on voulait exprimer analytiquement la somme 

des nombres premiers compris dans la série ) 
a, a+l, at, ..... a+b—1, 

on aurait la formule 














12,3. 1.2.3...:(x—1)--1 . (1.2.3.... (x —1) alias! 
"es sin2 (1. 20 ST EE CER E HE yer i9 EM 2 
T | [1.23.3 (== DEN, TE i 
| bo e 


On peut dei m beaucoup ces expressions, et les appliquer aux 
séries périodiques, “aux fonctions discontinues et à d'autres recherches: 
mais ce que nous en venons de dire suffit pont ie moment. 

Puisque la formule 


1 (oos = +Y(—1) sin 2E = (cos =" = .Ly(—1j}sin ==) e | 


— (€ 9 


2 eee HM + (cos =” OF Y (C70 sin ZUR), \ 


, . .* 70 3j > 
a pour väfeur l'unité ou zéro, suivant que -— est un nombre entier ou 
: m 
fractionvaire, il s'en suit que le nombre .V des racines inégales de la con- 
> D 
gruence à plusieurs inconnues 
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: Q(x, y, Za ecove etc. ==: 0 (aod. m), : 
(que nous exprimerons pour abréger par P==0 (mod. m)) dans laquelle 


on considère pour x, y» 2 see. ete., les valeurs entiéres 
Qs a--1. a +, @a en @ 4 b; 


a = 
¥ = €; e+, c+ 2, o eee e d; 
zee, ofl, ed2,—....- Js 


* 


sera donné par l'équation 
207 


0q Loc Opn Qn à & 4 
xpo atf (cos —-FYC-Usin a) +. (cos=2* +y/(-1 sin 27) m. 


99. nV € 3 2... bs 
. n: oue zu | T eet 21 3 ty j 9 2 x 
van YEN pn ( + (cos SUPT a Vr —1)sin m) + (cos EN +y(-—D)sin en) 


IM m 


qui peut servir. dans plusieurs Cas à trouver la valeur de l'intégrale définie 


x=b y=d 2=f - \ 

M a (oc Y A hv. ECL 
b >> > ......0 cos NF ON OES uer pe , 
Éric m 


comme nous le montrerons dans.la suite. 

De même la somme des racines de la congruence Q — 0 (mod. m), 
comprises entre les mómes limites que celles qui ont servi à déterminer 
la: formule (22:), sera donnée par lintégrale 


1 + (05227 4+y(—1)sin Sd Be 5 


4 xb ycd af 
93, — 2o mec (zy xe ete.) 4 : qum A 
AC STADT ; l. + (cos SAP + /(—1)sin amc IP) 


Qn pourrait trouver une infinité de formules du méme genre; mais 
celles-ci suffisent déjà pour notre objet; et méme elles sont trop généra- 
les, de manière qu'il faut les partichlariser pour les appliquer avec facilité 


V 


aux diverses questions que nous devrons résoudre. 


Nous observerans d'abord que', d'après ce que nous avons dit pré- 
cédemment, il.suffira d'intégrer entre les limites 
0 ee 17 — y = SSK wee * 9 etc. , 


m.-—.qm-— y = % == + 5 e Poe etc, , 


pour savoir si la congruence proposée est ou n'est pas résoluble; et qu'ensuite 
les imavinaires devant se détruire entre eux, on pourra considérer l'intégrale 


€ os 
« 4- xm cen) 2g 4pm — Qupa 2(m-1)p7 
24. —- m >, SE eos 717 + cos end 608 nt cos), 


M x—0.y=0 270 


au lieu de celle fournie par l'é uation (22.), et l'intégrale 
P | , 5 





E xum yum zum M ge 2o Aem . 2uqn 2(m-1 
»,2 353 Zaulatrtieet etc.) 14 cos - cos — «u. + COB “t enc pu , 
a * è T à ^ 


M y-39 yco 470 
à la place de la formule (23.). 
(La suite,dans le cahier prochain.) 


one occ en OU ENT ELLIE LE LEE nn ET 


i 


Ke. 
3.700 


3.701 
02 


3,711 
12 
13 
14 
15. 


3.716 
17 
18 
19 
20 


3.721 


99 


-€— 


23 
' 24 


25 


3.726 
27 
28 
"29 
30 
3252 
32 
33 
34 


35 


3.736 
37 
38 
39 
40 


3,741 
42 


43 
44 
45 
3,746 
47 
48 
49 
50 


f LJ 


log, Gef, 7. 


m 
g. 
1,306 1249 70 
1,306 5587 34 
06 0925 00 
07 426 66 
07 8000 34 
08 2038 02 


1,208 7275 72 


09 1613 43 


G9 5951 14 
10 0288 37 
10 4626 61 


1,310 8964 36 
11 3302 12 
11 7639 80 
12 1977 67 
12 6315 46 


1,313 0653 26 


13 4901 07 


13 9328 86 
14 3566 73 
£4 8004 57 


44,315 2342 42 
15 0680 23 
16 1018 16 
16 5356 04 
16 9693 93 


1,317 4031 83 
' 17 8369 74 
18 2707 67 
18 7045 60 
19 1383 51 


1,319 5721 49 
20 0059 45 
20 4397 43 
20 8735 41 
21 3073 40 


1,321 7441 40 
22 1749 42 
22 6087 44 
23 0125 47 
23 4703 51 


1,323 0101 57 
24 3439 63 
24 3777 10 
25 2115 78 
25 6453 87 


1,326 0791 97 
.26 5130 08 
26 9468 20 
27 3806 33 
27 8144 47 


D 


4337 G4 


4337 05 
4337 67 
435; 68 
4337 69 
4337 70 


4337 72 
4337 7 
4337 74 
4337 75 


4337 77 
4337 7 

4337 19 
4337 80 


4337 Sl 
4337 82 
4337 83 
4327 84 
4337 85 
7 86 
787 
37 88 
7 89 
37 90 
4357 Gt 
4337 02 
4357 3 
23 029 
4337 95 


_ 4337 96 


4337 97 
4337 98 
4337 09 
4338 00 


4338 OL 
4338 02 
4338 03 
4338 03 
4338 05 


4338 06 
4338 07 
4333 03 
4358 09 
4338 10 


4338 it 
4338 12 
4338 13 
4538 14 
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log. Ein. X. 


1,305 26430 43 
1,306 0288 68 
06 4636 92 
06 5085 15 
07 3333 37 
07 7681 58 


1,308 2029 78 
08 6377 97 
09 0726 14 
09 5074 31 
09 9422 47 


1,310 3770 62 
10 S118 75 
$1 2466 88 
11 6815 00 
12 1163 10 


1,312 5511 20 
12 9859 28 
13 4207 36 
13 8555 42 
14 2003 47 


1,314 7251 5 
15 1599 5 
15 5047 58 
16 0205 5 


16 4613 59 


e 
He 


1,216 S001 
17 3339 
17 7687 
iS 2035 


18 6383 46 


on 
me Ot 


en 


1,319 0731 40 
19 5079 34 
19.9427 26 
20 3775 17 


17 
20 8123 08 


1.321 2470 97 
21 6818 85 
22 1166 72 
22 5514 58 
22 9862 44 


1,323 4210 28 
23 8558 11 
24 2905 94 
24 7253 75 
26 1601 56 


1,328 5949 35 
26 0297 14 
26 4644 91 
26 8092 68 
27 3340 43 
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D. 


4518 25 


4348 24 


4348 23. 


4348 22 
4348 28 
4248 20 


4348 19 
4348 18 
4548 17 
4348 16 
4348 15 


4318 14 
4348 13 
4348 12 
4348 11 
4348 10 


434S 09 
4345 08 
4348 66 
4348 (io 
4348 04 


4548.03 
4348 02 
4348 OL 


4348.00 . 


4347 99 


4347 98 
4347 07 
4347 96 
4347 95 
4347 G4 


4347 93 
4347 92 
4347 91 
4347 90 
4347 59 


347 88 
4347 87 
4347 8h 
4317 8 
4347 84 


4317 8 
4347 
4347 
4347 
4347 


Now 


gc HR 
Fe 


ES 


4347 19 
4327 78 
4347 77 
4347 7 


(Fortsetzung.) 


log. Zang. k. 


9,00) 4600 73 


9,099 4701 34 
4711 92 
4722 48 
4733 03 
4743 56 


9,999 475% 06 
4764 54 
4775 QU 
4785 44 
4705 8 


9,999 4806 »26 
4816 Gt 
4826 09 
‘AS37 33 
4847 65 


9,999 4857 94 
4868 21 
4878 46 
4888 69 
4808 9) 


9,999 4900 10 
4010 27 
4029 42 
4939 55 
4949 66 


9,990 4957 76 
4069 83° 
4979 88 
4989 0t 
4999 92 


9,999 5000 91 
5019 $8 
5029 83 
5039 76 
5049 68 


9,999 5069 57 
5069 43 
5079 28 
5089 11 
5008 92 


9,999 5108 71 
5118 48 
5128 24 
5137 97 
5147 69 


9,90 5157 38 
5167 06 
5176 71 
$120 35 
5195 96 


11 


D. 


10 6L 


10 58 
10 57 
10 54 
16 53 
i0 40 


16 48 
10 46 
1) 44 
10 42 
10 40 


10 38 
10 35 
10 34 
10 32 
10 29 


2027 
10 25 
10 23 


021 


10 20 


10 17 
10 15 
10 13 
40 il 
10 LO 


10 07 
10 05 
10 03 
10 OL 
9 99 


9 97 
9 95 
9 93 
992 
989 


9 86 
9 35 
9 83 
981 
9 79 


9 77 
9,76 
9 73 
9 72 
9 69 


9 68 
9:65 
9 64 
9 61 


82 


t. 
3,750 


68 


D owe 
2 UI 
54 4 

57 

as 


73 
74 
75 

3,776 
77 
78 
79 
80 


3,784 
82 
83 
84 
85 


3,786 
37 


89 
90 


3,791 
92 
93 
95 


3,796 
97 
98 


3,800 


4. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. II. 


Log. Gof. k. 


1,327 8134 47 


23,328 2482 62 
28 6820 77 
29 1158 94 
29 5497 12 
29 9835 30 


1,330 4173 50 
30 8511 70 
31 2849 92 
31 7188 14 
82 1526 38 


1,532 5864 67 
33 0202 87 
5x 4541 13 
33 2979 40 
34 327 65 


1,334 7555 @ 
35 1894 27 
$5 6232 58 
36 0570 930 
36 4909 ?2 


1,736 9247 36 
37 3586 SO 
37 7024 26 
se 2262 62 
38 GEOL 00 


4.239 0939 38 
39 5277 77 
39 9616 17 
40 30041 58 
40 8293 OU 


1,351 2631 43 
4i 6060 87 
42 1308 31 
42 5646 77 
42 0085 23 


1,343 4323 72 
43 8662 i9 
44 3000 68 
44 7339 18 
45 1677 68 


1,345 6010 20 
46 0354 72 
46 4693 26 
46 9031 80 
41 3370 35 


8,327 7708 91 
48 2047 48 
48 9386 06 
49 0724 65 
43 5063 25 


D. 


4338 15 


4338 16 
433€ 17 
4338 18 
4338 19 
4338 20 


4338 21 
4338 22 
4338 22 
4338 ?3 
4338 24 


4338 25 
4338 26 
4338 2'] 
4338 28 
4358 29 


4338 30 
4338 31 
4338 32 
4338 33 
3338. 34 


4332 35 
4338 36 
4338 36 
4338 37 
4338 38 


4338 30 
4338 40 
4338 +1 
4335 42 
4338 43 


4338 44 
4338 45 
4338 46 
4338 46 
4338 47 


4338 48 
4338 49 
4338 50 
4538 51 
4538 52 


4338 53 
4338 53 
4338 54 
4338 55 
4338 56 


4338 57 
4338 58 
4338 59 
4338 60 


log. Sin. k 


2,527 3340 43 


2,327 7688 18 
28 2035 92 
28 6333 65 
29 0731 36 
#9 5079 07 


1,329 0426 77 
30 3774 46 
30 8122 44 
3t 2400 82 
31 6617 47 


1,332 1165 12 
32 5512 77 
32 9860 40 
33 4208 02 
33 $555 64 


1,334 2903 24 
at 7280 84 
35 1508 43 
35 5046 00 
36 0293 57 


4,336 4641.13 
36 S983 68 
37 3336 22 
35 7685 75 
38 2031 27 


1,338 6378 78 
39 0726 29 
29 5073 78 
29 9421 26 
40 3768 74 


4,340 8116 20 
41 2463 06 
41 6811 £1 
42 1158 55 
42 5505 08 


1,542 9853 40 
43 4200 81 
43 8548 22 
44 2895 61 
44 7243 00 


1,345 1590 38 
45 5937 75 
46 0285 11 

- 46 4632 46 
46 8979 80 


1,347 3327 13 
47 7674 46 
48 2021 77 
48 6369 08 
49 0716 38 


D. 


6547 75 


4317 73 
4347 73 
4347 72 
4341 51 
4347 70 


4347 68 
4347 68 
4347 67 
4347 66 
4347 65 


4347 6% 
4347 63 
4347 62 
4347 61 
4347 61 


4347 60 
4347 59 
4347 58 
4347 57 
4247 56 


4347 5$ 
4347 54 
4347 53 
$347 5 

4347 51 


4347 50 
4347 49 
4347 43 
347 43 
4347 47 


4347 46 
4347 45 
4347 44 
4347 43 
4347 42 


4347 41 


4347 40 
4347 40 
4347 39 
4347 38 


4347 37 
4347 36 
4347 35 
4347 34 
4347 33 


4347 33 
4347 32 
4347 31 
4347 30 


log. Tang. k. 


9,909 5195 96 

9,999 5203 55 
5215 15 
5224 78. 
$234 25 
$243 11 


9,999 5253 27 
5262 16 
$272 22 
5281 67 
$201 09 


9,999 5300 50 
5309 90 
6319 27 
5328 62 
£357 96 


9,09 5347 27 
5356 57 
5365 85 
5375 1 
5384 35 


9,909 5203 57 
5402 78 
5411 96 
5421 13 
5430 27 


9,999 5439 40 
5448 52 
5457 6t 
5466 68 
5475 74 


9,999 5484 77 
5403 79 
5502 80 
5511 78 
5520 75 


9,999 5529 69 
5538 62 
5547 54 
5550 44 
5565 32 


9,999 5574 18 
$583 03 
5591 85 
5600 66 
5609 45 


9,009 5618 22 
5626 98 
5635 71 
5644 43 
$653 13 


D, 


9 68 


# 59 
0 56 
9 54 
9 53 
9 50 


3 49 
9 46 
0 48 
432 
9 41 


9 4 
9 37 
9 35 
6 34 
a 31 


9 30 
9 28 
9 26 
9 24 
9 22 


9 21 
9 18 
917 
912 
9 13 


912 
9 09 
9 07 
9 96 
9 03 


9 02 
9 UL 
8 98 
8 97 
8 9% 


8 93 
892 
8 90 
8 88 
8 86 


8 8$ 
8 82 
881 
8 79 
877 


8 76 
8 73 
8 72 
8 70 


Ki 
3,800 
3,801 

02 

03 


04 
03 


3,806 
97 
03 
09 
10 


3,811 
12 
13 
14 
15 


3,816 
17 
18 
19 
20 


3,824 
22 
23 
24 


23 


3,826 
27 
28 
29 
30 


3,831 
32 
= 
34 


€. Gudermann, Potenzial- Punctionen Taf. FH. 


log. Gof. K, 


1,349 5063 23 


1,349 9401 85 
30 3740 48 
50 8079 09 
51 2417 72 
51 6756 35 


1,352 £095 00 
52 5433 6& 
52 9772 32 
53 4210 99 
53 8449 68 


1,354 2785 3? 
5% 7127 0% 
55 1465 77 
55 5804 49 
56 0143 21 


1,356 4481 9$ 
56 8320 69 
57 3159 44 
57 7408 20 


58 1836 96 — 


1,358 6175 74 
80 0514 52 
59 4853 31 
59 0192 11 
Jo 3530 92 


1,360 7369 73 
G1 2208 56 
61 6547 39 
62 0886 23 
62 5225 CS 


1,362 9563 93 
63 3902 SU 
63 8241 67 
64 2580 55 
64 6019 44 


1,305 1258 54 
65 5597 25 
65 9036 16 
66 4275 09 
6$ 8614 02 


1,367 2052 96 
67 7291 90 
68 1630 86 
68 5989 92 
69 0308 79 


1,369 4647 77 
69 8086 75 
70 3325 74 
70 7664 75 
71 2003 75 


D. 


4339 6t 


4338 6% 
4338 62 
4338 63 
4338 64 
4338 65 


4338 66 
4338 66 
4338 67 
4338 68 
4338 69 


4338 70 
4338 7£ 
4338 72 
4338 73 
4338 73 


4333 74 
4338 75 
4338 76 
4338 71 
4338 78 


4338 78 
4338 79 


4238 80. 


4338 8l 
4338 82 


4338 82 
4338 83 
4338 84 
4338 85 
4338 86 


4338 87 
4338 37 
4338 88 
4333 89 
4338 90 


4338 98 
4338 92 
4338 92 
4338 93 
4338 94 


4338 95 
4538 95 
4338 96 
4338 97 
4338 98 


4338 99 
4338 99 
4339 00 
4339 01 


log. Gin. À. 


1,349 0716 38 


2,349 5063 67 
40 9410 95 
50 3758 22 
50 8105 49 
54 2452 74 


1,351 6799 09 
52 1147 23 
52 5494 46 
52 0841 68 
53 4188 89 


1,353 8536 00 
54 2883 29 
54 7230 48 
55 1577 65 
55 5924 82 


$,356 0271 98 
56 4619 14 
56 8966 28 
$7 3313 41 
57 7660 54 


1,558 2087 66 
58 6354 77 
59 0701 87 
59 5048 07 
59 9396 05 


1,360 3743 13 
60 8090 20 
61 2437 26 
6) 6784 32 
62 1131 36 


1,362 5478 40 
62 9825 43 
63 4172 45 
63 8510 46 
64 2866 46 


1,364 7213 46 
65 2560 44 
63 5097 42 
66 0254 39 
68 4601 35 


1,366 8043 31 
87 3295 26 
67 7642 19 
68 £989 15 
66 6336 05 


1,369 0682 96 
69 5029 87 
69 9376 77 
70 3723 66 
70 8070 55 


D. 


4347 29 


4347 28 
4347 27 
4347 26 
4347 26 
4347 28 


4347 24 
4347 23 
4347 22 
4347 2f 
4347 20 


$347 29 
4347 19 
4327 18 
4347 17 
4347 18 


4347 14 
4327 1$ 
4347 14 
4347 13 
4347 12 


4347 ft 
4347 10 
4347 10 
4347 00 
3347 08 


4347 07 
4347 06 
4347 05 
4347 05 
4347 04 


4347 03 
4347 02 
4347 OL 
4347 WO 
4347 00 


4346 99 
4346 98 
4346 07 
4346 06 
4346 96 


4346 05 
4240 04 
4346 93 
4346 02 
4346 92 


4346 O1 
4346 90 
4346 89 
4346 88 


fog. Tang, X. 


9,006 5653 £2 


9,000 5661 82 
5670 49 
5679 14 
5687 77 
5696 30 


9,999 5704 00 
S713 57 

$722 14 

730 60 

5739 ?2 


9,998 5747 7 
$756 23 
5764 71 
5773 17 
781 Gf 


€,000 5790 04 
5708 45 
5806 94 
5815 22 


5823 58 


9,099 5831 92 


9,999 5873 40 


9,999 5914 47 
5922 63 
5030 78 
5038 Qt 
5947 02 


0,909 5065 12 
£253 20 
8975 20 
5978 30 
5987 33 


9,599 5905 55 
6093 35 
6011 33 
6019 30 
£027 26 


0,909 6025 20 
6043 12 
605i 03 
6058 92 
6066 80 


11° 


Ix 


8 63 
5 67 
8 65 
8 63 
8 62 
s 60 


8 58 
8 57 
8 58 
8 53 
8 5f 


8 50 
8 48 
8 46 
& 44 
8 43 


5 49 
& 39 


8 38 


^8 36 
8 34 


8 33 
8 31 
& 30 
8 28 
3.26 


3 24 
8 23 
8 22 
8 20 
8 18 


8 16 
8 18 
S 13 
8 it 
sw 


& 08 
5 06 
8 04 
8 03 
8 02 


8 00 
798 
707 
7 96 
7901 


7 92 
79 
789 
7 98 


k. 


3.850 


3,851 
52 
53 
54 
55 


3,866 
57 
58 
59 
60 


3,861 
62 
63 
64 
65 


3,866 
§7 
65 
65 
70 


3,871 
72 
73 
74 
75 

3,876 
27 
78 
79 
80 


3,881 
82 
83 
84 
85 


3,886 
87 


‘89 
90 


3,801 
92 
93 


95. 


3,896 
97 
98 
99 
3,900 


4, Güdermann, Potenzial - Functionen Tof. U. 


log. Gof. f. 


1,371 2003 75 
1,371 6342 77 
72 0081 80 

2 5020 83 
72 9359 87 
73 3698 92 


1,373 8037 97 
74 2377 0& 
74 6716 14 
75 1055 19 
75 5394 28 


1,375 9733 37 
76 4072 48 
76 S4i1 59 
77 2750 71 
77 7089 83 


1,378 1428 96 
78 5768 11 
79 0107 25 
79 4446 41 
79 8785 57 


1,380 3124 75 
80 7463 92 
81 1805 11 
81 6142 30 
82 0481 51 


1,382 4820 71 
$2 9159 93 
83 3499 1 
83 7855 39 
84 2177 62 


1,384 6516 87 
85 0856 12 
85 5195 38 
85 9534 65 
86 3873 93 


1,386 8213 21 
87 2552 50 
87 6801 80 
$8 1231 10 
88 5570 ^1 


1,388 9000 73 
89 4249 06 
89 8688 39 
90 2927 73 
90 7267 08 


1,301 1606 44 
91 5945 80 
92 0285 17 
92 4624 55 
92 8963 93 


D. 


4339 02 
4539 03 
4339 03 
4339 0£ 
4359 05 
4339 06 


4339 06 
4339 07 
4339 08 
4330 00 
4339 10 


4339 10 
4330 11 
4339 12 
4339 13 
4339 13 


4339 14 
339 15 
4330 16 
4339 16 
4339 17 


4339 18 
4339 19 
4330 19 
4339 20 
4339 21 


4339 22 
4339 22 
4339 23 
4339 24 
4339 25 


4339 25 
4339 26 
4339 27 
4339 28 
4339 28 


4339 29 
4339 30 
4339 30 
4330 31 
4339 32 


4339 33 
4339 33 
4330 34 
4339 35 
4339 36 


4339 36 
4339 37 
4339 38 
4339 38 


log. Gin, Ke 


2,370 S070 55 


1,371 2417 42 
71 6764 29 
72 1111 15 
72 5458 OL 
72 9804 85 


1,373 4151 69 
73 8498 52 
74 2845 34 
74 7192 15 
75 1538 96 


1,375 5885 75 
“76 0232 54 
76 4579 32 
76 8926 10 
77 3272 87 


8 1966 33 
8 6313 12 
79 0059 86 
79 5006 59 


4,377 7619 63 
7 
7 


1,379 9353 51 
80 5700 03 
S0 8046 73 
81 2393 43 
81 6740 13 


1,382 1086 81 
S2 5433 49 
82 9780 15 
83 4126 82 
83 8473 47 


1,384 2820 12 
84 7106 75 
85 1513 39 
85 5860-01 
86 0206 63 


1,386 4553 24 
86 S809 84 
87 3246 44 
87 7503 03 
SS 1939 61 


1,388 6286 18 
89 0632 75 
$9 4979 31 
89 9325 86 
90 3672 40 


1,390 8018 94 
9i 2365 47 
91 6711 99 
92 1058 51 
92 5405 02 


D, 


4346 38 


4346 87 
4316 86 
4346 85 
4346 85 
4326 84 


"4346 83 


4346 82 
4346 SL 
4346 81 
4346 80 


4346 79 
4346 78 
4346 78 


4346 77. 


4346 76 


4346 75 
4346 75 
4345 74 
4346 73 
4346 72 


4346 72 
4346 71 
4346 70 
4346 69 
4346 68 


4346 68 
4346 67 
4346 66 
4346 65 
4346 65 


4346 64 


4346 63 
4346 63 
4346 62 
4546 61 


4346 60 
4346 60 
4346 59 
4346 58 
4346 57 


4346 57 
4346 56 
4346 55 
4346 55 
4340 54 


4346 53 
4346 52 
4346 52 
4346 51 


log. Zang. 7. 


9,999 6066 80 
9,999 0074 65 
6082 40 
6090 32 
6098 14 
6105 94 


, 9,999 6113 72 


6121 48 
6129 23 
6136 96 
6144 68 


9,099 6152 38 
6160 06 
6167 73 
6175 39 
6193 04 


9,099 6190 67 
6108 28 
6205 87 
6213 45 
6221 02 


9,999 6228 57 
6236 11 
6243 62 
6251 13 
6258 62 


9,999 6266 10 
6273 56 


6281 00 ' 


6288 43 
6295 85 


9,999 6303 25 
6310 63 
6318 00 
6325 36 
6332 70 


9,999 6340 03 
6347 34 
6354 64 
6361 93 
6369 20 


9,990 6376 45 
6383 69 
6390 92 
6398 13 
6405 32 


. 9,909 6412 50 


6419 57 
6426 82 
6433 96 
0441 09 


D. 


1 85 


7 85 
7 83 
7 82 
7 S0 
7 78 


7 76 
7 75 
7 73 
7.72 
770 


768 
FEEL 
7 66 
7 65 
7 63 


7 ol 
7 59 
7 58 
7 57 
7 55 


7 54 
7 52 
7 50 
7 49 
7 48 


7 38 
231 
7 36 
7 34 
733 


731 
7 30 
2/29 
727 
725 


124 
7 23 
721 
7 19 
7 18 


7 17 
7 15 
7 14 
713 


4, Gudermann, Potenzial- Functionen Tof, II, 


k. log. Gof. &. D. log. Gin. &. D. log. Xang.k. D. 


3,900 1,392 $963 93 4339 39 $,392 5405 02 4346 50 9,063 6341 09 711 
3,901 3,303 3303 22 4339 40 $,302 9751 52 4326 49 9,909 6448 20 7 09 
02 93 7642 72 4350 AL 93 4098 0t 4346 49 6455 29 To 
03 94 1982 12 4339 41 03 8444 50 4346 48 | 6492 38 4 06 
04 04 6224 54 4339 42 94 2790 38 1346 47 6469 44 705 
05 96 0060 96 4339 43 94 7137 4 4346 47 647649 20 
3,906 1,395 5000 38 4339 43 2,395 1482 91 4546 46 9,99€ 6483 53 T 03 
07 95 9339 81 4359 44 95 5830 37 4346 45 $490 56 102 
08 96 3079 25 4339 45 96 0176 82 4340 45 6497 87 20 
09 96 S018 70 4339 45 96 4523 27 4316 44 6504 57 6 98 
10 97 2358 16 4339 46 96 8869 71 4346 43 6511 95 697 
3.911 1,397 0697 62 4339 47 1,307 3216 14 4346 43 9,999 6518 5% 9 96 
12 95 1037 08 4339 48 97 7562 56 4346 42 6528 48 694 . 
13 98 5376 56 4339 48 98 1908 98 4346 41 6532 42 6 93 
14 98 9716 04 4339 49 98 6255 30 4346 40 6539 35 6 92 
15 99 4055 53 4359 50 99 0601 80 4346 40 6546 27 6 90 
3,916 1,399 8295 03 4339 50 1,390 4048 200 4346 39 9,009 655317 — 680 
BT 1,400 2734 52 4339 SL 99 9204 59 4345 38 6560 06 6 87 
18 00 7074 G4 4339 52 2,400 3640 97 4346 38 6566 93 6 86 
19 0t 1413 56 4339 52 00 7987 35 4346 37 6573 79 6.35 
20 01 575308 4339 53 012333 72 4346 36 658064 — 633 
3,921 1,402 0092 61 4339 54 1,401 6680 08 4346 35 5,999 6587 47 6 3t 
"22 Q2 4432 15 4339 54 02 1026 43 4346 35 6594 28 6 81 
23 e2 8771 69 4339 56 02 5372 78 4346 34 6801 09 6 79 
24 03 3111 24 4330 56 02 9719 12 4346 33 $607 88 6 77 
25 03 7450 80 4339 56 03 4065 45 43463 6614 68 6 77 
3,926 1,404 1790 30 4339 57 1,403 8411 78 4346 32 9,999 6021 42 6 75 
2 04 6129 93 4239 58 04 2758 10 4346 32 6628 17 6 73 
‘28 05 0469 51 4339 58 94 7104 41 4346 31 6634 90 6 72 
29 05 4809 19 4339 59 0$ 1450 72 4346 30 6641 62 6 71 
30 05 9148 69 4329 60 05 £797 02 4346 30 6648 33 6 70 
3,931 1,406 3488 29 4339 Gt 1,406 0143 32 4346 29 9,999 6655 98 6 69 
32 06 7827 89 4339 61 06 4480 61 4346 2 6661 72 6 67 
33 07 2167 50 4339 62 06 9835 89 4346 28 6668 39 6 6$ 
34 07 6507 12 14339 63 07 3i82 15 4346 27 6675 04 6 65 
35 08 0846 74 4339 63 07 7528 43 4346 26 9681 G9 6 63 
3,936 1,408 5186 38 4339 6t 1,405 1874 69 4346 26 9,999 6688 32 60 
24 08 9526 0t 4339 64 08 6220 95 4346 25 6694 94 6 9) 
38 09 3865 66 4339 65 09 0567 20 4346 24 6701 54 6 50 
39 00 8205 38 4339 66 Q9 4913 44 4346 24 6708 13 6 57 
40 10 2644 97 4339 66 09 9289 67 4346 23 6714 70 6 57 
3,941 1,410 6884 63 4339 67 1,410 3605 90 4346 22 9,999 6721 27 655 
42 11 1224 30 4339 68 10 7952 12 4346 22 6727 82 6 5& 
43 11 5563 98 4339 05 11 2298 34 4346 21 6724 36 os 
44 11 9903 66 4339 59 11 6644 55 4346 20 6740 89 6 51 
45 12 4243 35 4332 70 12 0999 75 4346 29 0747 40 6 49 
3,946 1,412 8583 05 4330 70 1,412 5336 9% 4346 19 9,999 6753 89 6 49 
S47 13 2922 75 4339 71 12 9683 13 4346 19 6760 33 § 47 
43 13 7262 46 4339 72 13 4029 31 4346 18 766 85 6 47 
. 49 14 1602 17 4330 72 13 8375 49 4346 17 6173 22 6 45 
50 14 5941 90 £4 2721 66 5779 71 


3,950 
3,054 
52 


54 
55 


3.955 


58 


59 
60 


3,961 
62 
63 
64 
65 


3,966 


68 
69 
70 

3,971 
72 


73 


3 


3,076 
KT 
78 
79 


3,981 


^» 


~ 


83 
84 
85 


3,996 
87 


4, Gudermann, Potenziol- Functionen Taf. £1. 


log. Gof, &. 


1,214 6041 00 


1,415 0281 62 
15 4621 36 
15 8961 10 
16 3300 88 
16 7610 GU 


1,407 1980. 37 
17 6220 13 
$8 0659 06 
38 4000 69 
&3 9339 48 


1,419 3679 21 
19 8049 07 
=) 2358 87 
20 6698 68 
21 $038 50 


$,121 8373 33 
21 9718 16 
22 4057 99 
.92 8397 84 
23 2737 68 


1,123 7077 54 
24 1417 40 
24 5757 27 
25 0097 14 
45 4437 02 


1,425 8770 0t 
26 3116 90 
26 7455 70 
27 1796 60 
27 6136 51 


1,428 0476 43 
28 4816 35 
28 9156 28 
29 3406 21 
29 7836 15 


2,430 2176 10 
30 6516 05 
31 0856 OL 
31 519$ 97 
31 9538 94 


3,432 3875 92 
32 8215 90 
33 2555 89 
33 6895 38 
34 1235 85 


1,434 5575 59 
34 9915 90 
35 4255 92 
$5 8595 04 
36 2035 97 


D. 


4339.73 


4339 74 
4339 74 
4339 75 
4339 76 
4339 76 


4339 77 
4339 77 
4339 78 
4339 79 
4339 79 


4339 89 
4330 81 
4339 81 
6339 32 
4339 82 


4339 83 
4339 84 
4330 84 
4339 85 
4329 86 


4339 86 


| 4339 87 


4339 $7 
4330 88 
4330 89 


4339 89 
4339 90 
4338 00 
4339 91 
4339 92 


4330 92 
4339 93 
4339 93 
4339 9% 
4339 95 


4339 95 
4339 96 
4339 96 
4339 97 
4339 98 


4339 98 
4339 00 
4339 99 
4340 00 
4340 01 


4340 OL 
4349 02 
4340 0? 
4340 0} 


log. Sin.:k. 


1,414 2721 06 


1,44 1067.92 
15 1413 08 
15 5700 13 
16 9106 27 
$6 4452 41 


1,416 9798 54 
17 3144 67 
$7 7400 79 
18 1836 90 
18 6183 00 


1,419 0520 10 
19 4875 20 
19 9221 28 
20 3567 36 
20 7913 44 


1,421 2259 51 
21 5605 57 
22 0951 62 
21 5297 67 
22 9645 72 


1,423 3089 75 
23 8335 78 
24 2681 81 
24 7027 83 
95 1373 84 


1,425 5710 54 
26 0065 84 
26 4411 84 
26 8757 82 
27 3103 84 


2,497 7440 73 
28 1795 75 
28 6141 72 
20 0487 07 
29 4833 63 


1,429 0179 57 
30 3525 51 
30 7874 45 
34 2217 37 
35 6563 30 


1,432 0900 21 
3% 5255 12 
32 9601 03 
35 3046 92 
33 8292 et 


$,434 2638 70 
34 6984 58 
35 1330 45 
35 5676 32 
36 0022 18 


D. 


.4346 16 


4346. 16 
4346 15 
4346 14 
4346 14 
4346 13 


4346 13 
4346 12 
4346 1t 
4346 11 
4346 10 


4346 00 
.4346 09 
4346 US 
4356 07 
4346 07 


4346 06 
4340 06 
4346 05 
4346 G4 


: 4346 04 


4346 03 
4346 02 
4346 02 
4346 OR 
4340 OL 


4346 00 
4345 90 
4345 99 
4345 98 
4345 08 


4345 07 
4345 96 
434% 96 
4345 05 
4345 95 


4545 94 
4345 $3 
4345 63 
4345 92 
4345 92 


4345 0t 
4345 90 
4345 90 
4346 80 
4343 89 


4396 SS 
4345 87 
4345 87 
4345 86 


log. Zang. ke 


9,009 6779 77 


9,999 6786 20 
6792 62 
6799 03 
6905 42 
estt st 


2,900 4848 18 
6824 54 
6830 88 
6337 2f 
6913 52 


9,999 6949 83 
6856 15 
6862 49 
6868 68 
6874 04 


9,999 6881 18 
6887 41 

6893 63 

6809 84 

' 6906 04 


9,999 6012 22 
6018 38 
6924 54 
6030 69 
6936 82 


9,009 6042 95 
6949 04 
6955 14 
6964 22 
6967 30 


9,999 6973 36 
6979 40 
6085 44 
6091 4G 
6997 47 


9,909 7003 47 
3009 46 
7015 44 
7021 40 
2027 35 


0,999 7033 29 
7039 22 
7085 14 
3051 04 
7056 93 


9,900 7062'9f 
2068 68 
7074 53 
7080 38 
7086 21 


D, 


6 43 


642 
6 4& 
6 39 
6 39 
6 31 


6 36 
6 34 
$5 33 
6 31 
6 3$ 


6 30 
6 28 
6 27 
6 26 
6 24 


6 23 
6 22 
6 24 
6 20 
6 18 


6 18 
6 16 
6 15 
6 13 
6 1t 


6 1L. 


- 6 10 


6 08 
36 08 
6 06 


6 04 
6 01 
6 02 
6 0t 
6 00 


5 09 
5 98 
5 96 
5 98 
$ 94 


593 
sn 
5 90 
$ 39 
588 


5 87 
5 33 
58$ 
6 $3 


k. 


4,000 
4,001 
02 
03 
04 
05 


4,006 
07 
08 
09 
10 


4,011 

(2 
13 
14 
15 


4,016 
17 
18 
19 
20 


4,024 
22 
23 
24 
25 


4,026 
27 
28 


90 


a J 


30 


4,031 
32 
33 


35 


4,036 
37 
38 
39 
40 


4,041 


43 
44 
45 

4,046 
= 


48 
49 


4. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. II. 


log. Gof, k. 


1,436 2935 07 


1,436 7276 01 
37 1616 05 
37 $056 09 
33 0296 15 
S8 4636 20 


1,438 8976 27 
39 3316 34 
39 7656 41 
40 1996 49 
40 6336 58 


1,441 0676 67 
41 5016 77 
41 9356 87 
42 3696 98 
42 8037 10 


1,143 2377 22 
43 6717 35 
44 1057 48 
44 5397 62 
44 9737 76 


1,445 4077 01 
45 8418 06 
46 2758 22 
46 7098 39 
47 1438 56 


4,447 5778 74 
48 0118 92 
48 4450 11 
48 8799 30 
49 3139 50 


1,449 7479 70 
50 1819 91 
50 6160 13 
51 0500 35 
51 4840 58 


1,451 9180 81 
52 3521 05 
52 7861-29 
53 2201 54 
53 6541 79 


1,454 0882 05 
54 5202 31 
54 9562 58 
55 3902 85 
$5 8243 13 


1,456 2585 41 
86 6923 70 
57 1264 00 
57 5604 30 
$7 99114 GL 


D. 


4340 04 


4340 04 
4340 05 
4310 05 
4340 06 
4340 06 


4340 07 
4340 08 
4340 08 
4340 09 
4340 08 


4340 10 
4340 10 
4340 11 
4340 12 


: 4340 12 


4340 13 
4340 13 
4340 14 
4340 14 
4340 15 


4340 16 
4340 16 
4340 17 
4340 17 
4340 18 


4340 18 
4340 19 
4340 19 
4340 20 
4340 20 


4340 21 
4340 22 
&340 22 
4340 23 
4340 23 


4340 24 
4340 24 


| 4340 25 


4340 25 
4340 26 


4340 26 
4340 27 
4340 27 
4340 ?8 
4340 28 


4340 29° 
4340 30- 


4340 30 
$310 31 


log. Gin. k. 


1,436 0022 18 


1,436 4368 04 
36 8713 89 
37 3059 73 
37 7405 87 
38 1751 40 


1,438 6097 23 
39 C143 05 
30 4788 87 
39 0134 63 
40 3480 48 


1,440 7826 28 
41 2172 07 
41 6517 86 
42 0863 64 
42 5209 42 


1,442 9555 19 
43 3900 06 
43 8246 72 
44 2502 47 
44 6038 22 


1,445 1283 96 
45 5629 70 
45 9975.43 
46 4321 15 
46 8066 87 


1,447 3012 59° 
47 7358 30 
1e 1704 00 
48 6049 70 
49 0395 39 


1,449 4741 08 
49 9086 76 
. 60 3432 44 
50 7778 11 
51 2123 77 


1,451 6460 43 
52 0815 09 
52 5160 74 
82 0506 38 
53 3852 02 


1,453 8197 65 
$4 2543 28 
54 6888 40 
55 1234 52 
55 5580 13 


1,455 9925 74 
56 4271 34 
56 8616 93 
57 2062 52 
$7 7308 44 


D. 


4345 86 


4345 $3 
4345 S4 
4345 84 
4345 83 
4345 83 


4345 83 
4345 82 
4345 81 
4345 81 


: 4345 SO 


4345 79 
4345 79 
4345 78 
4345 78 
4345 71 


4345 77 
4345 76 
4345 76 
4345 75 
4345 74 


4345 74 
4345 73 
4345 73 
4345 72 
4345 72 


4349 71 
4345 70 
4345 70 
4345 69 
4345 69 


4345 68 
4345 68 
4345 67 
4345 67 
4345 66 


4345 66 
4345 65 
4345.64 
4345 64 
4345 03 


4345 63 
4345 62 
4345 62 
4345 61 
4345 61 


4345 6- 
4345 GO 
4345 59 
4343.00 


log. Tang. k. 


9,999 7086 21 


6,999 7092 03 
7097 84 
7103 64 
7109 42 
7115 20 


9,990 7120 96 
7126 71 
7132 45 
7138 19 
7143 90 


9,909 7149 61 
7155 30 
7160 99 
7166 66 


7172 32 


9.999 7177 97 
^ 7183 61 
7189 24 

7194 85 

7200 46 


9,999 7232 85 
7239 38 

7244 89 

250 40 

7255 80 


9,999 7261 38 
7266 85 
7272 31 


7277 76 


9,999 7288 62 
7294 04 
7299 45 
7304 84 
7310 23 


9,999 7315 66 
7320 93 
7326 32 
7331 67 
7337 00 


9,999 7242 33 
7341 54 
7352 03 
1358 22 
7303 50 


D. 


5 82 


5 81 
5 80 
5 78 
5 78 
5 76 


575 
575 
5 73 
5 71 
6 74 


5 69 
5 69 
5 67 
5 66 
5 65 


5 64 
5 63 
$ 61 


aon 
an 
ag 


A mn En 
an en 
aAnw © 


oa 
wo 
[E 


53 
51 
51 
49 
49 


nano 


a 


47 


on © 
& 


45 
43 
43 


am 


an 


42 
Al 
39 
39 
ah | 


ta 


ao 


e 


5 37 
5 35 
5 35 


$ 29 


e» 
5 
Gc 


88 


k. 
4,050 
4,05! 
52 
53 


54 
55 


4,056 
57 
58 
59 


4,076 


4,081 
82 
83 


85 


4,086 
87 
88 


90 


4,091 
92 
93 


95 


4,096 
97 

93 

99 
4,100 


4, Gudermann, Potenzial - Functionen Taf. 1I. 


log. Gof. k. 


1,457 9944 61 


1,458 4294 92 
58 8625 24 
59 2965 56 
$9 7305 80 
GO 1646 22 


1,460 5986 50 
61. 0326 90 
61 4667 25 
61 9007 61 
62 3347 97 


1,462 7688 33 
63 2028 70 
63 6369 07 
64 0709 45 
64 5049 84 


1,464 9390 23 
65 3730 62 
65 8071 02 
66 2411 42 
06 6751 83 


2,467 1692 25 
67 5432 67 
67 9773 09 
68 4113 52 
63 8453 96 


1,460 279% 40 
69 7134 85 
30 1475 30 


70 5815 75* 


71 0156 21 


1,471 4496 68 


7i 8837 15 , 


72 3177 62 
72 7538 16 
73 1858 59 


1,473 6199 08 
74 0539 57 
74 4830 07 
74 9220 58 
75 3561 08 


2,475 7901 60 
76 2242 12 
76 6582 64 
77 0923 17 
71 5263 70 


1,477 9604 24 
78 3944 78 
78 8285 33 
79 2625 89 
79 6906 44 


D. 


4340 31 


4340 32 
4340 32 
4340 33 
4340 33 
4340 34 


4340 34 .. 


4340 35 
4340 36 
4340 36 
434) 36 


4340 37 
4340 37 
4340 35 
4340 38 
4340 39 


4340 39 
4340 40 


. 4340 41 


4340 41 
4340 42 


434) 42 
4340 43 
434) 43 
&3409 44 
4340 44 


434^ -5 
4340 45 
4340 46 
2340 46 
4340 47 


4340 47 
4340 43 
4340 48 
4340 49 
4340 49 


4340 50 
4340 50 


4340 50° 


4340 51 
4340 52 


4340 52 
4340 52 


4340 53. 


4540 53 


4340 54 


4340 54 
4340 55 
4340 $5 
4340 56 


log. Sin. k. 


1,457 7308 12 
1,458 1653 69 
58 5099 26 
59 0344 83 
59 4690 40 
$9 9035 95 


1,460 3381 51 
60 7727 06 
61 2072 60 
61 6418 13 
62 0763 67 


3,462 5109 19 
62 9454 72 
63 3800 23 
63 8145 74 
64 2491 25 


1,464 6836 75 
65 1182 25 
65 5527 74 
65 9873 23 
‘66 4218 71 


1,466 8564 19 
67 2909 66 
67 7255 12 
68 *600 58 
68 5946 04 


1,469 0291 49 
69 4636 94 
69 3052 38 
70 3327 81 
70 7673 24 


1,471 2018 67 
71 6364 09 
72 0709 50 
72 5054 91 
72 9200 32 


1,473 3745 72 
73 S091 12 
74 2436 51 
74 6781 89 
75 1127 28 


1,475-5472 65 
15 9815 03 
76 4163 39 
76 8508 76 
77 2854 11 


2,477 7199 47 
73 1544 82 
78 8800 16 
79 0235 SU 
79 4580 83 


D. 


4345 58 


4345 58 
4345 57 
4345 56 
4345 56 
4345 55 


4345 55 
4345 54 
4345 54 
4345 53 
4345 53 


4345 52 
4345 52 
4345 51 
4345 51 
4345 50 


4345 50 
4345 49 
4345 40 
4345 48 
4345 48 


4345 47 
4345 47 
4345 46 
4345 46 
434b 45 


4345 4F 
4345 44 
4345 44 
4345 43 
4345 43 


4345 AQ. 


4345 42 
4345 41 
4345 41 
4345 40 


4345 40 
4345 39 
4345 39 
4345 38 
4345 38 


4345 37 
4345 37 
4345 36 
4315 36 
4345 35 


4345 35 
4345 34 
4345 34 
4345 33 


log. Tang. ke 


9,999 7363 50 


9,999 7368 77 
7374 02 
7379 27 
7384 51 
7389 73 


6,009 7394 05 
7400 16 
7405 35 
7410 53 
7415 70 


9,099 7120 96 
7426 02 
7431 16 
7436 29 
7441 41 


0,009 7446 52 
7451 63 


7456 72 : 


7461 SL 
7466 88 


9,909 7471 94 
7476 99 
7482 03 
7487 U6 
24m 08 


9,099 7497 09 


9,099 7521 90 


7541 73 


9,999 7546 64 
7551 55 
7556 44 
7561 32 
7566 20 


9,999 7571 06 
7575 OL 
7580 75 
7985 59 
7590 41 


0,009 7505 23 
7660 04 
2004 83 
7609 61 
7614 39 


D. 
5 27 
5 25 
5 25 
5 24 


5 22 
522 


521 
5 19 
5 18 
517 
5 16 


5 16 
5 14 
5 13 
5 12 
5 11 


5 11 
5 09 
5 09 
5 07 
5 06 


5 05 
$504 
503 
5 02 
5 01 


5 00 
4 99 
4 98 
4 97 
4 96 


4,95 


4 94 
4 93 
4 92 
4 91 


491 
4 39 
4 88 
4 88 
4 56 


435 
4 84 
4 84 
4 82 
4 82 


438 
4 39 
4 78 
478 


4,116 
47 
13 
10 
20 


4,121 
22 
23 
24 


4,126 


28 
29 
30 


4,131 
32 
33 
34 


> 
1 


4,136 
37 
38 
39 
40 


4,141 
42 
43 
44 
45 


4,146 
47 
48 
49 
50 


4 Gudermann, Potenzial- Functionen Vf. II. 


log. Gof, k. 


1,479 6966 44 


1,480 1307 OL 
80 5647 57 
BO 9988 14 
81 4328 72 
81 8669 30 


1,482 3009 89 
$2 7350 48 
83 1691 07 
83 6031 67 
84 0372 28 


1,484 4712 89 
84 9053 50 
85 3394 12 
85 7734 74 
86 2075 37 


1,486 6416 00 
87 0756 04 
87 5097 28 
87 9427 95 


88 3778 58 


1,488 8119 24 
89 2459 90 
89 6300 56 
90 1141 23 
90 5431 91 


1,490 9822 58 
91 4163 27 
91 8503 95 
92 2844 65 
92 7185 34 


1,493 1526 04 
93 5866 75 
04 0207 46 
94 4548 17 
94 8888 89 


1,495 3229 61 
95 7570 34 
06 1911 07 
96 6251 81 
97 0592 55 


1,497 4933 30 
97 9274 05 
98 3614 80 
98 7955 56 
09 2296 33 


1,499 6637 09 
1,500 0977 86 
00 5318 64 
00 9659 42 
OL 4009 21 


D. 


4340 56 


4340 57 
4340 $7 
4340 58 
4340 58 
4340 59 


4340 59 
4340 60 
4340 60 
4340 60 
4340 61 


4340 61 
4310 62 
4340 62 
4340 63 
4340 63 


4340 64 
4340 54 
4340 65 
4340 65 
4340 66 


434) 66 
4340 07 
4340 67 
4340 67 
4340 68 


4340 68 
4340.69 
4340 60 
4340 70 
4340 "0 


4340 71 
4340 71 
4340 71 
4340 72 
4340 72 


4340 73 
4340 73 
4340 74 
4340 74 
4340 75 
4340 75 
4340 75 
4340 76 
4340 76 
4340 77 


4340 77 
4330 78 
4344) 78 
434) 79 


Crelle’s Journal d. M. Bd. IX. Hit. 1. 


log. Gin. k. 


1,479 4580 83 
1,476 8926 16 
80 3271 49 
80°7616 80 
81 1962 12 
8l 6307 43 


1,482 0652 73 
82 4998 04 
82 0343 33 
$3 3688 62 
83 9033 91 


1,494 2378 19 
84 6724 47 
85 1069 74 
85 5415 OL 
85 9760 27 


1,486 4105 53 
86 8450 7 
87 2796 03 
87 7141 27 
$8 1485 51 


1,488 5831 75 
80 0176 98 
89 4522 20 
89 8867 43 
99 3212 64 


1,496 7557 86 
gi 1903 06 
QL 6248 27 
92 0593 47 
92 4958 66 


1,492 9283 85 
93 3629 04 
93 7974 22 
94 2319 40 
94 6964 57 


1,405 1000 74 
95 5354 00 
95 9700 06 
06 4045 21 
90 8390 36 


1,407 2735 50 
97 7080 64 
98 1425 78 
98 5770 OL 
99 0116 04 


1.499 4461 16 
99 3306 28 
1,500 3151 AU 
UU 7496 51 
OL 1841 62 


D. 


4345 33 


4345 32 
4345 32 
4319 32 
4345 31 
4345 31 


4348 30 
4345 30 
4345 29 
4345 20 
4345 28 


4345 28 
4345 27 
4345 ?7 
4345 26 
4345 26 


4345 25 
4345 25 
4345 24 
4345 24 
4345 24 


4345 2 
4345 23 
4345 22 
4845 22 
4345 21 


4345 21 
4345.20 
4346 20 
4345 20 
4345 19 


4345 19 
4345 18 
4345 13 
4346 17 
4345 17 


4345 16 
4345 16 
4345 15 
4345 15 
4345 i5 


4345 14 
4345 44 
4345 13 
4345 13 
4345 12 


4345 12 
4345 12 
4345 U 
4345 11 


log. Tang. X. 


9,099 7614 39 


9,069 7519 15 
7623 91 
7628 66 
7633 40 
7638 13 


9,999 7642 85 


7652 26 
7856 95 
7661 63 


$,999 7666 30 
7670 97 


9,999 7680 53 
7694 14 
7698 75 
7103 34 


1707 93 


9,099 7712 $1 
7717 
7721 61 
772 
7330 74 


.9,999 7735 28 


7739 80 
7744 32 
7748 32 
7753 32 


9,999 7757 81 
7162 20 
7766 76 
7111 23 
7775 68 


9,999 773) 13 
7784 56 
7788 99 
7793 4) 
7797 81 


9,999 7802 20 
7806 59 
7801 98 
7815 35 
7819 71 


7824 07 
7828 42 
7832 76 
7837 09 
7641 41 


12 


3,090 
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obo ob 
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4 55 
+ 55 
& 154 


4 52 
4 62 
^ 50 
4 50 
4 49 


4 48 
447 
4 47 
4 45 
4 45 


4 43 
4 43 
4 4i 
& 41 
4 39 


e 39 
4 39 
4 37 
4 36 
4 30. 


4 35 
4 34 
4 53 
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1,131 
82 
83 
84 
85 


4,186 


4,196 
97 
98 
99 
4,200 


4, Gudermann, Potenzial- Funciionen Tof. Il. 


log. Gof. Z. 


1,501 4000 28 
1,501 8240 99 
02 2681 79 
02 7022 39 
03 1363 39 

- 03 5704 19 


1,504 0045 00 
04 4385 82 
04 8726 64 
05 3067 46 
05 7408 29 


1,506 1719 12 
06 6089 95 
07 0430 79 
07 4771 63 
07 9112 48 


1,508 3553 33 
08 7794 19 
09 2135 06 
03 6475 9t 
40 0816 78 


1,510 5157 66 
10 9498 53 
ti 3830 42 
11 8180 30 
12 2521 19 


2,532 6862 09 
13 1202 99 
13 5543 89 
£3 9884 SO 
RE 3225 71 


1,514 8566 63 
15 2007 54 
$5 7248 47 
36 1589 3 
£6 5930 33 


2,517 0271 26 
17 4612 20 
17 8955 14 
18 2204 09 
18 7635 04 


1,530 1975 99 
19 6316 95 
20 0657 9i 
20 4008 88 
20 9339 85 


1,521 3680 82 
21 8021 SO 
22 2302 75 
22 6703 77 
23 1044 76 


D. 


4340 79 
4340 79 

340 80 
4340 80 
4340 81 
4340 81 


4340 81 
4340 82 
4340 82 
4340 83 
4340 83 


4340 84 
4340 8X 
4340 84 
4340 89 
4340 85 


4340 86 
4340 85 
4340 87 
2310 87 
4340 87 


4340 88 
4340 88 
4340 89 
4340 89 
4340 900 


4340 96 
4340 SU 
4340 91 
434!) 91 
4340 92 


4349 92 
4340 92 
4340 93 
4340 93 

340 94 


4340 04 
4340 94 
4340 95 

340 95 
4540 95 


4340 96 
4340 96 
4343 97 
4340 97 
4340 97 


&340 98 
4340 98 
4340 99 
4340 99 


log. Gin. X. 


1,501 1841 62 


1,501 6186 72 
02 0531 82 
02 4870 94 
02 9222 00 
03 3567 08 


2,503 7912 16 
04 2257 24 
0% 6602 31 
05 0047 33 
05 5202 44 


1,505 9637 50 
06 3982 55 
06 8327 60 
07 2672 65 
07 7017 69 


1,508 2362 73 
08 5707 77 
09 0052 Sd 
09 4397 82 
09 8742 84 


1,510 3087 86 
$0 7432 87 
31 1777 88 
11 6122 89 
12 0467 89 


1,512 4812 38 
12 9157 S8 
X3 3502 86 


13 7847 85 - 


14 2192 85 


1,514 6537 30 
15 0882 77 
15 5227 74 
15 9572 71 
16 3917 67 


2,516 8262 62 
17 2607 57 
17 6952 52 
18 1297 47 
18 5642 48 


$,518 0987 34 
19 4332 27 
19 8077 20 
20 3022 13 
20 7367 05 


1,521 1711 9% 
21 6056 87 
22 0401 78 
22 4746 69 
22 9091 59 


b. 


4345 18 


4345 10 
4345 09 
4345 08 
4345 09 
4345 08 


4345 08 
4345 07 
4345 97 
4345 06 
4345 06 


4345 06 
4545 03 
4345 05 
4345 (4 
4345 04 


4345 03 
4345 02 
4345 0f 
4345 02 
4345 02 


4345 OF 
4345 OF 
4345 OL 
4345 00 
4345 06 


4345 09 
43544 09 
4344 98 
4344 08 
4344 98 


4344 97 
4344 97 
4344 96 
4344 96 
2ER 


4544 95 
4344-05 
4344 94 
4344 9% 
4344 94 


4344 93 
4344 93 
4344 92 
4344 92 
4344 02 


4344 91 


| 4344 01 


4344 90 
4344 90 


log. Zana. k. 


9,900 7341 41 


9,999 7845 73 
7850 03 
7854 32 
7858 61 
7862 89 


9,999 7867 16 
7871 42 
7875 67 
7879 92 
7884 15 


9,009 7888 38 
789% 60 
7806 8t 
7901 02 
7905 21 


4,999 7909 40 
7913 58 
7917 75 
7921 91 
7926 06 


9,999 7930 20 
7934 34 
7938 47 
7942 59 
7046 70 


9,009 7950 80 
7954 89 
7958 97 
7963 05 
7967 12 


9,999 7971 18 
7975 23 
7979 28 
7083 32 
1987 34 


41959 7001 36 
7995 37 

- 7999 38 
8003 38 

8007 37 


9,999 3011 35 
8015 32 
8019 29 
8023 25 
8027 20 


9,909 8031 14 
8035 97 
8039 00 
8042 92 
3046 83 


D. 


432 


4 50 
4 29 
4 29 
4 28 
4 27 


4 26 
4 25 
4 28 
& 23 
4 23 


4 27 
4 21 
4 21 
419 
419 


+ 18 
4 17 
4 56 
& 15 
^ 14 


& 14 
4 13 
4 12 
4 11 
& 10 


4.09 
4 US 
4 0S 
407 
4 06 


405 
4 05 
4 04 
4 02 
402 


4 O1 
4 UL 
4 00 
3 99 
3 98 


3 07 
3 97 
3% 
3 96 
3 94 


3 93 
3 93 
3 92 
3 91 


jig 
4,2 


02 
03 
04 
05 


4,206 
07 
08 
09 
10 


4211 
12 
13 
14 
15 


4,216 
17 
18 
19 
20 


4,224 
22 
23 
24 


23 


4,226 
27 
28 
29 
30 


4,23 
32 
33 
34 
35 

4,536 
37 
38 


40 


4.241 . 


42 
43 
44 
45 
4.246 
47 
45 
49 
30 


4. Gudermann, Potenzial - Functionen Taf. Il. 


log. Gof. k. 


1,523 1024 76 


1,523 5385 7 
23 9726 7 
7 
7 


wn 


2% 4067 
24 84US 
25 2749 77 


e 


= 


1,525 7090 78 
26 1431 80 
26 5772 82 
27 0113 85 
27 4454 88 


~ 


1,527 8795 01 
28 3136 94 
28 7477 08 
29 1819 03 
29 6160 08 


1,530 0501 13 
30 4842 18 
30 9183 24 
31 3524 20 
31 7805 37 


2,532 2206 44 
32 6547 52 
33 0883 60 
33 5229 68 
33 9570 77 


1,534 3911 86 
34 8252 95 
35 2594 05 
35 6935 15 
36 1276 25 


1,536 5617 36 
36 9958 47 
37 4299 58 
37 8640 70 
38 2981 82 


1,538 7322 95 
39 1664 0S 
39 6005 21 
40 0346 35 
40 4687 48 


1,540 9028 63 
4i 3309 78 
41 7710 93 
42 2052 0S 
42 6393 24 


1,543 0734 40 
^ 43 5075 57 
43-9416 74 
44 3757 9i 
44 8099 09 


D. 


4340 99 


4341 00 
4341 00 
4341 OL 


' 4341 01 


4341 OL 


4341 02 
4341 02 


. 4341 03 


4341 05 
4341 03 


4341 04 
4341 04 
4341 04 
4341 05 
4341 0S 


4341 06 
4341 06 
4341 06 
4341 07 
4341 07 


4341 08 
4341 US 
4341 US 
4341 09 
4341 09 


4341 00 
4341 10 
4341 10 
4341 10 
4341 11 


4341 11 
4341 i* 
4341 17 
4341 12 
4341 13 


4341 13 
4341 13 
4341 14 
4341 14 
4341 14 


4341 15 
4341 15 


4341 16° 


4341 16 
4341 16 


4341 17 
4341 17 
4341 17 
4341 18 


log. Gin. X. 


1,522 9091 59 


1,523 3436 48 
23 7781 38 
24 2126 26 
24 6471 i5 
25 0816 03 


1,525 5160 91 
25 9505 78 
26 3850 65 
26 S195 51 
27 2540 38 


1,527 6585 23 
28 1230 09 
28 5574 94 
38 9919 79 
29 4264 63 


2,529 8609 47 
30 2954 30 
30 7290 14 
31 1643 06 
31 5988 79 


1,532 0333 61 
32 4678 42 
32 9023 23 
33 3308 04 
33 7712 85 


1,534 2057 65 

34 6402 45 
0747 24 
5092 03 
35 9436 82 


ww 
oy en 


1,536 378! 60 
36 8126 38 
37 2471 16 
37 6815 93 
38 1160 70 


1,538 5505 46 
38 9850 22 
39 4194 98 
39 8539 73 
a) 2884 48 


1,540 7229 23 
4i 1573 97 
41 5918 71 
42 0263 44 
42 4608 17 


1,542 8052 90 
43 3297 65 
43 7642 35 
44 1987 07 
44 0231 78 


D. 
4314 90 


4344 89 
4344 89 
4344 88 
4344 88 
4344 53 


4344 87 
4344 87 
4344 87 
4344 86 
4344 S6 


4344 85 


. 4344 85 


4344 85 
4344 S4 
4344 84 


4544 34 
4314 83 
4344 83 
4544 87 
4244 S2 


344 82 
4374 31 
4344 81 
4344 Si 
4344 80 


4344 80 
4344 79 
4344 79 
4344 79 
4344 78 


4344 78 
4344 78 
434% 77 
4344 77 
4344 77 


log. Tang. k. 


0,999 8046 83 


9,999 8050 73 
8054 63 
8058 51 
$062 39 
8066 26 


9,999 8070 13 
8073 98 
2077 83 
8081 67 
$085 50 


9,909 8089 33 
8093 15 
8096 96 
8100 76 
8104 55 


9,000 e108 34 
8112 12 
8115 90 
8119 66 
8123 42 


9,999 8127 17 
8130 90 
8134 63 
8138 36 
8142 08 


9,999 8145 79 


9,999 8164 24 
5167 91 
$8171 58 
8175 23 
$178 88 


9,909 8182 51 
5186 14 
$189 77 
8103 39 
8197 00 


9,098 8200 60 
204 19 
$207 78 
8211 36 
8214 93 


9,999 S218 50 
8222 06 
3225 GE 
$229 16 
3232 69 


12% 


D. 


3490 
3 88 
3 88 
3 87 
3 87 


3 85 
3 85 
3 5% 
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4. Gudermann, Potenzial - Funclionen Tof. II. 


k. log. Gof. &. D. log. Gin, ke D. log. Sang. k D. 


4,250 1.544 8099 09 4341 18 1,544 6231 78 4244 71 0,999 8232 60 3 53 
4.251 1,545 2440 26 4341 18 1,545 0676 49 4344 71 5,999 $236 22 3 53 
52 +5 6781 45 4341 19 45 5021 20 4344 70 8239 75 3 52 
55 qui 1122 63 4341 19 45 9365 90 4344 70 8243 27 3 51 
54 40 $463 82 4341 19 46 3710,60 4344 70 $246 78 3 50 
35 46 9605 02 4344 20 46 8055 30 4344 69 8250 28 3 50 
4,256 1.547 4146 21 4341 20 1,647 2390 99 4344 69 9,999 8253 78 3 49 
57 4; 8487 42 4341 21 7 6744 68 4344 69 8257 27 3 48 
98 43 2828 62 4341 21 48 1089 37 4344 63 8200 75 347 
59 48 7169 83 4341 21 48 5434 05 4344 68 8264 22 3 47 
60 49 1511 04 4341 22 AS 9718 73 4344 68 8267 69 3 46 
4.261 1,549 5852 26 4341 22 1,549 4123 41 4344 67 9,999 8271 15 3 46 
69 50 0195 47 4341 22 49 8458 US 4344 67 8274 61 3 4 
63 50 4534 60 4341 23 50 2812 75 4344 67 8278 06 344 
64 50 8875 92 4341 23 50 7157 42 4344 66 8281 50 3 43 
65 51 3217 15 4341 23 51 1502 08 4344 65 8284 93 3 43 
4.266 1,551 7568 38 ^ 4341 24 1.551 5846 74 4344 06 9,999 S288 36 342 
67 52 1809 61 4341 24 52 0191 39 4342 65 8291 78 3 41 
68 52 6240 85 434i 24 52 4536 04 4344 65 8295 19 3 # 
69 53 0582 10 4341 25 52 8880 69 4344 65 8298 60 3 49 
70 53 4023 34 4341 25 53 3225 34 4344 04 8302 00 3 39 
4,271 1,553 9264 59 4341 25 1,553 7569 98 4344 64 9,999 3305 39 3 39 
72 54 3605 84 4341 26 54 1914 62 4344 63 8308 78 337 
73 54 7947 10 4341 26 54 6259 25 4344 03 8312 19 3 37 
74 55 2288 36 4341 26 55 0603 88 4344 63 8315 52 3 37 
75 55 6629 62 4341 27 55 4948 51 4344 63 $318 89 3 36 
4.276 1,556 0970 89 4341 27 1,555 9203 13 4344 62 9,999 8322 25 3 35 
17 56 5312 15 4341 27 56 3637 75 4344 62 8325 60 335 
78 56 9653 43 4341 28 50 7982 37 4344 61 8328 95 334 
79 57 3994 70 4341 28 57 2326 99 4344 61 8332 29 3 33 
80 57 8335 98 4341 28 57 6671 60 4344 61 833502 | 33 
4,281 1,558 2677 26 4341 29 1,553 1016 20 4344 60 9,999 8338 94 3 32 
82 58 7013 55 4341 29 58 5360 81 4344 60 8342 26 331 
83 $9 1359 84 4341 29 58 9705 44 4344 60 8345 57 3 31 
84 59 5701 13 4341 30 59 4050 01 4344 59 8348 88 329 
85 60 0042 43 4341 30 59 8394 60 4344 59 8352 17 3 29 
4,286 1,560 4383 73 4341 30 1,560 2739 19 4314 59 9,999 8355 46 3 29 
87 60 872503 4341 31 60 7083 78 4344 50 8358 75 3 29 
88 61 3066 33 4341 31 61 1428 37 4344 58 8362 04 3 27 
89 61 7407 64 4341 31 61 5772 95 4344 58 8365 31 3 26 
90 62 1748 95 4341 52 62 0117 52 4344 58 8368 57 3 26 
4,291 1,562 6090 27 4341 3? 1,562 4462 10 4344 57 9,999 8371 83 3 25 
92 63 0431 59 4341 32 62 S806 67 4344 57 8375 08 3 25 
937° 63 4772 91 4341 33 63 3151 24 4344 57 8378 33 324 
94 63 9114 23 4341 93 63 7495 SO 4344 56 8381 57 3 24 
95 64 3455 56 4341 33 64 1940 27 4344 56 8384 SL 3 23 
4,295 1,564 7706 39 4341 34 1,564 6184 02 4344 56 9,999 8388 04 3 21 
S7 65 2138 23 4341 34 | 65 0520 48 3344 55 8391 25 321 
98 65 6479 57 4341 34 65 4874 03 4344 55 8394 46 321 
99 66 0820 91 &341 35 65 9218 58 4344 55 8397 67 3 21 


1,300 66 5162 25 06 3503 13 3400 88 


R. 


4,300 


4,301 
02 
03 
04 
05 


4,306 
07 


4,33 
37 
38 
39 
40 


42 
43 
44 
45 


4,346 
47 


49 


4. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. U, 


log. Gof, k. 


1,566 5162 25 
1,566 9503 60 
67 3844 95 
67 5156 30 
68 2527 66 
68 6360 02 


2,506 1210 38 
69 5591 75 
69 9893 12 
70 4234 49 
70 8575 87 


1,571 2917 25 
71 7258 63 
72 1600 OL 
32 5941 40 
13 0282 79 


1,573 4624 19 
73 8905 59 

. 74 3306 99 
74 7648 40 
75 1989 80 


1,575 6331 22 
76 0672 63 
76 5014 05 
76 9355 47 
77 3696 89 


1,577 8038 32 
78 2379 75 
78 6721 18 
79 1062 61 
79 5404 05 


1,570 9745 49 
80 4086 93 
80 8428 38 
81 2769 83 
81 7111 28 


1,582 1452 74 
82 5794 19 
83 0135 65 
83 4477 12 
83 8818 59 


1,534 3166 05 
S4 7501 53 
85 1843 01 
85 6184 46 
86 0525 9/ 


1,586 4867 45 
S6 9208 94 
87 3550 44 
87 7801 93 
88 2233 43 


iL 


4341 


4341 
4341 
4341 
4341 
4541 


4341 
4341 


434 : 


4341 
4341 


4341 - 
434 


4541 


4541 © 


4341 


4341 
4341 
4341 
4341 
434i 


4341 
4541 
4341 
4341 
4341 


4341 
4341 
4341 
4341 
4351 


4341 
4341 
4341 
4341 
4341 


4341 
4341 
4341 
4341 
434 


341 
434L 
4341 
4341 
4341 


4341 
4541 
434i 
4341 


35 
35 
35 
36 
36 


ob 


"n 
40 
40 


40 
A1 


41 


41 


Al 
42 
42 
42 
43 


43 
43 
44 
44 
44 


46 
46 
46 
47 
47 


47 
48 
48 
48 
49 


49 
49 
50 
50 


log. Gin. k. 


1,556 3563 13 
2,566 7907 67 
67 2252 21 
6; 6896 75 
68 0041 29 
68 6285 82 


$568 9630 34 
69 3974 87 
69 3319 39 
70 2663 99 
70 7008 42 


1 1352 93 
71 5697 44 
72 0041 94 

2 4386 44 

2 8730 94 


9076 44 
7419 93 
Lite 42 
bLO8S 00 
5 0453 38 


v 
bi 
e 


ey ad AP ep €f 


BW QS 


rx 


x 


1,575 4707 86 
75 9142 34 
76 3486 82 
70 7831 29 
71 2175 75 


1,577 6520 22 
78 0864 63 
78 5209 14 
78 9553 60 
79 3898 05 


‚572 8242 50 
86 2586 95 
80 6031 39 
81 1275 83 
81 5620 27 


1,581 9064 70 
82 4309 13 
82 8653 56 
$3 2997 99 
83 7342 41 


1,584 1686 83 
84 6031 24 
85 0375 66 
85 4720 07 
85 9064 47 


1,586 3408 88 
86 7753 28 
87 2097 68 
87 6442 07 
83 0786 47 


D. 


4344 54 
4344 54 
4342 54 
4344 53 
4344 53 
4314 53 


4314 52 
4344 52 
4344 52 
4344 SL 
4344 51 


4344 51 
4544 50 
4344 50 
4344 SU 
4344 50 


4344 4G 
4344 49 
4344 49 
+344 48 
4344 48 


4344 48 
4344 47 
4344 47 
4344 47 
4344 47 


4344 46 
4344 46 
4344 46 
4344 45 
4344 45 


4344 45 
4344 44 
4344 44 
4344 44 
4344 43 


4544 43 
4344 43 
4344 43 
4344 42 
4344 42 


4344 42 
434% 41 
4344 41 
4344 41 
4344 41 


4344 40 
4344 40 
4344 40 
4344 39 


log. Tang. k. 


9,999 5400 $8 
9,999 8404 07 
8407 26 
8410 45 
£413 63 
8416 80 


9,999 S419 96 
$425 12 
S436 27 
8429 41 
8432 55 


9,999 8435 63 
$438 81 
8441 93 
8445 04 
8448 15 


9,999 8451 25 
8455 34 
8457 43 
8460 St 
8463 58 


9,999 8466 65 
8469 71 
8472 77 
8475 82 
8478 86 


8,999 3481 90 
8484 03 
8497 96 
8490 99 
8194 00 


9.909 8497 01 
8500 02 
8503 01 
3506 00 
$508 99 


9,999 S511 97 
8514 94 
8517 0) 
8520 87 
8525 83 


9,990 8526 78 
8529 72 
853% 65 
8535 58 
8538 51 


9,999 8541 43 
8544 34 
8547 24 
8550 14 
8553 04 


D. 


2:119 


19 
19 
13 
17 
16 


wa t9 59 


(C v 


16 
15 
14 
1% 
13 


C C WwW © 


wu www 
y vid 


9 69 
3 08 
307 
3 07 


3 06 
3 06 
3 05 
3 04 
3 (4 


3 03 
3 03 
3 03 
3 ui 
3 01 


3 Of 
2 99 
2 29 
2 99 
98 


LÀ 


97 
97 
96 


Born) oso D 


95 


OF 


2 
EN 


93 
93 


SD nn 2 


» 
S 


ot 
x 
90 
2 90 


D o4.) rn 


93 


k. 
4,350 
4,351 


= 
6 
- 


53 
54 
55 


4,356 
5: 
58 
50 
60 


4.361 
62 
63 
64 
65 


4,366 


4,376 
17 
78 
79 
30 


4,381 
82 
83 
84 
85 


4,386 
37 


4,391 


92 © 


93 
94 
95 


4,396 
97 


99 
4,400 


4. Gudermann, Potensial-Bunctionen 1af. U. 


log. Gof. k. 


1,588 2233 43 


1,588 6574 93 
89 0916 43 
89 5257 91 
89 0590 45 

À. 90 3940 96 

eo, 

tio 8282 47 

SOL 2623 99 
Foi 6065 51 
«92 1307 02. 

92 5648 55 


1,592 9990 07 
93 4331 60 
93 8673 44 
91 3014 67 
94 7356 21 


1,505 1697 76 
95 6039 30 
96 0380 85 
95 4722 40 
96 0063 95 


1,597 3405 51 
97 7;41(07 
98 2088 63 
98 6430 19 
09 0771 76 


1,599 5113 33 
90 0454 90 
1,500 3706 48 
00 8138 06 
OL 7379 64 


1,601 6821 22 
02 1162 8) 
02 5504 40 
02 0845 99 
03 4187 69 


1,603 852" 18 
04 2870 78 
04 7212 39 
95 1553 99 
05 5895 60 


1.606 0237 21 
06 4578 83 
06 8920 44 
07 3262 06 
07 7603 68 


1,008 1945 30 
08 6286 93 
09 0628 56 
09 4970 19 
00 9311 82 


4341 5 
4341 52 
4341 52 
4341 52 
4343 $3 


4341 53 
4341 53 
434i 54 
4341 54 
4341 5% 


4341 55 
4344 55 
4341 55 
4341 55 
A341 66 


4341 50 
8341 56 
4341 56 
4341 57 
4541 57 


4541 5, 
4311 58 
4341 58 
4341 38 
4341 9S 


434i 59 
4341 59 
4341 59 
4341 60 
4341 60 


434) 60 
4341 60 
4351 51 
4341 61 
4341 61 


4341 61 
4341 62 
4341 62 
4341 62 
4341 62 


4341 63 
4341 63 
4341 63 
4341 03 


log. Gin. X. 


1,588 0786 47 


1,588 5130 86 
88 9475 25 
80 3819 03 
89 8164 OL 
90 2508 39 


1,500 6852 77 
91 1197 14 
91 5541 51 
91 9885 88 
92 423) 25 


1.502 8574 61 

03 2018 97 
93 7263 32 
.94 1607 68 
94 5052 03 


$,595 0200 37 
95 4640 72 
05 8985 06 
96 3329 40 
96 7673 74 


1,097 2018 07 
07 6362 40 
98 0706 73 


GS 5051 05 
08 9595 38 


1,599 3739 70 
99 S084 02 
3,600 2428 33 
00 6772 65 
OL 1116 96 


1,601 5461 26 
01 9805 57 
02 4149 87 
02 8404 1G 
03 2838 46 


1,003 7182 75 
04 1527 04 
04 5871 33 
05 0215 61 
03 4559 89 


1,605 8904 17 
06 3248 45 
06 7592 73 
07 1937 00 
07 6281 27 


1,608 0625 53 
08 4969 80 
08 9314 06 
09 3658 32 
Q9 8002 57 


D. 


4344 39 


4344 39 
4344 39 
4344 35 
4344 38 
4344 38 


4344 37 
4344 37 
4344 37 
4344 37 
4344 36 


1344 36 
4344 36 
4344 35 
4314 35 
4344 39 


4344 35 
4324 34 
4344 34 
4344 34 
4344 33 


4344 33 
4344 33 
4344 33 
4344 32 
4344 32 


4344 32 
4344 32 
4342 3] 
4324 31 
4344 31 


4344 30 
4344 30 
4344 20 
4344. 30 
4344 29 


4344 20 
4344 29 
4344 28 
4344 28 
4344 28 


4344 23 
4344 28 
4344 27 
4344 27 
4344 27 


4344 26 
4344 26 
4344 26 
4344 26 


log. Zang. ke 


9,999 8553 U4 


9,999 8555 93 
8558 82 
8:61 69 
8664 56 
St67 43 


9,999 8570 30 
8573 16 
8576 O2 
$578 36 
$581 70 


9,909 9531 54 
$587 37 
8500 19 
$503 01 
$595 82 


9,999 9598 62 
8601 42 
8604 21 
8607 UO 
8009 79 


9,999 S612 56 
8615 33 
8618 1U 
8620 87 
8623 62 


9,999 3626 37 
8629 12 
8631 86 
8634 59 
8637 32 


9,909 8640 04 
8642 76 
8645 47 
8648 17 
8650 87 


9,999 $653 57 
8636 26 
8658 94 
8661 62 
8664 29 


9,990 8666 96 
8669 63 
$672 29 
8674 94 
8677 59 


9,990 8680 23 
S682 87 
8685 50 
8688 13 
8690 75 


D. 


2 89 


239 
287 
2 87 
287 
2 87 


2 36 
2 85 
2 55 
2 84 
2 84 


2 53 
2 82 
282 
281 
2 80 


2 80 
21/9 


2-72 
2 71 
2 70 
2 70 
2 10 


2 68 


2 68 
2 67 
2 67 


2 67 
2 66 
2 65 
2 65 
2 64 


2 64 
2.63 
2 63 
2062 


k. 


4,100 
4,401 
02 
03 
04 
05 


4.406 
07 
08 
09 
10 


4,411 
12 
13 
14 
15 


4.416 
17 
18 
19 
20 


44?1 
22 
23 
24 
25 


4,426 
27 
28 
29 
30 


4,431 
H2 
33 
34 
35 
4,436 
27 
38 
59 
40 


4,441 
12 
43 
44 
45 


4.446 
47 
[Iv] 
19 
50 


4. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. IL. 


log. Gof. Ks 


1,609 9311 82 


1,610 3653 46 
£0 7995 10 
11 2336 74 
#1 6678 39 
12 1020 0% 


1,612 5361 69 
12 9703 34 
13 4044 99 
13 8386 65 
14 2728 31 


1,014 7069 93 
15 1411 6% 
15 5753 31 
86 1094 98 
16 5436 65 


1,616 9778 33 
37 3120 04 
17 7461 69 
18 1303 37 
18 6145 U6 


1,619 0486 74 
40 4828 44 
10 9170 13 
20 3511 83 
20 7853 52 


1,628 2105 23 
21 6536 93 
22 0878 64 
22 5220 34 
22 9562 05 


1,623 3903 77 
23 8245 48 
24 2587 2C 
24 6928 92 
25 1270 63 


9,625 5012 37 
25 0054 10 
26 4205 83 
26 8637 56 
27 2979 29 


1,627 7321 03 
28 1662 77 
28 6004 51 
29 0346 26 
29 4688 01 


1,629 9020 75 
30 3371 51 
30 7713 26 
31 2055 0% 
31 6396 78 


D, 


4341 64 


4341 0£ 
4341 64 
4341 65 
4341 65 
4341 65 


4341 65 
4341 68 
4341 66 
4341 6G 
4341 67 


4341 66 
4341 67 
4341 67 
4341 67 
4341 68 


$341 68 
4341 65 
4341 58 
4341 6% 
4341 69 


434i 69 
4341 69 
434% 70 
4341 70 
4311 70 


4341 7 
4341 71 
4341 7 
4341 71 
4341 7k 


4341 72 
4341 72 
4341 72 
#341 72 
4341 73 


4341 73 
4341 73 
4341 73 
4341 7% 
4341 7% 


4341 74 
4341 74 
4341 74 
4341 75 
4341 75 


4341 75 
4341 73 
4341 75 
4241 76. 


log. Gin. k, 


1,609 8002 57 


1,610 2346 83 
10 6691 0$ 
11 1035 32 
11 5379 57 
11 9723 88 


1,512 4068 05 
12 8412 29 
13 2756 5% 
13 7109 75 
14 1444 98 


2,614 5789 28 
$5 0133 44 
15 4477 66 
25 8821 88 
46 3166 09 


1,616 7510 31 
47 1854 52 
17 6198 73 
18 0542 94 
18 4337 14 


£,018 923i 34 
19 3575 54 
49 7919 74 
20 2263 93 
20 6608 12 


1,621 0052 3f 
21 5296 50 
21 9640 68 
22 3084 88 
22 $329 04 


1,623 2673 22 
23 7017 26 
24 1361 57 
24 5705 74 
25 0049 90 


1,625 4304 07 
25 8738 23 
26 3082 39 
20 7426 55 
27 1770 79 


1,627 61:4 86 
28 0459 Of 
28 4803 13 
28 S147 30 
29 2491 44 


1,629 7835 58 
30-2170 72 
30 6523 36 
31 0867 99 
31 5212 42 


D. 


4344 25 


4344 25. 
4344 24 
4344 28 
4344 24 
4544 2€ 


4344 2% 
4344 23 
4344 23 
4344 23 
&244 22 


4544 23 
4344 22 
4344 22 
4344 25 
4344 22 


4349 21 
4344 24 
4344 21 
4344 20 
4344 20 


4344 20 
4344 20 
4344 19 
4344 19 
4344 19 


454$ 19 
4344 13 
4344 18 
4344 15 
4344 19 


244 18 
$344 17 
4344 17 
&344 15 
4344 17 


4344 16 
4344 16 
4344 iG 
4344 16 
4344 16 


4544 15 
4344 1% 
4344 15 
4344 14 
4344 if 


4344 14 
4344 14 

344 13 
4344 13 


log. Tang. X. 


9,999 8690 75 


9,999 8693 37 
8695 98 
8698 58 
5701 18 
8703 77 


9,999 8706 3 
8708 95. 
$711 63 
8714 40 
8716 6? 


9,999 S719 23 
8721 80 
$724 35 
8726 90 
8729 44 


5,999 8731 98 
8734 54 
8737 04 
8739 57 
8742 GB 


9,999 8744 6G 
8747 10 
8749 64 
8752 1G 
8754 00 


4,9009 3757 68 
8759 57 
$762 OF 
S164 52 
8766 29. 


9,909 S766. 45 
8771 97 
3714 37 
8176 82 
8779.26 


9,999 8781 70 
8784 13 
8786 56 
8783 99 
9791 4% 


9,599 8793 83 
8706 24 
8798 64 
$801 04 
8803 43 


GO $803 83 
8808 21 
8810 60 
8512 07 
3815 34 


D, 


2 02 
2 61 
2 60 


259 


2 52 
* £9 


259 
2 58 
251 
2 57 
2 36 


2 57 
2 55 
255 
754 
2 54 


2 53 
2 53 
2 83 
2 51 
2 5 


2 50 
2 50 
4% 
50 


128 


Mog. Ww 


247 
2 43 
247 
2 47 


2 47 
2 45 
285 
2 4$ 
2 4 


2 43 
2 43 
2 43 
2 42 
242 


241 
2 40 
2 40 
2 39 
2 46 


233 
? 39 
2 37 
2 37 


95 


96 


k. 


4,450 


4,45! 
52 


59 
80 
4,461 
62 
64 
54 
.65 
4.466 
67 
aS 
68 
4,471 
72 
o 
74 
45 


4,476 
rai 
78 
79 


4481 
82 
83 
85 

4,486 
87 
88 
89 


4,491 
92 
93 
94 
95 


4,496 
97 
98 
og 
4,500 


A. Gudermann, Polenzial - Functionen Tof. UL. 


log. Sof. A. 


1.621 6396 73 


16 0735 4 
32 5080 30 
32 9422 7 
33 3763 94 
33 8105 6! 


1.534 2447 38 
34 6759 16 
35 1130 93 
35 5472 7 
53 9814 50 


1.636 4156 28 
36 8498 ,07 
47 2839 BO 
37 7181 65 
38 1523 45 


1,638 5865 25 
39 0207 04 
40 4548 85 
29 8390 65 
40 3232 45 


:3,640 7574 26 
41 1916 07 
4i 6257 88 
42 0399 70 
42 4941 „1 


1,642 9283 33 
43 3625 15 
43 7966 98 
44 2308 80 
44 6650 63 


4,645 0902 46 
45 5334 30 
45 9676 13 
46 4017 97 
AG 8359 81 


1,647 


1,649 4440 89 
49 8752 74 
50 3094 60 
50 7436 46 
51 1778 32 


1,651 6120 18 
52 0462 05 
$2 4808 91 
82 9145 79 
53 3487 66 


D. 


4341 76 
4341 76 
4341 77 
434; 77 
4341 77 
4341 17 


434i 78 
4341 7 
4341 78 
41 7 
4341 7 


4341 79 
4341 19 
4341 79 
4341 79 
4341 SQ 


4341 30 
4341 3G 
$54 S$ 
1341 81 
4341 81 


4341 81 
4341 81 
4341 81 
4341 92 
4341 82 


4341 82 
4541 82 
4341 83 
4341 83 
4341 85 


4341 83 
4341 8t 
&341 84 
4341 84 
4341 84 


434i 53 
#341 85 
4341 85 
434i 55 
4341 Su 


4341 85 
434i 86 
4341 86 
341 o6 
4341 £6 


4341 87 
4341 87 
4341 87 
4341 87 


log. Gin, X. 


1,631 5212 i2 


1,631 9556 25 
32 3900 38 
32 824^ 50 
33 2585 62 
33 6932 74 


1,634 1276 86 
34 5620 97 
34 9965 08 
36 4300 19 
36 8653 30 


1,636 2907 40 
36 7341 $0 
37 1685 60 
37 6029 70 
38 0373 80 


1.638 4717 89 
38 0061 9S 
39 3406 07 
39 7750 10 
40 2094 24 


1,640 6433 32 
41 0732 40 
41 5126 48 
4L 9470 55 

* 42 3814 63 


1,642 8168 70 
43 2502 77 
A3 6346 53 
44 1190 90 
44 5534 96 


1,644 9879 02 
45 4223 08 
45 $567 13 
46 2911 19 
46 7255 24 


1,647 1509 29 
47 5943 33 
48 0287 38 
48 4631 42 
48 3975 46 


1,649 3519 49 
49 7063 53 
50 2007 56 
$0 0351 59 
51 0695 62 


1.651 5059 65 
51 0383 67 
52 3127 60 
52 8071 72 
53 2415 73 


D. 


4344 13 


4344 13 
4344 12 
4344 12 
4344 12 
A344 1? 


4344 11 
4314 11 
4324 AL 
4344 11 
4344 10 


4344 10 
4534 lu 
4344 i0 
4344 10 
4344 AU 


£344 UG 
4344 09 
4344 00 
4344 08 
4344 Ue 


4344 US 
4344 US 
4344 07 
4344 08 
4344 07 


4344 07 
4344 05 
434% 07 
4344 06 
4344 06 


4344 06 
4344 05 
4314 06 
4344 US 
4344 US 


4344 04 
4344 05 
4344 04 
4344 04 
434% U3 


4344 04 
4514 03 
4344 03 
4344 0* 
4544 3 


$344 172 
4544 02 
4544 02 
4344 02 


(Die Fortsetzung folgt. ) 


ET e rmt 255 


log. Sang. *. 


9,909 8815 34 


9,999 8817 71 
8520 08 
8822 43 
8824 78 
$827 13 


9,999 882 48 
$831 SL 
S834 15 
8836 47 
3838 80 


9,909 8841 12 
8943 43 
8845 74 
$848 05 
8850 35 


9,909 8822 64 
8354 04 
8857 ?2 
8550 St 
8861 79 


9,599 8864 06 
8866 35 
8868 60 
$870 56 
3873 12 


9,909 8875 37 
8877 62 
3879 86 
$882 10 
$884 33 


9,999 8886 56 
_ 8888 78 
3891 00 

$805 22 

8895 43 


9,999 $897 64 
$890 64 
$902 04 
$904 23 
8906 42 


9,900 898 6U 
$910 79 

891% 96 

915 13 


$917 30 


9,999 8019 47 
3921 62 
8923 78 
8925 93 
8925 07 


D. 
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5. 
Bemerkungen zur hóhern Arithmetik. 


In Folge eines Aufsatzes des Herrn Th. Clausen im 2. Hefte des 
8. Bandes d. Journ. S. 140. 


(Von Herrn Dr. Stern zu Göttingen. ) 


Wenn p eine in der Form 6n-+1 enthaltene Primzahl ist, so hat die 
Congruenz x°= 1 (mod.p) immer zwei Wurzeln, die Einheit nicht mit- 
gerechnet, Nennt man die eine Wurzel f, so daís /^——1 (mod. p) ist, so 
findet man die andere f! durch die Congruenz f'— f? (mod. p). Die Wur- 
zel f' kann auch durch die Congruenz 1-+ f 4- f? — 0 (mod. p) bestimmt 


werden, aus welcher f'zz —(1-4-/) folgt. Da ferner pe f^ ist, so hat 


man f= 5 "Wie Herr Clausen bemerkt, kann immer, wofern 2 ein 


kubischer Nichtrest ist, eine Wurzel der Congruenz 2° = 1 (mod. p) durch 


die Formel 2”= + pee gefunden werden. Daher erhält 
- An Typ) sees 


man in diesem Falle die andere Wurzel durch die Formel 
Fr (2n 4-1) (2n 4- 2)..... 3n — 9%, 
= (n4-1)(n4-2).....2n 
Setzt man p=a-+32? und 4p = g°-+ 27h’, so ist, wie bekannt: 
9 
DEL er eet 
und zwar muís das obere oder untere Zeichen genommen werden, je 
mchdem g entweder in der Form 372-]-2 oder in der Form 37 +1 
enthalten ist, Statt dieser Formel kenn man auch — 
fr 4-1) (2n-1-2) ....(8:)F* 
1902.14 
schreiben. ist nun 2 ein kubischer Rest, so bat man g == 22 und zugleich 
(2n-4-1),(2n 4-2)... . 3n zm X (n 4-1) (2 4- 2)....275 folglich kan» in die- 
sem Falle a direct bestimmt werden, und zwar hat man 
— Md 
wo das positive oder negative Zeichen genommen werden muls, je nanh- 
dem 6 in der Form 372-1 oder 3m-+? enthalten ist. Die Formel ©.) 
Crellés Journal d. M. Bd. IX. Hft. L 13 
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gilt aber nicht blos in dem besonderen Falle, sondern auch, wenn 2 cio 
kubischer Nichtrest ist, und man hat ganz allgemein 2a == t: 2", g (mod. p), 
und zwar muls das negative Zeichen genommen werden, wenn a und 5 
beide in der Form 3m -+1 eder in der Form 3m --?2 enthalten sind, und 
das positive, wenn a in der einen, g in der andern Form enthalten ist. 

Aus der Congruenz 1+f+fP=0 folgt (1--2/? 22 —3. Nun ist 
at==— 36? =(14+-2/). 0, folglich a t (1--2/)5 oder (14+-2f)a=+30. 
Ist daher 2 ein kubischer Niehtrest, so kenn auch 5 direct bestimmt wer- 
den; nur entsteht die Zweideutigkeit, ob das positive oder negative Zei- 
chen genommen werden mufs. Eine ühnliche Zweideutigkeit x schon 
Gi s bemerkt (Comment. de resid. biguadr.). 

Aus g'zz —27 folgt —3g°= 81/7" oder (1--2fy g? 81%, 
also ist (1--2/)g =: +92, und es kann daher auch / direct bestimmt 
werden, wenn 2 ein kubischer Nichtrest ist, wie schon Herr Clausen 
bemerkt hat, nur darf man nicht vergessen, dafs auch hier eine Zweideu- 
tigkeit wegen des Zeichens enisieht. 

Herr Clausen bemerkt ferner, dafs g immer ein kubischer Rest 
ist, Hieraus folgt, dafs auch À immer ein solcher ist. Da nun g —2 a ist, 
so mufs auch 4 ein kubischer Rest sein, sobald 2 ein solcher ist. In dio- 
sem Falle ist p== a? +- 272°, also auch mm ein kubischer Rest. Aus der 
Formel 2¢==+2”.¢ folgi, dais überhaupt a ein kubischer Rest oder Nicht- 
rest ist, je nachdem 2"-* das eine oder das andere ist. 
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6. 


De theoremate Abeliano observatio, 
(Auct, C. G. J. Jacobi, prof math. Regiom.) 


soam; 


Demonstravit Ci. Abel (Vol. Ti. p. 315. sqq.), designantibus U, V, 4, B 


e . ° sge = ne x dx 
functiones integras variabilis x, atque li(z) integrale VE) à IT (x), 





aa ADS JR MERS 


radices aequationis aigebraicac UU — BEP == 0 tales fore, ut summa 
zb Il), ad omnes illas radiees oxtens>, a coéfficientibus functionum U, 


y omnino non pendeat; quod theorema etiam ad casum generaliorem ex- 
x 
tendit, quo I1(z) = e. Fran’ designantibus #, 7 et ipsis functiones 
quaslibet integras varlabilis «. Quippe quo casu demonstravit, summam 
>41») pone eraliter expressiont e fsebraicae et lovarithmicae coëfficientium 
functionum 2, V aequalem fore. Signa + singulis Il{x) m summa as- 
signota praefipenda eadem esse debe nt atque valorum expressionis 4/7. 
Observo, theorema facile extendi ad casum, quo aequatio proposita fit 
ANG A. ABÜUF--CPFF-0, designanübus rureus 4, B, C, 8; T, U, F 
funchones integras, atque li(x) imtograle "a aW AB == [f(x). Quo 
sasu, siquidem ponitur 7 = rz-—«, ad quem casum generalior facile re. 
vocatur, {heorema Abelianum ita seit 
Theorema. „Sint 4, B,C, 5, U, F fonetiones integeae variabilis 


1 7 Sda 3 
zr, ponatur BB — 4C = Q (x), atque integrale t Á ÈS (CV AUS ES II (x), 


radices aequationis algebraicae AUX --2 BEP + CVF =0 tales erunt, ut 

summa 2-+Ii(2), ad omnes eius radices extensa, sit C +r— L, designante 
1) C quantitatem a coëfficientibus functionem LU, # independentem ; 
2) r functionem algebraicam coéficientium funotionum U, 7, aequalem 


coéfficienti termini E in evolutione expressionis 
S os dU BE A PY (gn) 
(a—e)V (po) 9 AU-- BF —Y Y GE)’ 
evolutione secundum dignitates descendentes ipsius æ insütuta; 
3) L valorem expressionis 
S ,'AUA-BFA- F Y (qa) 
Ye) PE AU-CBP-—F Y (qax)? 
posito x = a. 
Signa +, quae in summa assiguata CZ [Iz singulis Îl{x) praefi- 
T PU. 
genda sunt, eadem sunt atque valorum expressionis rn SE LAM 
Posito B = 0, hoc theorema in Abelianum abit; demonstration? su 


* persedeo, cum pro utroque eadem sit. 
Regiomonti, 14. Maii 1832, 
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We 
Aufgaben und Lehrsätze, 


erstere aufzulösen, letztere zu beweisen. 


ren ernst FR ROR Ten N OEE en en 


(Auct. Dr. C. J. D. Hill, Loud. Goth.) 
Theoremata. 


1. A equatio unaquaeque cubica ad solubiles, quas propo- 


suit cel. Abel, pertinet. Len aequatione y? — Jav A 
er 2 by te ey) VIR ila hae dl SS 
sitis =a’ — D^ y m Lg pay VEIT? 8896 = LEG pay) V3? 
invenietur, calculis rite subductis, haec radix y, — f», =Sfy=Sfys item- 
que y=fy=f’y=y. Aequationis radices sunt igitur y, fy, f^y, exsi- 
stente /^y — y. Inde et consequitur, cum radix y, sub forma a--a, y-t-e,, y 
exprimi potest, functionem quamcunque radicis alterius rationalem, dum- 
modo haec tribus subjiciatur conditionibus, alteram dare radicem y,. 

2, Qum ita de radicibus cubicis docuimus, alteram per alteram non 
modo rationaliter sed et per ejusmodi functionem exprimi, quae ter ite- 
rata hanc ipsam radicem reddet: quaeritur, numne simile quid de radi- 
cibus aequationum aliquot superiorum vel saltem biquadraticae, cum et haec 
solubilis sit, doceri possit? 





| Problemata. 

3. Kxsistentibus x et x, radicibus aequationis 3“, 4" vel 7° gradus, 
functionem irrationalem À invenire ejusmodi, ut x, — Rx, atque f" z — sit. 

4, Aequationem 5" gradus in aliam mutare, cui tantummodo uni- 
cus coefficiens arbitrarius insit. 

5. functionem dati ordinis rationalem (B) invenire, quae aliquo- 
ties iterata ipsam radicem reddet, h. e, ejusmodi, ut E" x == x sit, exsistente 
exponente iterationis 7 numero integro, Rx == R(R'x). 

6. Quaeritur functio (fr), quae indefinite iterata formam ad expo- 

: 2 
nentem datam, (ex sr. J x ie Seca dE recipiat, exsistentibus p, p, , p,,, 


DNI LET pe 
9, 9,» 9, iuncüonibus ipsius x simul determinandis. 
| 7. Data functione (7g), quaeritur alia (Q) talis, ut (gx) = Qx +1 
sit; seu quaeritur functio, cujus differentia, pro incremento argumenti 
== g2-—x, constons sit. 
8. Datis functionibus f et 7 quibusvis, quaeritur alia duplicis argu- 
menti ® ejusmodi, ut Q(z, r+ 1) z Ol fa2,r)+ gx sit. 
9. Functionem, quae datae cujuscunque indefinities iterata est, se- 
eundum iterationis exponenfem differentiare. 
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(Von Herrn Prof. Guderman» zu Cleve.) 
Lehrsätze und Aufgaben. ? 

10. Zu einem sphiirischen Dreiecke A ;ehóren immer drei Neben- 
dreiecke A‘, A^, A’, welche mit ihm zusammengenommen die halbe 
Kugelfläche ausmachen; die Badien der um diese Dreiecke geschriebenen 
Kreise mögen R, R', R^", R’, und die Radien der in sie geschriebenen 
Kreise r, r. r’‘, 7’ sein. Unter diesen acht Radien finden nun mehrere 
Relationen statt, wovon die bemerkenswerthesten die folgenden sind: 

Setzi man «& — tang R', B=tangR”, y==tangh’’, J ==tangR, und 

«= cotg r', (2! zccotgr^, y' —zcotgr/", d'= cotgr, so ist 
1. G+y+b—a) (ad-y--0—) (a -B-F0—]py) (5-1 Hyde yo 
| = 4 (a 4- yo) («y 4- B9) (y T7 0). | 

Werden also a, B, y als bekannt, und à als unbekannt angesehen, so ist 
à eine Wurzel dieser Gleichung des fünften Grades. Welche sind die übri- 
gen Wurzeln derselben? | , 

U. Wenn aus a, ß, y die Gröfse Ô bestimmt ist, so finden sich «', 
3, y', à^ nach den Formeln: 


BE E S—y. ww. a+6+y—8 
a’ Sn PE, Bie rare fac Arterien. Da TUERI 
IT. Wenn drei von den vier Größen a’, 2’, y‘, 0^ gegeben sind, 
so dient zur Findung der vierten die Gleichung 5ten Grades: 
(By Heim‘) (+ Ba HB +0 y) (ct! 1-9 4-y/—-9") on! By" 
one 4o Bite y 0^) (a y'4- Q0) (Q^ y+ a! 0^), 
Welche sind die vier übrigen Wurzeln dieser Gleichung’ 
IV. Die vier übrigen Grifsen finden sich dann nach den Formela : 
72 4100! 4 t, Pr LA AL —M ri , BR VI 
a Ehre p= ur Bo eos + Bp on NEA 
Eine Folge hiervon ist, dafs 
4 : y i / à 
V. yet, 
ad-B—y'4-05 P+y=a’ +0’; iier a m5 amr y: 
=a'+y" 
VE. Pytadely te; yLO = y HE Rs eem y. 
VIL 24. @ +2 y^-2yü-Ló* und a"— 220-1 9^ — y"^-4-2y6--0" ; 
etm 22^ y! m (4260 +0 und a^--2« Vir tert 
RP y Hr und a’ +2 + — (^ --20y-L-y^. 
Überhaupt können aus drei von den acht Größen A CPC ARC cu^, 
(^, y’, à die fünf übrigen, wie auch die Seiten und Winkel, Inhalt und. 
Umfang der Dreiecke A, A’, A’, A’ zum Theil nach sehr einfachen 
Formeln berechnet werden. Nach welchen ? 
Wenn @=ß== ist, so redueirt sich die Gleichung fünften Gra- 
des zur Findung von © leicht auf eine Gleichung zweiten Grades. Das- 
selbe ündet Statt, wenn a/--() —' gesetzt wird. 
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11. Wenn die innern Winkel eines vollständigen sphärischen Vier- 
ecks ABCDEF (Taf. 1. Fig. 1.) mit den Buchstaben ihrer Scheitel 4, B, 
€, D, E, F bezeichnet, und durch EG und GF die Nebenwinkel von Z 
und P halbirt werden, so ist immer | 

cos À +- cos B + cos C + cos D = 4 sin 2 sin > cos G. 
Ferner hat man cos E cos F — cos 4 cos B = sin C sin D cos CD, und Ähnliche 
Formeln hat man in Bezug auf die beiden andern Diagonalen AB und EF, 

Die beiden aufgestellten Formeln gelten auch in der Planimetrie, 
wenn nur in der zweiten 1 für cos CD gesetzt wird. Die reciproken 
Sätze hierzu sind bekannt, 

12. Wenn drei von einem Puncte P (Fig. 2.) ausgehende Bogen 
von Hauptkreisen von einem vierten in 4, B, € geschnitten, und in ihnen 
drei andere Puncte a, 6, c angenommen werden, so liegen diese eben- 
falls in einem Hauptkreise, wenn ist: 


sin B5 . sinzÍa . i sinCe . 
AC —= —— sin BC + -— sin ZB, oder 
sain Pc d 








—— —— SMS 

sin Pb sin Pa 

sin PB .. unJ4 . ae, sb PU > 

eC ae 1( le rette I iC co ds . B 
naits== sin DC + sin 4D. 

tang Pb tang Pa a tang Pc 


Die analogen Formeln der Planimeirie sind bekannt. 

13. Wenn von drei Puncten ./, 8, C eines Hauptkreises (Fig. 3.) 
drei Bogen AP, BP, CP von Hauptkreisen gezogen werden, welche sich 
in P schneiden, und man von denselben drei Puncten noch drei eben 
solche Bogen 4Q, BQ, CQ in anderen Richtungen zieht, so gehen auch 
sie durch Einen Punct-Q, wenn ist: 








sin PBQ . p ca 11 PAQ TN, Sp sin PCG E 

= OER i ae enr V Eso BPC + Sox sio 4PB, oder 
sin PBX . m ON sin PAX . BP 4 sin PCR e 

ian OB Kees db anak ae GE ox PRAE: 


Diese beiden Formeln gelten unverändert auch in der Planimetrie, wenn 
nur gerade Linien statt der Halbkreise genommen werden. 

14. Werden von zwei Puncten M und W eines Hauptkreises (Fig. 4.) 
die Berührungslinien MA, MB, NC, ND an einen Kreis auf der Kugel 
gezogen, so ist immer 

a B i t e p 
tang $ tang == fang CE tang 5- « 
Dasselbe Theorem gilt in der Ebene des Kreises, wenn MN, MA, MB, 
NC, ND gerade Linien sind, wovon die vier letzten den Kreis berühren. 
Es wird ein elementarer Beweis dieser beiden Sätze verlangt. 


(Von einem Ungenannten. ) 
| Lehrsütze und Aufgaben. 
15. Dreht sich ein rechter Winkel in der Ebene eines Kreises um 
seinen festen Scheitelpunet, so ist der Ort der Mitte der Sehne, zwi- 
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schen scinen Schenkeln, ein zweiter Kreis, dessen Mitteipunct in der Mitte 
zwischen dem Mittelpuncte des ersten Kreises und jenem festen Puncte liegt. 
16. Bei der Ellipse ist das Rechieck unter den beiden Leitstrah- 
len, die nach irgend einem Puncte derselben gezogen werden, gleich dem 
Quadrate des halben Durchmessers, welcher mit der Tangente in jenem 
Puncte parallel ist. Findet dieser Satz auch bei der Hyperbel statt ? 


(Von dem Herrn Vermessungs - Revisor Nerest zu Stralsund.) 
Lehrsatz. 
17. Kin Ausdruck der Tangente durch eins Reihe der Potenzen 
ibrer Logarithmen pt: 


tangz = 
log tangæ | 1 AU a! 3! ] 
Pb Lier t gigs tan amet 
logiangrV[ 1,241: , 3.342! 410435, — 
ue turtur ke] 





log tanga\* 


log tangæ\* 34241, 4.643.342! 4354-4143! | 
iC ege ss is Kor: 


1 
wtug t ge * o. — 
1 ,443+2+1 , 5.10-44.643.342! t asc a ed eiui | 








Toga la t xs À —— gine | VO WU; 
logtanger\ A „5t44342 41 | 6.1545.1044.643.342! 4 7173+6.85+5.3644.1143! 
n/a tt 7385s AaB rset ham 


+ » * . “ > * * + . . e “ L] . e * . . * e a * ® * * a » » * 
Es ist z.B. 175 = 6.15 + 5.10 + 4.6-4-3.3 +-2!, woraus die Forte 
schreitungs-Art dieser Reihen zu erkennen. 
Für tang x= 2 ist die Summe der eingeklammerten Reihen == 1. 


(Von Anderen.) 


Aufgaben, 

18. Der körperliche Inhalt eines abgekürzten Kegels, dessen Grund- 
flächen senkrecht auf der Axe stehen und, gleich allen übrigen auf die 
Axe senkrechten Querschnitten, Kreise sind, ist gegeben, Man sucht den 
Durchmesser der Grundflächen und die Höhe des Kegels für den Fail, 
wenn die Oberfläche des Kegels, sowohl mit Einschiufs der beiden Grund- 
flächen, als mit Ausschluls einer von ihnen, die möglich kleinste ist. 

19. Die Erfahrung zeigt, dafs auf einem zweirädrigen, oder auch 
vierrádrigen Wagen, eine und dieselbe Last auf gewöhnlichem, vaebenem, 
aber festem, und im Ganzen horizontalem Boden, mit um so geringorer Zug- 
kraft fortbewegt wird, je näher der Schwerpunct der Last dem Boden 
liegt, auf welchem die Räder des Wagens fortrolien. Wie ist diese Er- 
fahrung mathematisch zu erklären? = — 

20. Der Durchschnitt eines Gafälses mit der Ebene der Oberffiche 
der Flüssigkeit, worin es schwimmt, sei erstlich eine Ellipse und zwei- 


* 


+] 
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tens eine von zwei gleichen Kreisbogen eingeschlossene Figur. Weiche 
Gestalt mufs übrigens der eingetauchte Theil des Gefälses haben, damit 
es mit derselben Überiüüche des eingetauchten Theils die möglichst grölste 
Last trage, und zwar letztere erstlich mit Einschlufs des Gewichts des Ge- 
füfses, und zweitens mit Ausschlufs dieses Gewichts gerechnet, von wel- 
chem angenommen wird, dafs dasselbe für den eingetauchten Theil das 
mfache der Oberfläche und das nfache des Volumens betrage, für den 
über Wasser befindlichen Theil aber constant sei. j 


21. Den Punct kleinster Entfernung für beliebige gegebene Puncte 
im Raume, die nicht in einer und derselben Ebene liegen, zu finden, 
d,h. denjenigen Punct, von dessen Entfernungen von den gegebenen Puno- 
ten im Baume die Summe ein Minimum ist. Der Punct kleinster Ent- 
fernung für gegebene Puncte in einer und derselben Ebene hat die Eigen- 


schaft, dafs er für alle Puncte, die in geraden Linien durch ihn und die 


gegebenen Puncte liegen, und die gleichweit von ihm entfernt sind, der 


Mittelpun ct der Entfernungen, Oh, derjenige Punct ist, in welchem 
sich zwei auf einander senkrechte Axen sumeiden, die so liegen, dafs 
die algebraische Summe der Entfernungen jener Puncte von ihnen Null 


ist. (Lehrbuch der Geometrie des Herausgebers S. 189. und 193.) 


93, Den Flächeninhalt einer von geraden Finien umschlossenen 
Figur aus den Perpendikeln aus einem beliebigen Puncte auf ihre Seiten, 
and aus den Winkeln zwischen diesen Perpendikeln zu finden. 


23. Zu untersuchen, ob ein beliebiges Polyéder durch die Lage 
und Länge der Perpendikel aus einem und demselben Puncte auf die Sei- 
ten-Ebenen des Körpers unvollständig oder vollständig oder übervollstän- 
dig bestimmt werde; und im zweiten Falle: aus den gegebenen Stücken 
den körperlichen Yuhalt des Polyéders zu finden. 


a as a 
24. Durch T = €15 pu m, Cy * DA = C3 etc.. 


auszudrücken. 


25. Wenn y=fx eine gegebene Function von x ist, und x, ist 
einer der Werthe von x, für welchen y den grófsten oder kleinsten Werth 
y, hat, so giebt bekanntlich die Gleichung dy == 0 jenen Werth x, von x, 
und eliminirt man +, zwischen den Gleichungen dy,==0 und y,— fz,, 
so findet mah eine Gleichung, welche nur y, enthält und also 5, bestimmt. 
Wie aber liefse sich wohl die Elimination vermeiden, und die Gleichung, 
welche y, bestimmt, direct aus y — fx finden? : 


aaa or a GER PT es 
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8. 


Über eine besondere Art von Umkehrung der Reihen. 
(Von Herrn 4. F. Mobius, Professor zu Leipzig.) | 


amare 





Das berühmte Problem der Umkehrung der Reihen besteht bekanntlich 
darin, dafs, wenn eine Function einer Größe durch eine nach Potenzen 
der Grifse fortlaufende Reihe gegeben ist, man umgekehrt die Grüfse 
selbst, oder auch irgend eine andere Function derselben, durch eine nach 
Potenzen jener Function fortschreitende Reihe ausgedrückt verlangí. Man 
wes, dafs es keines geringen analytischen Scharfsinnes bedurfte, um das 
Gesetz, nach welchem die Ceefficienten der zweiten Reihe von denen der 
ersteren abhängen, aufzufinden. Ungleich einfacher zu lüsen ist folgende 
Aufgabe. 

Sei eine Function fx einer Größe x durch eine nach den Poten- 
zen von x geordnete Reihe gegeben: 

1. fx» == axtax 4+ a, 07° + a0 eee 

Man soll x durch eine, nicht nach den Potenzen der Function fx, 
sondern nach den Functionen f der Potenzen von x fortgehende Reihe 
darstellen : 

2 x = b fat bf (a) + Dif) + iS (a) eee 

Wiewohl diese Aufgabe weder hinsichtlich der Schwierigkeit ihrer 
Lüsung, noch hinsichtlich ihres Nutzens mit dem erst erwühnten eigent- 
lichen Problem der Umkehrung der Reihen in Vergleich gestellt werden 
kann, indem aus dem Werthe von fx noch nicht die Werthe von f(x”), 
f{æ*),...., also auch noch nicht x nach der Formel (2.) sich berechnen 
lassen, und daher der eigentliche Zweck des Reversicnsproblems hierbei 
unerfüllt bleibt, so wird uns doch die Lüsung dieser neuer Aufgabe zu 
mehreren, für die Theorie der Reihen sowohl, als für die Combinations- 
lehre, nicht ganz unwichtigen Resultaten führen. 

Die Hauptforderung unseres Probiems ist: die Coefficienten 5,, 4, , 
5,,.... der Reihe (2.), als Functionen der Coefficienten 2,, @,, e, .... 
der Reihe (1.) auszudrücken; und dies geschieht durch folgende ganz leichte 
Rechnung. Aus (1.) fliefst: 
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f(x) = ur +a + CAR + FE de ao 
fix’) — a, æ am a, x? + a.a? + 20% 
fer) = az + ax Foo 
fa) = ax + a.m" Hesse 
fe) = a + aux Home 
Us 8. We 
Substituirt man diese Werthe von f(x*), fa’), +... und von fx aus (1.) 
selbst in die Gleichung (2.), so kommt: 
poxm a,b, + 0,6, |2* + eb, x? a,b, |x* + a; 4, x5 ole a6 5 1x9 CRETE 








Lab denh| e| cn bese 
+ a, b, + 2.5; 
+25 


Das Fortgangsgesetz der Cosfficienten dieser Reihe liegt am Tage. 
Ist nemlich der Coëfficient von =” zu bestimmen, so zerlege man die Zahl 
m auf alle möglichen Arten in zwei ganze positive Faetoren. Jedes die- 
ser Producte giebt dann ein Glied des gesuchten Coéfficienten, indem man 
die zwei Factoren des Products als Indices der in einander zu multiplici- 
renden @ und 5 nimmt. | 
Da die zuletzt erhaltene Gieichung für jeden Werth von x beste- 
hen mus, so haben wir: | 
a, b, m 1, 
a,b, + 2, b, == 0, 
a,b, + 2,6; = 0, ; 
d. \ a,b, + 2,5, + Ode = 0, 
a,b, + a, b, Es 0, 
[s 4 a,b, + 2,5, + m 5, = 0, 
ile S. Wo 


wodurch sich jedes h mit Hülfe der vorhergehenden b berechnen läfst. 
Um hieraus die einzeinen 5 unabhängig von einander zu finden, 
setze man grófserer Einfachheit willen e, 2 1, und es kommt: 


— fl, 9 


e 
ie 


— Q4 3 

— 0, + 0,05 

— 0s, 

— qs bs Gs "p 0203 

—— (lg + 0,05 + 0,04 —— 0,4050; » 
\ Ue Se We 


bed 


own 


THEM R EOD 


die 
* 
— © OO O&O 


œ 
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Schon aus diesen wenigen Entwiakelungen ist hinreichend abzu- 
nehmen, wie auch die Werthe der folgenden 4 aus @,, @,, „... zusam- 
mengesetzt sein werden. Man zerlege nemlich den Index m von à, auf 
alle mögliche Arten in Factoren, indem man 7 selbst als hóchsten Fac- 
tor mitnimmt, die Einheit aber weglifst, und auch je zwei Zerlegungen, 
die sich nur durch die Folge ihrer Factoren unterscheiden, als zwei ver- 
schiedene betrachtet; oder wie man sich auch in der Sprache der Com- 
binationslehre kurz ausdrücken kann: Man bilde alle Variationen 
mit Wiederbolungeu zum Product zn. Aus jeder dieser Variatio- 
nen ergiebt sich dann ein Glied in dem Werthe von 5, dadurch, dafs man 
die Elemente der Variation zu den Indices von a nimmt, und dieses Glied 
erhält das positive oder negative Zeichen, je nachdem die Anzahl seiner 
Elemente gerade oder ungerade ist. 


So sind z. B. alle Variationen zum Product 12: 
12, 2.6, 3.4, 4.3, 6.2, 220,3; 52.4.9; 09340004, 
und daher 
ba = — + 22,05 + 20404 — 3a,0,0;. 
Die allgemeine Richtigkeit dieses Geseizes fliefst aus den recurri- 
renden Formein (3.) so leicht, defs es überflüssig sein würde, uns bei dem 
Beweise desselben aufzuhaiten. 


Dieselben Relationen zwischen den Coefficienten @ und 6 würden 
übrigens auch dann erhalten worden sein, wenn man, 30 wie ath ) und (2.), 
auf gleiche Art die allgemeineren Gleichungen 

fx = «Fe +a, F (2) +4; F(a’) -b eee 

Fo = b, fat b, f(a’) + Os f (0) +... 
mit einander verglichen hätte. Finden daher zwischen den a und deu 5 
die Relationen (3.) statt, so ist von diesen zwei Gleichungen die zweite 
eine Folge der ersten, und die erste eine l'olge der zweiten , was auch 
im erstern Falle F x, und im letzteren fx, für eine Function von x sein mag. 


Die Relationen (3.) bestehen » wie man leicht wahrnimmt, auch 
dann noch, wenn man 
für @,, 4, Gas even resp. 2"2,, 3'0,, 4"0,, .... und 
Spidey s bs bus eles os resp 215. 1350, , 44" 5, 4 «à 
substituirt, wo 7 eine beliebige positive oder negative, ganze oder ge- 
brochene Zahl sein kann. Wenn daher 
14 * 
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Oe fe = a, Fax + Ta F(z*) + 3a, F(a’) Losses 80 ist auch 
Fe == b, fab, f(a) +7 5, f (x?) + ve 
und umgekehrt. 
Von noch gröfserer Allgemeinheit, als diese, sind folgende zwei zu- 
sammengehórige Gleichungen: | 
B. fr = «aFx-r 0,051 (a?) + ca, F (7) ter. 
p Eus b, fa Cab, fa) + 650 fia’) Feces 
Yn ihnen können die Coëfficienten €,, C35 Cs9 so. deren Indices 
Primzablen sind, uach Belieben bestimmt werden. Ein Coéfficient c, des- 
sen Index eine zusammengesetzte Zahl ist, mufs dann gleich genommen 
werden dem Product aus den Coéfficienten c, deren Indices die einfachen 
Factoren jener zusammengesetzten Zahl sind; also c,—5 62, Com 02.65, etc. 
Die zwischen den 2-uwnd den 5 erforderlichen Relationen sind dieselben, 
wie vorhin. 
Um jetzt von dieser neuen Art der Reihen-Umkehrung ein sehr 
einfaches Beispiel zu geben, wollen wie 
a = d = 4, me .m=] 
setzen, also nach (l.) 
fe = xdq4ea4 3T. und daher fa = Ed 


1— x 





Mit diesen Werthen von @ wird aber nach (4.): 
b,—1, b,=—À, b,=—1, b,= 0, b, = —1, bit, b,—= —1, by—=0, 


u.s, w., und daher nach (2.): 


[I] em à cud ner, 
= ee 71 OD ———— —— 
d | {— 2° 1— x? 1— x° 1— x? 4— x" 1— xt? 
act? 2013 
vct geo 


Man wird es gewils sehr auífallend finden, dafs die Coéfficienten 
dieser Reihe, auch wenn man sie noch weiter fortsetzt, keine andern als 
1, 0 und —1 sind Der Grund dieses merkwürdigen Ergebnisses, und 
das Gesetz, nach welchem die Coéfficienten 1, O und —1 mit éinander 
abwechseln, wird sich am leichtesten mit Hülfe der recurrirenden For- 
meln (3.) entdecken lassen. Indem wir darin @,, @.5 %,-+++ = I, 
und niichstdem, der ersten dieser Formeln zufolge, auch 5, == 1 setzen, 
werden sie: 

1+6,=0, 1+5 = 9, 14-5, 4-0, 20, 14-0; =, 
1+6,=0, 144, 5-6 m0, db 0, u8 We, 
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so dafs überhaupt, wenn &, Q, y, à, ..., alle von einander verschiedenen 
Factoren von 72 sind, man zur Bestimmung von 5, die Gleichung 
14-5, 4-55 4-5, +... +6, = 0 | 
hat. Hieraus ist nun | : 
1) ohne weiteres ersichtlich, dafs, wenn m eine Primzahl bedeutet, 
1-L- 5, = 0, und daher 5, == —1 ist. Sei 
2) m ein Product aus zwei einander nicht gleichen Primzahlen & und 8, 
und habe also blofs & und ß zu Factoren, so gilt für 6,, die Gleichung: 


Ait by by + bag = 05 


1 b, bg + deeds = by ody — bape 
Es ist aber von den zwei Factoren 1-Fb, und 1-+-4,, in weiche 
sich die linke Seite dieser Gleichung auflösen läfst, nach. 1) jeder für sich 
=0, folglich 


mithin 


(a.) bap == b,.bge 
Von einer Zahl, welche ein Product aus drei verschiedenen Prim- 
zehlen a, ß, y ist, erhält man siimmtliche Factoren durch Entwickelang 
des Products (1-2) (1+) (1-- y), und es ist daher 
LB, + bg tb, + Bush best day + Puy = 0. 

Setzt man darin, der Forme! («.) zufolge, statt ds, bays bg, resp. b,.bs, 
b,.b,, b$.b,, so kann man die Gleichung auch so schreiben: | 
(1 + 5,)(1 + 55) (1-T b,) = b.e bg. b, D b.gy s 
und da jeder der drei Factoren der linken Seite dieser Gleichung — 0 

ist, so hat man 
TES RET YO by: 

Hiermit läfst sich auf ganz ähnliche Art zeigen, dafs, wenn ö eine 

vierte von a, ß, y verschiedene Primzahl ist, 
(c.) bupys == b, bs. b, 05; 
u. s. w. Nun ist, nach 1), 3, — 55 — à, — etc. — — 1, und daher 
Ba cmd, dy bone + 

und so fort abwechselnd. Wenn demnach 7: das Product aus mehreren 
einander nicht gleichen Primzahlen ist, so ist 5,, — +1, und zwar + be 
einer geraden, — bei einer ungeraden Anzahl von Primzahlen. 

3) Sei m = a’ = dem Quadrat einer Primzahl, se hat 7: den Factor =, 
und es ist daher 


(d) 4-4 b, +. = 0, 
folglich, wegen 1-]-5,-— 0, 5, == 0. 
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Eben so folgt, wenn m = g ist, und daher a und «^ zu Factoren hat: 
TURPE 
mithin wegen c), 5,:— 6; und auf gleiche Art erhellet, dafs überhaupt, 
wenn m die Potenz einer Primzahl ist, 5, == 0 ist. 

4) Wir haben jetzt noch den allgemeinen Fall zu untersuchen, wo 
nn aus mehreren zum Theil einander gleichen, zum Theil verschiedenen 
Primzahlen zusammengesetzt ist. Sei daher m = « (aa yt us ae €, also 
poro positive ganze Zahlen, von denen wenigstens eine grölser 
als 1 ist. Auch ist darunter der vorige Fall, wo m= 2", als ein speciel- 
ler, mit begriffen. Die Anzahl aller einfachen Factoren, in welche 77 auf- 
gelöst werden kann, ist —=p+g+rt..T72 und werde mit /V be- 
zeichnet. Ich behaupte bun, dafs für ein 7 von der angegebenen Be- 
schaffenheit immer 5, = 0 ist, und werde dieses beweisen, indem ich 
zeige, dafs wenn die Behauptung für alle Formen gilt, welche 7 bei allen 
Werthen von JV, die kleiner als eine gewisse Zahl M sind, haben kann, 
die Behauptung auch für N=M richtig ist. 

Sámmtliche Factoren von a? 9? y'.. .- & sind einerlei mit den Glie- 
dern, welche durch Entwickelung des Products | 

eee ours P) (LEB Poon FO) bn FY) eee APSF ES) 
erhalten werdun, und es ist folglich : 

LA bb Dg p esee Det bunt bay Bo, tee ep en 

+ but Sit bp aor am 0, 

wo S die Summe aller durch die angezeigte Entwickelung entstehenden 
Glieder von der Form 5, bedeutet, in denen 7 dieselbe Beschaffenheit, 
wie die vorhin von m bemerkte, hat, nur dafs dabei die Summe der Ex- 
ponenten der Primzahlen nie die Summe der Exponenten p, 9, Ts «+++ * 
im letzten Gliede der Reihe erreicht, Nun sind von den ersten Gliedern 
der Reihe bis mit zum Gliede 5,5,...: die Indices sämmtliche Factoren des 
aus den nicht potenzirten Primzahlen «, B, y, ... ¢ zusammengesetzten Pro- 
ducts, und es ist mithin die Summe dieser Glieder nach 2) für sich — 0. 
Wenn folglich jedes der unter 5 begriffenen Glieder —O ist, so mufs auch 
das letzte Glied 5 p gU selbst — 0 sein, wie zu erweisen war. 

Aus dem in 3) gefundenen à,» == O folgt daher 

bug = 0; 
und hieraus und aus 5,* = 0: 


5,357220, best m0: bars, = 93 
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und hieraus und aus 5, == 0: 
beg Duty berge Daran banal, 
u. S. We : 
In der Reihe [1.], deren allgemeines Glied icum und deren Summe 


— x ist, herrscht demnach das Geseiz, dafs für ;& — 1 und für je- 
des m, welches ein Product aus einer geraden Ánzahl von 
einander verschiedener Primzahlen ist, der Coéfficient des 
Gliedes —1 ist, dafs jedes Glied, dessen m eine Primzahl 
selbst, oder ein Product aus einer ungeraden Menge sich 
nicht gleicher Primzahlen ist, den Coéfficient —1 hat, und 
dafs endlich alle Glieder wegfallen, deren Exponenten Qua- 
drate oder höhere Potenzen von Primzahlen zu Factoren 


haben. | 

Wis entwickelten dieses Gesetz mit Hilfe der recunirenden For- 
mein (3.). Indessen wird es nicht unnütz sein, hierbei auch den inde- 
pendenten Bestimmungen (4.) Aufmerksamkeit zu schenken. Da gegen- 
würtig 0, = 0; = a,= etc, = 1, so ist nach den Formeln. (4.) und nach 
dem, was zunächst über sie bemerkt worden: b„=—1-4- der Anzahl 
der Binionen oder der Variationen der zweiten Classe, — der Anzahl der 
Ternionen, oder der Variationen der dritten Classe, -]- u.s. w., welche 
mit Wiederholungen zum Product ; gebildet werden kónuen, Hieraus, 
und weil die erste Classe blofs aus der Zahl m besteht , mithin die Ag 
zahl der Unionen == 1 ist, fliefst in Verbindung mit dem Vorhergehenden 
folgender bemerkenswerthe Satz: 

- Bildet man alle Variationen mit Wiederholungen zu 
einem bestimmten Producte m, und ordnet diese Variatio- 
nen nach Classen, wobei die Zahl m selbst die erste Ciasse 
ausmacbt, die Einheit aber als Factor ausgeschlossen bleibt 
(indem sonst die Menge der Variationen unendlich sein würde), so ist 
die Anzahl der Variationen in den geraden Classen der Au- 
zah! der Variationen in den ungeraden entweder gleich oder 
um 1 grüfser, oder um i kleiner als die letztere, je nach- 
dem von den efnfachen Factoren von an einige, oder auch 
alle, einander gleich sind, oder m ein Product aus sämmt- 
lich von einander verschiedenen Primzahlen ist, und dann 
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die Menge dieser Primzahlen entweder gerade oder un- 


gerade ist. 
Dieser Satz steht in nahem Zusammenhange mit dem analogen 
Satze bei Variationen mit Wiederholungen zu einer bestimmten Summe m. 
Die erste Classe dieser Variationen hat blofs eine Complexion, nämlich m 
selbst; die zweite Classe besteht aus den Variationen: 
1) m—1; 2) m—2; 3) m—3; 1... M—2, 2; mds E 
und die Anzahl derselben ist = m —1; die Anzahl der Variationen der 


: —1.m—2 : 
dritten Classe findet sich = 15 —=3; m s, We; und weil 
m—t m — 2 


i— (m—D+ 1.0 a = (i-— 1)" zz, 








so ist bei Variationen mit Wiederholungen zu einer bestimm- 
ten Summe die Anzahl der Variationen in den geraden Clas- 
sen der Variationenzahl in deu ungeraden Classen immer 
gleich, atatt dafs bei Variationen zu einem bestimmten Producte die eine 
Zahl bald der andern gleich, bald um 1 grifser, bald um 1 kleiner, als 
die andere war. 


Die Variationen zu bestimmten Summen sind ie den Schriften über 
die Combinationslehre zur Genüge behandelt worden, während über Varia- 
tionen zu bestimmten Producten, wenigstens unter diesem Namen, noch 
keine Untersuchungen angestellt sein dürften. Gleichwohl aber ist auch 
von letztera Variationen der Nutzen nicht zu verkennen, wie unter andern 
schon daraus hervorgeht, dafs die Aufgabe: alle Variationen der ten Classe 
zum Product a?('y'.... zu finden, ganz einerlei ist mit der Aufgabe: 
patera Elemente, von denen p Elemente unter sich, g Elemente 
unter sich, u.s. w. gleich sind, auf alle mögliche Arten in 7 verschiedene 
Fächer zu vertheilen. Auf dieselbe Art ist auch die Bildung der zten 
lasse von Variationen zur Summe p offenbar nicht verschieden von der 
Forderung: p einander gleiche Elemente auf alle mögliche Arten in 2 Fä- 
cher zu vertheilen: worans man zugleich ersieht, dafs das Variiren zu ei- 
nor bestimmten Summe als ein specieller Fall des Variirens zu einem be- 
stimmten. Producte betrachtet werden kann. 


Der so eben erhaltene Satz von Variationen zu bestimmten Pro- : 
ducten môchte vielleicht einer der merk würdigsten in diesem noch nicht 
bebauten Felde der Combinationslehre sein. Obschon er nun durch die 
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vorhergehenden Betrachtungen ganz bündig erwiesen ist, so Wyjll ich doch 
einen zweiten Beweis noch mittheilen, der in höherem Grade, als der yo. 
rige, auf der Natur der Variationen selbst beruht, und uns z ugleich noch 
eine andere mit jener verwandte Kigenscheft dieser Variatione p entdecken 
lassen wird. 

Sei das Product, zu welchem man Variationen bild en will, zuerst 
eine Potenz einer Primzahl, also = «^, wo p 71. Irgend eine Classe der 
Variationen zu diesem Product wird man erhalten, wenn man die ebenso- 
vielte Classe von Variationen zur Summe p entwickelt und die Elemente 
dieser Variationen. zu Exponenten von « nimmt. So ergiebt sich z. B. 
die zweite Classe: 

QUU RE TL a PUR FOR S AP 

Die Anzahl der Variationen in der nten Classe zum Product a? ist 
mithin der Variationenzahl der zten Classe zur Summe P gleich. Da nun, 
wie vorhin bemerkt worden, beim Variiren zu einer bestimmten Summe 
die Anzahl der Variationen in den graden Classen der Anzahl der Varia- 
tionen in den ungraden gleich ist, so mufs dasselbe auch beim Variiren 
zu einem Product gelten, welches eine Potenz einer Primzahl ist. 

Werde jetzt die Anzahl von Variationen zu einem Product 7m, weiche 
resp. in der ersten, zweiten, dritten, .... zten Classe enthalten sind, durch 
Ans Bas Gng ce. LV, bezeichnet. Sein die Anzahl der einander simni:- 
lich oder nur theilweise gleichen, oder durchweg von einander verschie- 
denen Primzahlen, aus denen 7: zusammengesetzt ist; also die rte Classe 
die höchste. Sei ferner « eine iu 77 nicht mit enthaltene Primzahl, uud 
werden die Mengen der Variationen zum Product 724 nach den verschic- 


denen Classen, deren höchste die (n-+1)ste ist, gleicherweise durch .4 
Th 
HE oh Vo ausgedrückt. Alsdann wird sein: 


VUA A 
EP -— AES + 2c EP 
foa = 3 E, + 3t nme 


may 


e. e. e € e. . e. e. , 
—1 

ve = n iN, dx n i 2 

+1 


Nu = (2-1, 
Denn die zweite Classe zum Product 77% findet sich, indem man erstlich 


Jie erste Classe zum Product 77, d.i, 7 selbst nimmt. und diesem das 
Crelic’s Soarnal d. M. Bd. IX. Hf. 2, 15 
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eine Mal « vor-, das andere Mal nachsetzt. Dies giebt 2 = 24,, Varia- 
tionen: &, m und m,«. Die übrigen Vaviationen der zweiten Classe zum 
Product za erhält man aus den Variationen derselben Classe zum Pro- 
duct zm, indem man von den zwei Elementen einer solchen Variation, — 
aie seien f, g, und daher fg == m, — das eine Mal das eine, das andere 
Mal das andere mit « verbindet, — also fa.g uud f.g«. Jede dieser B,, 
Variationen giebt daher zwei, und sämmtliebe B, geben 2B,, Variationen 
der zweiten Classe zum Product ma, so dafs die Anzahl aller dieser Va- 
riationen überhaupt == 24, --2 B, ist, Kben so bekommt man aus jeder 
der B, Variatignen, wie f.g, drei: a. f. feaegs f-g>%, und aus jeder 
der C, Variationen, wie 4.2.4, wenn hib = 7m ist, ebenfalls drei, nem- 
lich Aa.i.k, h.ia.k, h.i. ba, der C,,, Variationen; folglich u. s. W- 
Addiren wir nun die obigen Gleichungen mit abwechselndem Zei- 
chen und setzen des Aggrogal, ait dessen vrerthbestimmung wir uns jetzt 


beschiiftigen : 

À, —— B, + €, — cage € Nn Es Sas : 
und eben so ; it 
Ang — Brat Cua voor F Ving = 05427 
so kommt: 

So me — ine 


Nun ist nach dem Vorigen, und wenn a, D, y, Ö esse VOR einan- 
der verschiedene Primzahlen bedeuten; S, 2-0, folglich. auch S,r: — 0, 
folglich Sr, = 0, SP, O, Us S. We 

Ist ferner 7? eine Primzahl =a, so sind B,, Cus. suce m0, folg- 
lich iS. = 4A,=a1, Sepi, Sylt, We Ss. we 
Alles übereinstimmend mit deu schon oben auf andere Weise erhaltenen 
Resultaten. ] | | 

Es bieiben uns daher noch diejenigen Werthe von 5, zu bestim- 
men übrig, bei welchen m zwei oder mehrere Potenzen von Primzahlen 
zu Factoren hat. Sei zu dem Ende ;» eine beliebige Zahl, « eine in 7n 
nicht mit enthaltene Primzabl, und suchen wir aus den Variationen zum 
Product 7 die Variationen zum Product m a herzuleiten. Zuerst ist: 

A) An > An | 

Die zweite Classe zum Product mo? wird sich ergeben: 

Erstens aus der ersten Classe zum Product 77, d. i. aus 77 allein, 
indem. wir daraus Variationen von den Formen ma?.«4' und «& ma? ablei- 
ten, wo für 7 nach und nach die Werthe 0, 1, 2, 5e p—1, und für r 
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die Werthe 1, 2, ,:..p zu setzen sind, jedoch so, dafs immer gr zp. 
Die Auzahi dieser Variationen, welche a heiße, wird offenbar eine bloß 
von p abhängige Zahl sein. 

Zweitens aus der zweiten Classe zum Product m. Sei nemlieh Fg 
irgend eine Variation dieser Classe, also /g== m. Alle daraus fliefsenden 
Variationen sind dann von der Form fe’.ga’, wo 9-0, 1, 2,.... pi 
r=0, 1, 2,.... p, und immer g-[-F zm p isi. Die Anzahl derselben wird 
mithin gleichfalls blofs von p abhüngen, und heifse ^. Eben so viel Varia- 
tionen der zweiten Classe zu ma? werden aber auch aus jeder andern 
Variation der zweiten Classe zuin Product 7 hervorsehen. Die Anzahl 
aller erstern aus den letzterm entstehenden Variationen ist daher == B, 
und folglich überhaupt: | 

2) Dur = 44, +0B,. 
Auf gleiche Art werden alle Variationen der dritten Classe zum Product 
ma’ aus den Variationen der drei ersten Classen zum Produet m sich er. 
geben, und zwar aus jeder Variation einoe und derselbem Classe gleich“ 
viel, so dafs wir setzen kinmuen: 
3) Ce = a A, 4-5 B, + €'€,., 

wo a’, 4’, c' nur von p abhängige Zahlen sind; 4’ z.B, die Menge der. 
jenigen Variationen der dritten Classe zu ma’, welche aus einer und der- 
selben, gleiehviel welcher, Variation der zweiten Classe zum Product 
zn fliefsen. 

Eben so wird sen: 

4) D,» zz a" hy bb B, te €, "I d" Dg 
wo a’, b^, c^, d" gleichfalls nur von p abhängen; u. s. w. 

Man addire jetzt die Gleichungen 1), 2), 3), 4), uv s. w. mit ab- 
wechselnden Zeichen, und man erhält: he: 
Sr = (1-—a-4-a'—a' 4- ese) An — (6— 5' 4-5" —, 0.) B, 

+ (e! — c" +...) 6, — (di — seve) Dy + ete. 

Sei nun zuerst m. eine Primzahl, so sind 4, — 1, B,, C,, D,,, 
....=0, und, wie wir vorhin saben, 5, #0, folglich nach gegenwür- 
tiger Formel:1 — o -- a^ — a” ....== 0, und auch dann noch — 0, wenn 
m keine Primzahl ist, weil a, a’, a", .... blofs von p abhängen. Mithin 


x 


ist allgemein: 
en che en) Cn (d^ — 1...) D, ete. 
' 15 * 
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Sei zweitens 71 ein Product aus zwei verschiedenen Primzahlen, so 
werden, B, ausgenommen, €,, D,, ....—0; und da nach dem Vori- 
gen auch für diesen Fall Sr — O ist, so muls die von 7 unabhängige 
Zahl b — b'-]- 5^ — .... = O sein. 

Eben so wird bewiesen, indem man m aus drei, vier und meh- 
rern von einander verschiedenen Primzahlen zusammengesetzt sein list, 
dafs auch  — c^ --.... — 0, u. s. w.  Foiglich ist allgemein 

; IST Of 
was cueh zm» für eine positive ganze Zahl sein mag, und unser Satz ist 
somit von Neuem vollkommen dargethan. 


Um den letzten Theil dieses Beweises noch durch ein Beispiel zu 
erläutern, wollen wir p — 2 seizen. Hiermit findet sich 


we Eh a ; 

Bor T 4A, + 3 Be 9 

C, = 34,+-9B,-+ 66., 

D 10 = 6B, -[- 16 C, -1- 10.D,, 

Ener: = 10€, + 25 D,, -- 15 E, , 


Ue S. We u. Se We 


In der That erhält man aus der ersten Classe zu mm, d.i. aus 72 
selbst, 4 — 44,, Variationen der zweiten Ciasse zu 776°, nemlich: 
Net, ely Maoh, INN, 
und 3 — 34, Variationen der dritten Classe zu ma’, nemlich: 
Motos EM. ehellly 
keine Variationen aber der höhern Classen zu 724", indem hierzu sine 
höhere Potenz von «, als die zweite, erforderlich ist. 


Ist ferner f.g eine der B, Variationen, so bilden sich hieraus 
3 von den 5,,. Variationen: | 
fees, Sega, fega; 
9 von den €,,+ Variationen: 
fox, «fmm, fs, 
fg, fans, Jem. go 
S.2.0, fe.g.m, f.gae.u; 
6 von den D.,. Variationen: 
défier tef aeg, o fang 
hej gu, f.m, fg ee. 
keine aber von den hiheren Classen zu ma’, 
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Abnlicherweise lassen sich auch die Cecfficienten von C, , Das se.» 
in den obigen Gleichungen verificiren. 

Die Anzahl dieser Gleichungen ist immer der Zahl der höchsten 
Classe zum Product 77a’, also der Anzahl aller einfachen Factoren dieses 
Products gleich, mithin — p-L 2, wenn 7 sich in g einfache Factoren 
auflösen lüfst. Die cte Classe ist die höchste, welche zum Product m 
gebildet werden kann, also die hóchste, welche auf der rechten Seite der 
Gleichungen vorkimmt. Sei z. B. wie vorhin p = 2, uud enthalte 77 drei 
einfache Factoren, so reduciren sich die vorigen Gleichungen auf fol- 


gende fünf: d fa fe. 
B, = 44, +3b,, 
Cu = 34h +9B,+ 6€,, 
Duo: = 6B,, + 16C,, , 
ee '10C,. 


Addirt man dieselben mit abwechselnden Zeichen, so werden, über- 
einstimmend mit dem obigen allgemeiueo Beweise, die Coéfficienten von 
An» D,,, Cm einzeln = 0. 

Dieses sich Aufheben der Coéfficienten von 24,, .... kann uns 
zur Aufstellung eines neuen Satzes Gelegenheit geben. Denn um anfangs 
nur die Coéfficienten 3, 9, 6 von B,, zu berücksichtigen, so erhielten wir 
diese Zahlen als die Mengen von Variationen in der 2ten, Sten und 4ten 
Classe zum Product fg’, wobei jedoch die Elemente f, 5 niemals in 
einem Factor mit einander verbunden vorkamen, auch ihre Folge, g nach 
f, immer dieselbe blieb. Ziehen wir auf gleiche Weise auch die Cófli- 
cienten von C, , D, , etc. in Betracht, setzen die Potenz von « allgemein 
— p, und nehmen, was hier auf die Menge von Variationen keinen Ein- 
flufs hat, die Zahlen f, g, .... insgesammt einander gleich, jede = (, 
ihre Menge = 9, so können wir den aus diesen Betrachtungen hervorge- 
henden Satz also ausdrücken: 

Bildet man alle Variationen zum Product a"(*, so je- 
doch, dafs in keinem Factor einer dieser Variationen ß in 
einer hóhern Potenz, als der ersten, vorkömmt, und ordnet 
man die Variationen nach Classen, wobei also die ote die 
niedrigste, und die p--;te die höchste Classe ist, so ist die 
Anzahl der Variationen in den geraden Classen der Anzahl in 
den ungeraden gleich. 


DE SELON OSLO IS Cp MSIE ETE FS 
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Aus der im Obigen erhaltenen merkwürdigen Reihe 
2 


x x xi a5 acó 
€ — ne RD meme ped n eu - ee ae ——— oe 
11,] x im 1-22 1— x? Í—2a37 Î—x 14.34 "ses 


lassen sich eine unzäblige Menge anderer summirbarer Reihen ableiten, 
von denen ich hier mur diejenigen anführen will, die ihrer Einfachheit 
willen, mir von Interesse zu sein geschienen haben. Durch Division mit 


x wird die Reihe 


1 x x? a^ 
* D — —  —— RIRES P RH ———À 
Chou 1^9 477377 ea ea ie tee] 


Hierin x negativ genommen, erhält man: 
en 1 æ x” . got r 
px 1+zx p^ 1—zx* i-sx3 7 {+x T. 
und wenn man diese Gleichung Glied für Glied zu der vorigen addirt, 
dann mit 2 dividirt, und zuletzt y für x? schreibt: 


45 21 y yt x: Qo E 
[2.] esr p 1—? 1—»* 1—y' 1—y!: 1—y:i T. 


ML 


——- 


^* 

Jedes Glied dieser Reihe hat die Form + E oe 
gerade Zahl ist, die entweder eine Primzahl oder ein Product aus meh- 
reren verschiedenen Primzahlen ist. Das Vorzeichen bestimmt sich wie 


im Vorigen nach der geraden oder ungeraden Menge der Factoren von 77. 


6 








, wo 7 jede un- 


Setzt mau —y für y, so geht [2.} über in: 


13.1, ac A EIL IJ Lm M A A E 
ike Cd. dy! tot EL DU DE j 
wo die Glieder einerlei oder entgegengesetzte Vorzeicheu mit den gleich- 
stelligen Gliedern in [2.] haben, nachdem 77 von der Form 4p 4-1 oder 
áp + 1 ist. 
Man addire [2.] und [3.], diwidire durch 2. und setze # für 3^, so 
kommt: ; 
Eu E x" ze 4 
a) = LT pe Te PTE MEC 
Die Nenner und die Vorzeichen sind hier dieselben wie in [2,], die Ex- 
ponenten der Zähler aber = I(m-—1) oder = 1(3m—1), nachdem rn 
oder der Exponent im Nenner yon der Form 4p--1 oder 4p—1 ist. 
Nach demselben Verfahren, durch welches [2.] aus [1.*], und [4.] 
aus |2.] abgeleitet wurde, kann nun aus [4.] eine neue Reihe, aus dieser 
abermals eine neue, und so fort ohne Ende, entwickelt werden. 
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Wir wollen jetzt in der Reihe [1.], von welcher wir ausgegangen 


sind, »x* für x schreiben, also: 


x* act x x19 x23 
ee ot tt Ere ers por u 
und dieses ee zu [1.] addiren, Hiermit findet sich 
a? x? x apt ait et 


CE eu eee 
eine Reihe, die sogleich aus [I.] hervorgeht, wenn man alle in [1.] vor- 
kommenden geraden Exponenten verdoppelt. 


Subtrahirt man (a.) von [1.], Glied für Glied, so IER 


x x? Te 
Bl ae rut po hu 


und wenn man von [I, 1 das Doppelte von (a.) abzieht: 
x? a3 x x$ 
[41 x— 2x? = its Man men an le swe Lee 

In wiefern sich diese zwei Reihen vor [1.] unterscheiden, fällt in 
die Augen und bedarf keiner Erörterung. 

Eine Transformation von noch anderer Art wird dadurch bewerk- 
stelliget, dafs man in [1.], xz = r(eos@—+isin@), wo i= y —1, setzt. 
Hiermit wird 











Saye m 7" (cos m g -l- i sinmg) — r7 
a" = r” (cos 777.0-~ 7 sin m ETS, = PEL TL D fut sh 
( or 9) r— a2" 1—2r” cosmq + r™ ? 


und man erhält, nachdem man für x diese Functionen von r und © in 
[1.] substituirt und hierauf das Mögliche vom Unmöglichen s qnod 
hat, folgende zwei Gleichungen: 


z z oq — L5 
8. r cos — eos pe Am ak — Bel EU an an 
[.] ? 1—2rcsg+r2  1—2r*cos2g-Lr^ etc. , 
< r sin r? sine 


i—2rcosp--r? 1— 2r*cos2gy--r* 

Eine neue reichhaltige Quelle summirbarer Reihen erüffne sich, 
wenn wir die allgemeineren Gleichungen (4) zur Hülfe nehmen, Wer- 
den. @,,° 2.5. 05, .... mm i gesetzt, so sind 5, — 1, 5, = — 1, b=—1, 
b,— 0, 5,— — 1, b — d, uw. s, we und man hat daher allgemein, wenn 

I T = Pat PF 4-3" F (x) HF) 4. ist: 
y x — fu—2 f (x*)—3" f(x) —5"f (0°) HE f (ar) — er 
Setzt man hierin Fx — x und 7 — — 1, so wird 

Jr = r+im+in +... = — Îog(f—æ), und daher 

HO] xz —log(1—2)-- Hog (1— 2°) + Hog(1— 2°) + Hog (1— 27) —.. 


925 
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Setzt man ferner Fr x—x* und 2 — —1, so wird 
Tx = a — x + Lx — x) - T (a? — a) + INN) 


cm = x —- Ir +30" —..=log(l+x), 
folglich 


HL] x—at = log(i d-2)— Hogli +) — Hog(1 + a)... 
Eben so wie [10.] ist auch: | 


y = log —y) + ilog(1— y^) + 3leg(1—257)-4-.... 
und wenn man diese Gleichung zu [10.] addirt: 
x--y = —log(f—x)(l — y) + 3 log (1 —x° y4—39 Li... 


Man setze hierin x = r(eosQ -|- sin Q), y=r(cosP—sin®), und 
es kommt: | 
[12.1 2rcosP = —log( 1—2 reosQ + 7) + 2log(1—27* cos 2 Q - r*) - .... 
Aus [10.], [11.]. [12.1 folgt noch, wenn e die Basis der natürli- 
chen Logarithmen bedeutet: 
[l3] & = (1—2)* (0 —a9 40 —29* (lat (0—2*)* etc. 
4] ets (1 Ea) (1 pa) A dpa) 1 4-25) * ete. 
[15.] e""—(u—2r cos Q + 7*)-* (1 —2 7? cos2 Q + 7** ete. 
Man setze jetzt in E x* statt y, und multiplicire die Gleichung 
mit x, so kommt: 





M Tr eI mcr el zi 
aum dado uM uibs usu e 
Man hat aber = etat Aa ae... Wenn daher 
RE a, == 0, , = 1, Q, z— 0, à; eri ia a — 0, età 
so ist il, 0,5 0, D e —41, VES Be A ete. 


and es ist mithin von den zwei Gleichungen 
U IE = Fe bt 3 (es) HF) ATE (x )+ ee 
* Fx = fx—9?f(x)5f(a)—7 Sf (x7) — 11" fix!) — .... 
eine jede eine Folge der andern. Eben so fliefsen aus [3.] die zwei zu- 
sammengehörigen Gleichungen: 
IH fx = Fx—3"l (a0?) of SE —T F (x0 eee | 
"We= fett fa) SE) + TJ (a) + UE) er 


Ximmt man darin Fx — x und n-—— 1, so wird 
fx = e— I" +30 —... = arctangr, 
folglich 
[16.] «== arctangx-+ j are tang (x?) — Zare tang (z^) + 7 arc tang 7 


+. J, are tang | ee 
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Die Zahlen 3, 5, 7, 11,.... sind hierbei alle ungeraden Zahlen, die 
entweder selbst Primzahlen oder Producte aus verschiedenen Primzahlen sind. 
Jedes Glied, dessen Zahl ein Product aus einer ungeraden Menge von Prim- 
zahlen und von der Form 4» —1, oder aus einer geraden Menge und von der 
Form 4p--1 ist, hat das positive Zeichen, die übrigen Glieder das negative. 

Erwägt man dabei, dafs, wenn Zahlen, die zum Theil von der 
Form 4p--1, zum Theil von der Form 4p —1 sind, in einander multi- 
plicirt werden, das Product entweder von der ersten oder zweiten Ferm 
ist, je nachdem die Factoren der zweiten Form in gerader oder ungerader 
Anzabl vorhanden sind; dafs folglich sowohl ein Product von der Form 
4p-—1, welches eine ungerade Ánzahl von Factoren hat, als ein Product 
von der Form 4p-+-1, dessen Factorenzahl gerade ist, eine grade Zahl 
Factoren, jeden von der Form 4p-]-1 haben mufs: so sieht man leicht, 
dafs die Coéfficienten der Reihe [16.] nichts Anderes sind, als alle die ein- 
zelnen aus der Multiplication 

(14-2 (1— 9 (13-2 (-- 39 (1— 49) (1 — 45) ete. 

hervorgehenden Producte, wo die Nenner der Brüche alle ungeraden Prim- 
zahlen sind, und die Brüche das positive oder negative Vorzeichen haben, 
je nachdem ihr Nenner von der Form 4p—1 oder 4p-+1 ist. 

Die jetzt erhaltenen Reihen 110.], [11.], [12.] und [16.] lassen sich 
auch sehr einfach durch Integration aus den vorhergehenden ableiten, z. B. 
{10.] aus [1.], wenn men {i.} vorher mit x dividirt und mit d x muitiplicirt. 
Indessen schien es mir zweckmäfsiger, statt Integralrechnung ein auf der hier 
vorgetragenen Reversionsmethode selbst beruhendes Princip zu gebrauchen. 

Den Schlufs dieses Aufsatzes mögen einige numerische Anwendun- 
gen der entwickelten Reiben machen. Die Reihe [i.] erhält, indem man 


E für x schreibt, die etwas einfachere Form: 

hs PRP he his nt. ru, 

Pes o Det lu. impr TE 
Setzt man hierin v — 10, so kommt: 

[17. ] 15 $ — 55 "SEN $55 poma 3595 ae 593555 ^ *9e** 

folglich 5 = i — = 9 | 

[18.] To ir TIT TITEYTICASE RT RE eene 

Hiermit ist die doppelte Aufgabe gelöset: den Bruch „5 als 
ein Aggregat von Brüchen darzustellen, deren Zähler =1, 
Crelle’s Journal d. M. Bd, 1X. Hi. 2. 16 
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und deren Nenner das eine Mal blofs mit der Ziffer 9, das 
andere Mal blofs mit der Ziffer 1 geschrieben werden. Das 
in der einen und andern Reihe herrschende Gesetz geht unmittelbar aus 
[1.] hervor. Auch ist es leicht, sich durch Rechnung zu überzeugen, dafs 
keine der beiden Aufgaben noch auf andere Weise gelóset werden kan: 

Man setze noch in der für z erhaltenen Reihe, v — 1 + w, wo w 
eine unendlich kleine Grófse bedevte, so kommt, wenn man in der Ent- 
wickelung biols die erste Potenz von w beibehält: 


Moe sca il 
i-w ” w 2w | 3w 5w T5 
folglich, wens mau mit z^ multiplicirt : 
119.] 0 ==: í—4 4-5, — 1-7 — +7 TG — gs 


_ Aus der uns schon: bekannten Beschaffenheit der Vorzeichen und der 
Nenner dieser Reihe ersehen wir ohne Schwierigkeit, dafs die Reihe sich 
auch als ein Product aus den Factoren 1— 5, #— 5, 1-5, 1— 7, ete. 
darstellen läfst, wo 2, 3, 5, 7, .... die Reihe der sämmilichen Primzahlen 
ist, Hiermit wied: 

[20.] 0 = $£.2.$.$.X12-13-.17 0... 
Ein Product aus allen Brüchen, deren Nenner die 
sämmtlichen Primzablen sind, und deren Zähler um 1 klei- 


Fe 
in 


ner als die Neuner sind, hat daher Null zum Grenzwert. 
Dieses Resultat findet sich auch in Euler's Introductio, Tom. in dem 
Kapitel de seriebus ex evoluzione factorum. ortis,.$. 277. Exempl. I. 
etzt man auf gleiche Weise in [15.] e=1—w, so kommt, mit 
Weglassung der höhern Pote onzeo von Ww: 
e-" — ww) Bde erh: BA 
Da nun das Product auf der rechten Seite dieser Gleichung dem 
Gliede mit der niedrigsten Potenz von ~ in der Entwickelung von « 
gleich sein muls, und ce. se" — e(1— w+....) ist, so muls gedach- 
ies Product = e selbst, also unabhängig von wsein. Dieses ist aber nicht 
anders möglich, als wenn —1--z- 34e... = 0, wie schon vorhin ge- 
funder wurde; folglich s et 
BEP ej 2 35.55.65 .7*. 107°. 117* ete. 
Zieht man demnach aus jeder Zahl, welche eine Prim- 
;ahl oder ein Product aus mehreren verschiedenen Primzah- 
len ist, die eben so vielte Wurzel, als die Zahl Einheiten hat, 
und multiplicirt die aus allen den Zahlen, welche Producte 


eii 
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aus einer geraden Menge von Primzahlen sind, gezogenen 
Wurzeln in einander, desgleichen die Wurzeln aus allen den 
Zahlen, welche entweder Primzahlen selbst, oder Producte 
aus einer ungeraden Menge von Primzahlen sind: so giebt 
die Division des erstern Products in das letztere die Basis 
der natürlichen Logarithmen. 

Um mich einigermafsen über die Annäherung zu belehren, mit 
welener man auf diese Weise e herechnen kann, bin ich m der Facto- 
renreihe bis zu 51 % fortgegangen, und habe damit e = 2,7258 gefunden. 
Der wahre Werth von e ist — 2,7183, und daher das Product aus den 
von 53” an weggelassenen Factoren 

xe. ie 
NDS NS 109098" 

jener sonderbare Ansdruck für e, und zugleich eine andere noch 
merkwürdigere Formel, Hist sich auch aus [15.] berleite:s& Setzf man 
darin r — 1 und ® — 8 so ee 
er — (9 — Teas?: L)!(9—2 ces 4p)" voce me dp TET (sip)! ^ sin $45 Lu, 
folglich, weil — 1-F 4 -L-.... — 0, und wenn man beiderseits die Quadrat- 
wurzel auszieht: 

[22.] er"? = sim ! sin QW? ‘sin 3 L° sin 5 L° sin 6i en 

Nimmt man nuu gus i wmendlich klein, seizt alse cos! = f 
und sont == «b, sin 24, — 24, etc. so erhält man, weil p 19 — 1 ist, 
denselben Ausdruck für e, wie vorhin. 

Noch folst aus dieser Gleichung, wenn man von beiden Seiten die 
Logarithinen nimmt: 

[23.] cos2:p = —logsiny + ; log sin? V D L- Elogsin Ap + +logsims — .... 

Endlich setze man in [16.], x M hierdurch wird arc tang a 
— arctang (x?) = ete., — i7, w in der bekannten Bedeutung genommen, 
und damit: i á " ; a Ld 

Ph. spl s statu 155 452047 + etc. 
eine Formel, welche, mit Berücksichtigung. des oben zu [16.] Bemerkten, 
ganz mit der von Euler in dem vorhin angeführten Kapitel der Zarro- 


ductio $. 285. gegebenen Formel | 
11 13-17 19 23 


4 DI QUU 
[25.] pe == rey cao B 12'12'16 20 24^ etc. 


identisch ist. » eh 


16 * 
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‘Note sur une théorie générale et nouvelle des surfaces 
courbes. 
(Par Mr. Plücker, prof. des math. à Berlin.) 





Soit 
i i egt E 

l'équation. générale du plan rapporté à trois axes coordonnés TPS 
En donnant aux coefficiens t, u, v et zo des valeurs convenables £’, u’, 
v' et w', Yon pourra déterminer de position un plan donné quelconque. 
je nommerai coordonnées de ce plan (coordonnées planaires) les quatre 
iquaniitcs #, u', v' et z'. Le nombre de ces coordonnées peut se réduire 
à trois si l'on pose lune d'elles, choisie arbitrairement, égale à l'unité. 
En posant w — 1, les trois coordonnées d'un plan donné seront les va- 
leurs réciproques et prises avee le signe contraire des segmens déterminés 
par ce plan sur les trois axes coordonnés. Dans ce qui va suivre nous 
poserons par préférence ¢ — 1; alors l'interprétation géométrique des trois 
coordonnées restantes n'en deviendra pas moins simple que dans le cas 
précédent. Dans la discussion générale des surfaces algébriques il y aura 
de l'avantage à mE toutes les quatre coordonnées ensemble. L'on 
obtiendra alors, à la place d'équations complétes entre trois variables, des 
équations homogènes entre quatre variables. L'on peut du reste passer 
immédiatement de ces dernières équations ci aux premières et vice versa. 

2. En regardant w, v et u comme coordonnées variables, l'équation 

Q(w,v,u)-—0 

peut être dit représenter une surface. Cette surface est celle qui est 
touchée par tous les plans, dont les coordonnées satisfont à l'équation pro- 
posée. Le système de deux équations pareilles existantes ensemble re- 
présentera alors la surface développable qui enveloppe à la fois les deux 
surfaces, représentées par ces deux équations prises séparement. 

L'équation générale du premier degré entre les trois variables w, 
v et u représente un point de l'espace *), et le système de deux équations 





#) Pour le démontrer, soit 


1l. z-Luy-Jd-vxr4d-w-—O0 
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pareilles, existantes simultanément, une ligne droite passant par deux 
tels points. 

L'équation générale du second degré représente les surfaces dé la 
seconde classe (je me sers ici de la dénomination introduite par M, Ger- 
gonne) qui sont aussi du second ordre, et comme cas particuliers, des 
systèmes de deux points, qui peuvent devenir imaginaires, ou. coincider 
ou passer à linfini. Dans le cas de deux points réels, on peut leur sub- 
stituer la ligne droite joignant ces deux points et terminée en eux, et 
puis regarder cette ligne droite comme la limite, d'un ellipsoide par exem- 
ple, dont deux axes, le troisiéme restant le méme, diminuent sans cesse. 
C'est seulement se servir d'un autre mot pour exprimer la méme chose. : 

Je n’eatrerai ici dans aucun détail comme je l'ai fait dans la pre- 
mière partie du second volume de mes ,,Développemens" par rapport 
aux constructions à deux dimensions, Il est évident, qu'en introduisant 
les coordonnées nouvelles, l’on redoublera par là même les moyens de 
démonstration. L'on verra aisément que, quant à la facilité des démon- 
strations, l'avantage sera tantôt du coté des coordonnées vulgaires, tantôt, 
et plus souvent peut être, du coté des coordonnées planaires. 

3. Dans la note, qu'on va lire, je me suis proposé de faire résor- 
tir la liaison, qui existe entre les deux systémes de coordonnées, planai- 
res et vulgaires. Pour mon but actuel, au lieu de suivre une marche 
directe, j'ai préféré de déduire ainsi la nouveile théorie des surfaces de 
celle qui repose sur la considération des coordonnées des points et qui, 
par les geometres modernes a reçu de si beaux développemens, 

Soit 

LOOPS 4) 0 
réquatien d'une surface donnée quelconque. L'équation du plan tangent 





Péquation générale du plan, v, v et w indiquant trois coefficiens indéterminés, Po- 
sons l'équation de condition suivante: 

| 2. c--cu4-c"v-Lw = 0, 
en désignant par c, e’ et c" trois quantités données. L’on a également 

z!d- yu x v--w = 0, 

(=*; y‘, x^) étant un point quelconque du plan (}.). Mais cette équation ayant abso- 
lument la méme forme que l'équation (2.), l'on en conclura qu'on pourra prendre 

a u, th | 
Donc par l'équation (2.) le plan (1.) est assujetti à la condition de passer par un point 
donné, dont les coordonnées sont e, c' et c", C’est précisément ce point que repré- 
sente l'équation (2), lorsqu'on y regarde w, v et u comme coordonnées planaires et 
variables. 
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eu l'un de ses points sera alors 
Ze = 9(¥—y) +p(X—), | uet. 
on 
re re = 0, 


- 


en posant ; "E — 9, S ep et en regardant Z, F et X comme coordon- 


nees mères rd coordonnées de ce plan tangent seront d'aprés le 
premier numéro: 
D pzz-—p, um-—, um——í(z2-—9y-—px), 
et de là on tice: 
3. duse & dg a zz 0: 

équation symétrique par rap port à z, y, x et n u, 1. 

Si lon différentie l'équation (3.) par rapport à x seul, en regar- 
dant y constant, il viendra: 


c . tcv Tay: 
no OVAIRES VE REF omer f) 
FÉ H 1x7 rt da^ 4 i £z da ane Je, 
La # e 
oubien en réduisant: 
T 
au dy 


gaan ioe 
Si Fon regarde zu comme fonction de v et u l'on pourra donner 
à cette équation la forme suivante: 
A 4) le a 
De RM | { 
dr Yu.) ids quis 


Cette équation ne pourra subsister à moins qu'on n'ait séparement : 


dw d'in s 
uL == LU = 0 
4. br du ~~ OR A ag c Q, ou bieu 
Ly == or Q, AX um -—- P, 
si, pour abréger, l'on désigne par Q et P les coefficiens différentiels par- 


d 
dr up =. En substituant ces valeurs de y et x dans l'équation (5.), 





tiels 


l'on REDE: 
5, gm —(UeQau-Pv, 
4, Si Fon met dans l'équation du point de contact (z, y, 2): 
H+al + yl + wy = 0 
(je désigne par JF, V et U les coordonnées planaires courantes) « la place 
de x, y et z, les valeurs, que nous venons d'obtenir, om trouvera : 
. hw == QU —u) PU vs 

Les coefficiens () et P se tirent de l'équation 

Q (10, V, u) = YU, 
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que nous supposons obtenue par l'éliminátion de z, y ef x entre les quatre 
équations (f.) et (2.) et qui par eoaséquen? représentera, ais? que (1.), 
la surface donnée. 

Nous aurions pu, en suivant une marche inverse, partir de Péqua- 
tion (6). qui s'obtient immédiatement, si lon développe la théorie des 
surfaces dans le système des coordonnées planaires. 

L'on voit que les relations entre les coordonnées z, y, x et w, u,v 
soient parfaitement réciproques. 

5. Dans ce numéro nous nous proposons de développer les rela- 
tions qui existent entré les doefficiens différentiels seconds de 2 par rap- 
port à y et x et ceux dé w par rapport à z et 2. Nous poserons d'abord 
pour abréger 

d? z RIO d*z dw R, d? iw ç d*'w ^ T. 


em 
— 


U^ maar A. D ms . 
dude ? du 





c c 


dat "> qudy 7 gdys 776 gen 
Si Pom différentie les deux équations: 
U Ze dry fo ——p 
successivement par rapport à y seul, en regardant + consfant, ef par rap- 
port à x seul, en regardant y constant, l'on obtiendre: 


du du . dv dv 
Lt, ZI ZEN ee 
dv dor dy dae 
Si l'en différentie, sous le méme point de vue, l'équation: 
ydT0-29, 


Yon trouvera, en regardant Q comme fonetion de vu et v: 
dO di dO dv . 
1 20 o de mu soe el 
du dy dv dy 
iO d dQ dv 
SON ARE où 
du do» ^ dv dx 
ou ce qui revient au méme: | | 
| kk 1—7Tr—8s = 9, 


LÀ 
En opérant de la méme manière sur l'équation suivante 


x op P = 0, 


Yon parviendra aux deux équations suivantes : 
35 1 ‘same Bv ess Ss = 0, 
4, Rs EL St = 0. 
Tl est évident que lune quelconque des quatre équations {1.) - (4.) 
soit comportée par les trois autres, car. ‘ox equations (L.} et (3.), et le: 
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équations (2.) et (4.) s’accordent à donner 

(OR Zt Re. 
Aprés cela l'on obtient aisément: 


Js — $9 — S 
NE apr RTS 
et T. 
o dices Pica P en EDT RE 
T R 
f= ia? Semper 


Il sera bon de remarquer aussi: l'équation suivante: 
7, (rt—s*)(RT—S’) = 1. 

6. En différentiant de nouveau les équations (1.) — (4.) succes- 
sivement par rapport à y et x, en regardant R, S et 7 comme fonctions 
de u et v, et u et v comme fonctions de y et x, l'on obtiendra des équa= 
tions, qui serviront à déterminer les quatre coefficiens différentiels partiels 
du troisième ordre, de w par rapport à u et v, au moyen des coefliciens 
différentiels du troisième et du second ordre, de z par rapport à y et x. 
En suivant la miéme marche, lon pourra continuer ainsi à volonté, Un 
simple changement de lettres suffira alors, pour exprimer, réciproquement, 
tout coefficient différentiel partiel d'un ordre quelconque de z par rapporf 
à y et x en fonction des coefficiens différentiels partiels du méme ordre 
et des ordres inférieurs, inclusivement le second, de zw par rapport à u et v. 

Dans ce qui suivra j'éclaircirai par quelques exemples l'application 
de ce qui précéde. 

4. Théorie analytique nouvelle des surfaces developpables et des 
courbes à double courbure, Soient 

1 F(w,v,u) = 0, 

"E fF Go; vy, d) ==50, 
les équations entre les coordonnées nouvelles de deux surfaces données 
quelconques. Si l'on choisit les trois coordonnées w, v et u telles, qu'el- 
les satisfont en méme tems aux deux équations proposées, on aura les 
coordonnées d'un plan, qui touche à la fois les deux surfaces données, 
Tous les plans ainsi déterminés envelopperont une surface développable ‚et 
sirconserite À ces mêmes surfaces. L'on peut donc dire que le système 
des deux équations (1.) représente une surface développable. Il en ré- 
sulte que le plan, qui, dans son mouvement, enveloppe une telle surface, 
ne peut passer d'une position. quelconque à une autre que dans un sens 
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unique et déterminés ef cest en cela évidemment que consiste le caracas. 
tóre des surfaces développabics. 
Si l'on élimine v entre les deux équations (1.), il viendra: 
1 u == &(v) 
ou bien, si l'on y met pour u et v leurs valeurs (—9) et (— pP): 
2087 v (p 
Si de cette équation enfiu on fait disparaitre, par la différentiation, la 
fonction inconnue, designée par «p, il viendra 
2, s—rt=0D, 
C'est l'équation des surfaces développables donnée pour la première fois 
par Euler. Je ne crois pas quil y ait unc marche plus directe, d'y par- 
venir, que la précédente, 


8. Soient, en second lieu 
ey) ==10, 
F(Z, y, v) = 9, 
les équations, entre les coordonnées vulgaires, de deux surfaces données 
quelconques, Le système de ces équations représente Yintersection des 
deux surfaces, courbe, en général, à double courbure, En éliminant z 


entre les deux équations proposées, il viendra 


| y = Q(x) 
ou bien, en substituant: 
Rm Q = (P) 
et de la on tire: 
iS? — RT = 0. 


C'est l'équation des courbes à double courbure, dans le systeme des 'coor- 
données planaires. 


Aualytiquement parlant, une surface développable ne doit être re- 
gardée comme une surface que dans le systéme des coordonnées vulgai- 
res, et non pas dans le système des coordonnées nouvelles, parceque dans 
ce dernier systéme-ci une telle surface ne peut être représentée, qu’au 
moyen de deux équations simultanées. Pareillement une courbe à double. 
courbure ne doit nullement être rangée parmi les surfaces dans Je systéme 
des coordonnées vulgaires, parceque deux équations simultanées y sont 
exigées pour la représenter. 

Mais dans le systéme de coordonnées planaires une courbe à double 
courbure doit être placée parmi les surfaces: elle y est représentée par 
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une équation unique. Ei, réciproquement, toute équation entre w, v et u, 
qui satisfait à l'équation (4.) représentera une telle suríace, 


L'on peut encore remarquer le psrallèlisme suivant entre une sur- 
face développable et une courbe à double courbure. L'une est touchée 
par un plen tangent quelconque, non dans un point unique, mais suivant 
nne ligne droite indéfinie. L'autre, dens l'un quelconque de ses points, 
est touchée par une infinité de plaus, qui se coupent tous suivant une 
méme ligne droite, touchant la courbe. L'une peut étre engendrée par 
une ligne droite en mouvement, l'autre est enveloppée par une ligne droite, 
qui se meut dans l'espace, 


9, Théorie du contact et de l'osculation. Si denx surfaces se 
touchent en un point donné, l'on a, en rapportant les lettres non accen- 
tuées à l'une, et les lettres accentuées à l'autre surface: 

= pep. z=«, yoy, 2—=2 
En introduisant les coordonnées planaires relatives au plan, qui touche les 
jeux surfaces dans le point donné, l'on obtiendra d'abord des quatre pre- 
mières équations : 
uzzu!, vzzv, PP, O= 
et de là et de l'équation z 22^ on tire d’après le numéro 5: 
10! m, 
Si les deux surfaces ont dans le point donné un contact du second 
ordre, l'on a, comme on sait, les trois équations nouvelles: 
pM UE Se ee Lis 
ef de là on tire d'aprós les équations (6.) du numéro cité: 
R=R, S=S', T=T. 
L'on pourroit continuer ainsi à volonté. La théorie du contact de deux 
surfaces en un point donné ou sur un plan donné est donc exactement la 
même dans les deux systèmes de coordonnées différentes. 


10. Courbure des surfaces. Won sait que pour déterminer les 
deux rayons de courbure d'une surface donnée en un point donné, l'on e, 
dans la supposition de coordonnées reotangulafres, l'équation suivante: 
erst Sab [LE pE— 2 pos + + NH HN’ = 0, 
équation qui se transforme aussitét en 
1. Lb IHR Quad +. itus) TIC Ha tu + C++ 4 Y(RT-S*) =0, 
5$ l'on prend un plan quelconque, parallele au plan, qui touche la surface 
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dans ie point donné, pour celui des xy, lon aura u- 0, v==0; donc 
2. 0*-rF(R4- 7)0 -- (RT — $9) = 0. 
En désignant enfin par d’ et 0” les deux racines de cette équation, il viendra 
+ zm — (2-7), = RT— 8 


; i Prd + 
L'on sait que (— =) EN ne -) expriment les rayons de courbure 


des deux sections faites dans la surface proposée par les plans des xz et 
yz, l'angle formé par l'axe des x et celui des y étant queiconque et l'axe 
des z perpendiculaire au plan des xy. Pareillement (— KH) et (—7) ex» 
priment les rayons de courbure des courbes d'intersection de deux eylin- 
dres circonscrits à la surface donnée et dont ies arêtes sont parallèles à 
laxe des y et des x, respectivement avec les plans des vz et yz; om, 
ce qui revient au même, les raycas de courbure de ees dewx mêmes cy- 
lindres, divisés par le sinus de l'angle, formé par l'axe des y et celui de x, 
Dans ce qui précède, toutes les courbures sont supposées prises au point 
donne, appartenant à la fois à la surface proposée, aux deux cylindres 
eirconscrits et aux différentes courbes d’iniersection. 

Aprés eela l'une des deux derniéres équations fournit le théoreme 
suivant: 

„La somme des deux rayons de courbure de deux cylindres cir- 
,conscrits à une surface donnée quelconque, de manière que leurs aretes 
, soient parallèles à deux tangentes quelconques, mais perpendiculaires entre 
elles, d'une surface donnée dans un point donné, est constante et égale 
à la somme des deux rayons de courbure de la surface en ce point.” 


11. Dans le cas que la suríace, proprement dite, est remplaeec 
par une courbe à double courbure, l'on a 
RT-3S5*z- 0, 
L'un des deux rayons de eourbure disparaissant alors, le degré des équa- 
tions (1.) et (2.) s'abaisse et l'on obtient: 
(3.) d= —[i4-vw) R—QuvS4 (the) TJ Hu + or, 
et 


(4) de —(R4-T). 
L'un des deux rayons de courbure d'une courbe (considéré comme surface) 
est nul par conséquent, comme on devoit s'y attendre; lauire est géné- 
ralement donné par l'équation (3.). C'est ce dernier rayon qui est pris 


dans le plan osculateur de là courbe, 
17 * 


audi 
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Tout plan contenant une tangente de Ta courbe doit êfre ' consé fa 
toucher, Après cela l'interprétation géométrique de ia derniáre équation 
fait voir, que Ja somme des deux rayons de courbure d^ deux eylindres 
quelconques, dont les arêtes sont perpendiculaires entec elles et à la tan- 
gente de la courbe en un point donné, est constante et égale au rayon 

e courbure de la courbe en ce point. Ce même résultat, cas particulier 
du théorème précédent, peut s'exprimer aussi de la manière suivante: 

„Le rayon de courbure d'une sourbe donnée queleonque en un 
point donné est égal à la somme des deux rayons de courbure cor- 

„respondans des deux projections planes de ia courbe sur deux plans 
quelconques, perpendieulaires entre eux: et parallèles à la tangente de 
„la courbe proposée dans le point donné," 

12, Nous aurions aussi pu déduire les résultats précédens de l'une 

des Squations (6.) du numéro 5, de celle-ci par exemple: 
i= — <= 
RT—S 
comme nous allons en déduire quelques autres résultats, Si l'on écrit cette 
équation de la maniére suivante 
RTS = VR = R. 
Yon obtiendra, en interprétant cet autre ey 
„Si par un point donné et suivant une tangente quelconque l'on 

„fait dans une surface donede une section plane, et si à la méme surface 
„on eirconserit un cylindre, dont les arétes sont paralléles à la méme 
tangente: le produit des rayons de courbure, dans le point donné, de 

la courbe dans le plan dintersection et de ce cylindre, sera constant et 
„egal au produit des deux rayons de courbure de la surface proposée en 
„ce méme point," 

Euler a démentré le premier, qu'en nommant o l'angle que forme 
laxe des y avec celui des deux sections principales à laquelle répond le 
rayon 94, Yon a (Dupin, Développemens de géométrie p. 109.): 

—f = (>) cos! o + (5) sin*e | 
à" 
et de là on tire d’après l'équation (6.): ! 
— R = 0" cos! « + 0 sina. 
Cette équation dorine la courbure d'un cylindre circonscrit quelconque au 
moyen de la direction de ses arétes, et les courbures de la surface pro- 
posée dans le point correspondant, 
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13. Si 3-0, on aure Sgalement d'aprés le gum de, s== 0. 
L'équation (5.) se rédeit alors à 


17, T xi, 


Si l'on s’exprime oomme la fait Mi. Dupin, lou aura dono ce aouveau 
théoreme: 

„NA une surface donnée quelconque lon eircouscrit un cylindre, 
„dont ies arêtes sont paralieies à Pune de deux tengentes conjuguées quet- 
„Ccorques dans un point donné, ce cylindre aura, avec ia surface propoe 
„see, un contact du second ordre suivant l'autre tangente conjuguée.” 

L'on sait que le produit des deux rayons de courbure de deux 
sections normales faites dans une surface donnée suivant deux tangentes 
conjuguées quelconques et du carré du sinus de l'angle formé par ces 
fangentes, soif égale à une quantité constante et que ia somme de ces 
móines rayons le soit également. (Dupin, Dev. p. 402.5 De là résultent, 
d'après l'équation (7.) ees deux autres théorèmes. 

„Le produit des deux rayons de courbure de deux cründres eic- 
,, conscrifs à une surface donnée quelconque et dont les arêtes sont parai- 
„ieies à deux tangentes conjuguées, est égal à une même quantité cen- 
8fante. La somme de ees mêmes rayons divisée par le sinus de l'angle 
„des tangentes eonjaguées est également constante," 

14, Pour ne pas étendre trop loin la présente note, je me borne- 
rai, pour dernier exemple, à énoncer simplement que, dans le systéme de 
coordonnées planaires, des formules iniégrales nouvelles se présentent, tani 
pour la quadrature des surfaces que pour !a cubature des corps, terminés 
par elles, ces surfaces et ces corps étant limités d'une autre manière que 
dans la méthode ordinaire. dr 

15. Je pense que les exemples que j'ais pris au hazard et aux- 
queis en eux mêmes je n’attache aucsne importance, sufüront pour faire. 
sentir la possibilité, je dis plus. la nécessité de parvenir. en poursuivant ia 
même marche, à une foule de résultats nouveaux. L'on n'a qu'à par- 
courir les ohvrages de MM. Monge, Dupin, Hachette et d'autres géo- 
mètres qui se sont eccupé de la théorie analytique des surfaces, pour en 
recueillir les matériaux pour un livre nouveau sur une matiére qui sem- 
blait usée, mais qui, en se présentant sous une autre face, est bien loin 
de l'étre, 
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13, Je terminerai par une dernière remarque purement analyti- 
que. Soit 
LL FQ) ps 2,4") == 0 
une équation donnée entre z, y, x et les deux coefficiens différentiels par- 
tiols de z par rapport à Y et x, ef supposons qu'on en ait obtenu comme 
intégrale l'équation suivante: 
2.  F(zy,x) = 0. 
{équation différentielle proposée peut se transformer dans la suivante: 
5. f{—u,—v, — (w— Ou— Pv), —Q, — P) = 0, 
dont on aura également Fintégrale en éliminant 2, y et x entre l'équa- 
tion (2.) et les trois équeftons suivantes: 
dz dz 


= 


rear AN FE TPE wd uy--vx4-z-0. 
Si l'équation (3.) se réduit à 
4. f(—@—Qu—Pv), —0Q, —P), 
lon aura, à la place de l'équation (2.), celle-ci; 
Je) == 0, 
ei de là on déduira une intégrale, qui ne sera qu'une solution particulière 
de Véquation (4.). 

En passant aux coafiiciens différentiels seconds, Yor verra qu une 

équation quelconque: 
Q (6 8$ 7,9, Py 2, Y; x) = 0 

est intimement liée avec l'autre: 
Q ee S3? HI Ss Hy —V, —(w—Qu—Pv), —(), T P)=0, 
de maniere que, l'intégrale de Lune d'elles étant obtenne, l'autre s'intézrera 
par une simple élimination, Les ceux équations suivantes : 

(14-5) t — 2pgs +(A+g)r = 0, 

(4 d x)r—2zys-- (3 Ey)t = 0, 
dans la dernière desquelles jai changé seulement les variables, en fournis. 
sent un exemple; lune étant intégrable, l'autre l'est également. 

Je m’abstiens ici de toute,sorte de dévelappemens, parcequii y a 
une manière plus générale de traiter la même question.  J'avois seulement 
on vue de faire ressortir que, quant à la possibilité d'en obtenir les inté- 
grales, les équations aux différences partielles se groupent par couples, 
ainsi que cela a lieu, quant aux théorémes de geometric, 

Bonn, le 18, Février 1831. 
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Quelques théorèmes de géoméirie. 
. (Par Mr, L. J, Magnus à Berlin. ) 





Dans un article inséré p. 91. du présent volume jai donné une méthode, 
pour tirer de théorémes connas sur des coniques des autres théorèmes sur 
des lignes courbes du même degré. Mais la même méthode suffi: pour 
tirer de ces mêmes théorèmes connus des théorèmes sur des courbes d'un 
degré plus élevé; et comme l'application de la méthode n’a aucune difficulté, 
je me borne seulement à en donner quelques résultats qui se rapportent à 
des courbes dont les géométres se sont occupés déjà depuis tant de siècles. 
Soient données 
1°. une cardioide dont l'équation en coord, rect, est 
(y^ + any — he y* + x) xe — 4 a*y? = 0; 
2°. une cisscide dont l'équation en coord, rect, est 
(y dr x) — ag = 0; 
3°. une lemniscate dont l'équation en coord, rect, est 
(ath (pr xt) = 0, 

Désignons le point de rebroussement de la cardioide, celui de la cissoide, 
et le centre de la lemniscate par p,. 


L Soit élevée au point de rebroussement p, de ia cardioide une 
perpendiculaire D à laxe des abscisses. 


Soit p un point quelconque de 
la courbe, tirez la corde PP,» 


élevez par son point milieu une droite per- 
pendiculaire à cette corde qui coupera en général la droite D dans un 
point 9, joignez p et 7, enfin nommez m et n les droites qui divisent en 
deux parties égales les angles formés par les droites pg et pp,; de ces 


droites 7; et » lune sera la tangente et l’autre la normale de la courbe 
au point p. 


IL Soient élevées deux perpendiculaires D, D’ à Vaxe de la cis- 
soide, Vune par le point de rebroussement p, et l'autre par le point de 
laxe dont l'abseisse est égale à 2c, 


De méme soient élevées deux per- 
pendiculaires D, D‘ à 


l'axe de la lemniscate par deux points de cette axe 


dont les abscisses sont égales respectivemeut à + 75 et 


a 


aor 
oN 
Ce 
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Soit p un point quelconque de l'une de ces deux courbes, tirez la 
corde pp,, élever par son point milieu une droite perpendiculaire à ceíte 
corde, qui coupera em gónérai es deux droites D, D' em deux points 7 
et 7,, joiguez pg et pgs, enlin nommez m et 7 les deux droites qui 
divisent en deux parties égales les angles formés par les droites p7, p9; 
de ces droites m et n lune sera la tangente et l'autre la normale de le 
courbe au point p. 

ili. Si par un point fixe p pris arbitroirement dans je plen de 
june de ces trois courbes ci-dessus nommées et par le point p, on foit 
passer un cercle C,, il coupera ia courbe fout au plus encore en deux 
points & et à. Si de plus om décrit deux cercles C,, C, passant tous deux 
per le point p,, dont Fun touche la courbe au point + et l'autre au point 
b, ces deux cercles C,, C, se couperont en un second point g. Si ensuite 
on fait varier le rayon du cercle C,, les rayons des cexcles C,, C, va- 
rieront aussi, Alors le point g décrira une courbe qui sera un cercle pas- 
sant par le point p,» 

iV. Réciproquement, si le second point d'intersection 7 de deux 
cercles C,, C, qui passent par le point p, et ‘ont Pun touche une des 
trois courbes. ea un peiat a et l'autre en un point 6, se meut sur une 
circonférence d'un cercle fixe qui passe par le point p,: tous les cercles 
qu'on peut faire passer par les deux points variables a et b et par le point 
fixe p, iront passer par un second point fixe p. | 

V. Si l'on prend sur une des trois courbes deux points quelcon- 
ques p,, Ps, et que par ces peints on décrive une suite de cercles: cha- 
cun de ees cercles coupera la courbe tout au plus encore en deux points 
a, b, Or, si l'on décrit une nouyelle suite de cercles dont chacun passe 
par le point p, et par une couple de points a, 5: tous les cercles de cette 
suite se toucheront au point p,. 

VI. Si l'on décrit un cercle €, touchant une des trois courbes en 
un point quelconque p de manière qu'il ait deux autres points 9, 9, de 
commun avec cette courbe, sj par les points 9, 9, et p, on fait passer 
un second cercle £,, et par les points p et p, un troisième cercie €, qui 
touche le cercie C, au point p,: ce troisióme cercle C, coupera la courbe 
tout au plus encore en ut point 9,. Or, si l'on décrit un quatriéme 
cercle €, passant par les points p et 9, et touchent le cercle C, au point 
p, ce cercle C, sera le cerele osculateur de la courbe au point p. 
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VIT. Soient o,, o,, CAPE Ay, 05, Qs six points pris arbitrairement 
sur une des trois M Si lon décrit six cercles Pi Gas p,0,05; 
Pa 03045 p,0,0,, p, 0,05, p, a, @, qui passent par le point p, et qui joignent 
respectivement deux points consécutifs sur la courbe: le second point din- : 
tersection du TV” et du 4%, celui du 2" et du 5™ et celui du 3"* et du 
G"' seront situés sur la circonférence d'un cercle qui passe par le point p,. 

VITE, Soient a,, @,, @3, G5 05, % six points pris arbitrairement: 
sur une des trois courbes, Soient décrit six cercles C,, C,, . . . C, qui: 
passent par le point p, et qui touchent la courbe respectivement aux points 
Q,, Qu, +e Qs, et soient désignés les deuxièmes points d'intersection des 
cercles conséentifs par 0,, 6,, .. + by. Si l’on: décrit les trois cercles 
0,5, by, p, b, b, , p, b, b, qui passent par le point p, et qui joignent respec- 
tivement les points à, et 5,, b, et 5, b, et bg: ces trois cercles auront 
un méme second point d’intersection. 

Le théoréme suivant est également un résultat de l'application de 
notre méthode. 

Soient S et = deux spirales logarithmiques égales, situées dans un 
méme pian, ayant ie méme póle 4 et faisant leurs révolutions en sens 
contraire. Désigaons une révolution quelconque de la spirale S par r,, 
les revolutions exiericures qui suivent la révolution r, par r,, 7, 7; etc., 
et les révolutions inférieures qui la précédent par r ,, r_,, r , etc. Dé- 
signons de plus une révolution quelconque de la spirale = par e,, les ré- 
volutions intérieures qui précédent la révolution Co Pak 0,5 8; , €, etc., et 
les révolutions extérieures qui la suivent par e_,, @.5 0-3 etc. 

Cela posé, si l'en tire une droite quelconque dans le plan des deux 
courbes, elle coupera une infinité de révolutions de la spirale S, et cha- 
cune d'elles en deux points. Si l'on désigne les deux points d'intersec- 
tion de cette droite et de chacune de ces révolutions respectivement par 
Go Vos Q,, bs @_,, b_,; @,, b,; ete., si l'on joint le pole 4 et chacun 
de ces points d'intersection par des droites qu'on imagine étre prolonpées 
indéfiniment au delà de ces points d'intersection; chacune de ces droites 
coupera chacune des révolutions de la spirale Z en un seul point. Si Von 
. désigne le point d'intersection de la droite fa, ou Ab, et de la révolu- 
tion e, par «&,,, ou (2,,,, on peut former une infinité de séries de points 
d'ntersection, dont chacune est composée d'une infinité de pou mn 9 
Bn,» de sorte que les indices zr, n des points d'une même série ont une 
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différence constaste. Tous les points de chaque série seront situés sur 
une même circonféreace d'un cercle, et fous ces cercles se toucheront 
au point 4, | ae sy 
Réciproquement, si l'on décrit wn cercle par le pôle 4, il coupera 
une infinité de révolutions de la spirale 8, et chacune d'elles en deux 
points. Si lon désigne les deux. points @intersection de ce cercle et de 
chacune de ces révolutions respectivement par c,, dj; Cs di; C15 dus 
Cor ds etes si lon joint le pote 4 et chacun de ces points d'intersec- 
: | des droves. au'on i - ^t 4 *adáfnl delà 
tion par des droïies, qu'on imagine être prolongées indéfiniment au dela 
de ces points d'intersection: chacune de ces droites coupera chacune. des 
révolutions de là spirale. en un seul point, Si lon désigne le point 
v? ree x E + «tes E ys - p jr 24 Ce ^ " 
d'intersection de la droite Sc, ou 4d, et de la révolution En par Ym,n OU 
On, on peut former une infinité de séries de points d’intersection, dont 
chacune est composée d'une infinité de points y, ,, Onn» de sorte que les 
2 e ^ ^ A F e , 
indices 72, 2 des points d'une méme serie ont une difference constante. 
Tous les poists de chaque série seront situés sur une même droite, et 
toutes ces droites seront parallèles entr'elles, 


\ 
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11 
A Le 
Auflósung einiger Aufgaben ans der Calendariographic. 


(Von Herrn G. 4. Jahn, Stud. maih, aus Leipzig.) 





Direct eine nähere Betrachtung meiner vor drei Jahren im Druck er- 
schienenen ,,Fest-Tabelle von 1700 his 2000," Leipzig, in der Baumgürt- 
nerschen Buchandiung, wurde ich veranlafst, mehrere, den Jul. und Greg, 
Kalender betreffende Aufgaben zu behandeln, deren Auflösung einer öffent- 
lichen Mittheilung nicht unwerth zu sein scheint. 

Bekanntlich ist das von Gaufs angegebene Verfahren, den Oster- 
sonntag (Mten März) eines Jahres N, Greg. Styis, rein ariihmetisch zu be- 
stimmen, in folgender Operationen enthalten: N 

^ 
IV pes b 


Jj 


Hos LS LH = 
o 
n-4-2b-L-4c43-64 e 
5. ie == E + us 


4 
\ 6 M=22+d-+e, 

wo m und n die für jedes Jahrhundert bekannten Constanten bedeuten, 

Seizen wir uns nun die umgekehrie Aufgabe vor, d.h. suchen wir 
das Jahr N eines gegebenen Jahrhunderts, in welchem der Ostersonntag 
auf den Mten März fällt, so wird diese Aufgabe eine unbestimmte. Ver. 
suchen wir sie aufzulösen. 

1) Folgt aus den Gleichungen (1.) und (2.) nach Elimination von N: 


1 9 A m x. b e — b "Ar A 
B= ante ti 2m 94 --x, also x = — —— — , woraus 
4 2 ‘ 1 2 





4 a—b—4x, folslich 
B=5e—5b-—19 x ; 
2) aus den Gleichungen (2.) und (3.) nach Elimination vor N: 


7C bp oa ho C6 E LA 
B= i = 20+ 2’, also x! = ———— , woraus 





C= c— b—4x', folglich 
B= 2¢--2b—7 x'; 
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3) aus der Gleichstellung beider gefundenen Werthe von B: 
LL usui adi = 3x— a +y, also y = tie, woraus 
= tach Shree 7 =a-+-b--c—3y+y', also y'zz “2, woraus 
y == b—2y’, folglich 
x =m a+ c—2b-+ 7y', 
x re NE 5 
4) nach Substitution, der nen Werthe von x, x’ in die Glei- 
chungen für 4, B, C: 
A = — 3a+ 7b — 4c — 28y*, 
B = —14a +335 —19ce —133 y’, 
C == Sat 0107 64 
5) nach Substitution dieser Werthe in eine der Gleichungen (1.), (2. » (3j: 





JV = — 560 + 1335 — 76e — 532 y5; 
6) aus der Gleichuag (4.): 
30 D-I-d -——m d —m-—8D 
Cie erem eem 2D+z, also z —-——45—, woraus 
— m —19 —in-—3 
D= er: z—2z2--z, also 2 = — 5 woraus 


d —m — 8z' ‘ | d —m 
= — = — 3747, also 2 = dont, woraus 


z/ 3z/7-- m-— d, folglich 
z == —82"— 3m + 3d, 

192+. Tin — 7d, 
30z/^4-11 —11d; 

7) aus der Gleichung (5.): 


ee it 2b — 6d —2E—d--u, also u = wc Au woraus 


E= e— n—?2b—2d—4u, folglich 
ce =2e--2n— 4b — 5d —1u; 
8) aus der Gleichung (6.): 
da M — 222 — e. 
Durch die vier gefundenen Gleichungen 
| d, dz M — 22—e, 
]2. a= 11m—11d+4302", 
13. c oe —Qn--- 4b Ye—5d— Tu, 
4. V 1330 —56a—76c — 532 y' 
sind nun die anfünglichen Gleichungen (I.) so weit reducirt, als es mög- 


ug d 


& 


Ti. 
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lich ist, und dienen, sobald in ihnen 5 und e willkürlich genommen wer- 
den, zur Bestimmung von JV. 
Folgende Betrachtungen jedoch werden uns noch auf einige Ab- 
kürzungen dieser Auflösung leiten. 
Setzen wir 4 constant, und bilden aus den vorstehenden Gleiehun- 

gen die Differenzengleichungen, so erhalten wir: 

Ad=— Le 

Ag = —11Ad+30A2z", 

Actas + 2Ae— 5Ad— 7Au, 

AN= —56Aa—76Ac—S32A y'; 
MOD A A 
Au = +11 Ae +30A2"%, 

= + 7(^e-—Au), 
AN == —1148 Ae —1680A2"+4-532 Au — 532 A y", 
Da nun c nach der Gleichung (3.) in (1.) kleiner als 7 ist, so mufs, da 
die Incremente Ae, Ad, Az”, u. s. w. immer nur. ganze Zahlen sein dür- 
fen, Au == Ae, mithin Ac= 0, also für ein constantes 4 auch e constant 
sein, Folglich ist dann: 
Aa = + 11Ae+ 30Az' 
AN = —-616 Ae —1680 A z'— 532 A y*. 

Wenn wir daher Ae der Reihe nach die Werthe 0, 1, .... 6 geben, 
so ergiebt sich folgende tabellarische Übersicht der zusammengehörenden 
Werthe von Ae, Az”, Aa und AN: — | 


A^e| A z^" 1Aa | V 
0 Of 0i — 0—532A y 
1 0| 11] — 616 —532Ay’ 
2 0 | 22 | —1232-- 532 Ay’ 
31-11 3| — 168—532A y' 
41—1]14] — 781—532 y' 
9 [—1 [25 | —1490 — 5324 Y 
6| —21 6] — 336 —532A y' 


Setzen wir shot e = 0, und ^e nach und nach = 0, {, .... 6, nennen 
die ihnen zugehörenden Jahre /V, IV’, N“ u. s. w., und bemerken, dafs für 
Ae=0, auch A /V— 0, mithin auch Ay’=0 sein muß, so haben wir: 


NN JW" -N-— 784 
N = ARE 6164 VY m W— 1406 
Ni == N —1232 AY m N 336. 


Ws N — 168. 
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Übrigens werden wir auf ähnliche Art leicht finden, dafs, wenn für 4 das 
erste Jahr —= N ist, dann für 5 + A 5 das erste Jahr = N—-95 A} sein muls. 
Aus diesen Betrachtungen nun geht fast von selbst folgende allgemeine, und 
für die numerische Rechnung bequeme Auflösung der Aufgabe hervor. 
Nachdem das Jahrhundert und der Ostersonntag gegeben ist, be- 

stimme man die Grifsen «e, c aus den Gleichungen 

@ == 242 + 104 m — 11 M + 302%, 

e = 110— 2n — 5M— Tu, 
wo z/ und u so zu nehmen sind, dafs à und c respective kleiner als 19 
und 7 bleiben, so hat man folgende 28 Jahre: 
No — — 41404190) — 532’ 


P Rm Ny = Ny +1064 Ny Wr OR 
N, = N,— 616 Ni = Ni — 616 Nx, = No + 1064 
I Sats + {064 N. = Ny— 616 Ja = Not 241 
N, == I, — 616 N, == JV, + 1064 N. = N. 616 
N, = N,— 616 Ny = N, + 241 Na = No— 616 : 
N= MN + 1064 Nis = Na— 616 Na = Na + 1064 
N, = NH 241 Ns = N,;-- 616 N, = Na— 616. 
IV = IN, — 615 Ny mes Nis + 1004 No "N- Nas — 616 
M = N,— 616 Ium 616 Ny, = Nas 10643 


vou welchen höchstens 4 reell sein werden, d. h. in denen y^ so gewählt 
werden kann, dafs dadurch die Jahre in das gegebene Jahrhundert fallen. 
Ein Beispiel wird dieses noch mehr erläutern. 


Man sucht alle Jahre des 19ten Jahrhunderts, in denen der Oster- 
sonntag auf den 31. März füllt. — 
Hier ist also M 2231, m 23, n=4, und folglich 
a = + 154 + 302", 
c = — 53— 7u; 
z==—5, giebt vy 224; u = —8S, giebt c== 3; und daher die Jahre 
532y' | — 547—3532y* | — 642—532y' | — 737—532 y! 
| —1163— 532 y^ | —1258— 532 | —1353—532y/* 
| —1779-— 532 y^ | —1874—532y' *| —1969— 532 
ry! | = 715—532y* | — 810—532 y^ | — 905—532! 
1236 — 532 y' | —1331—532y'*| —1426 — 532 y! | —1521— 532 y' 
| 
| 


r 
> 


| —1947— 532 y | —2042 —532 y' | —2137 —532 y' 
— 883—532 y' | — 978—532y' | —1073—532 y' 
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von denen nur die mit Sternchen bezeichneten müglich sind; nemlich 1872, 
1861, 1850, 1839. 

Für den Julianischen Kalender, wo für alle Jahrhunderte m — 15, 
n==6 ist, wird die Auflósung noch viel einfacher. Man bestimme nem- 
lich die Gröfsen e, c aus den Gleichungen: ; 

. € = 307 — 11 M + 302", 
c — 98— 54H — Tu, 


.so hat man 
N = — 4140-4190) — 532%", 
N, = —4(14a--19c) — 95 — 532y', 
N, = —4(i4a-+19c) — 190 — 532", 


N, — 4 (14a 4- 19c) — 285 — 532 y, 

wo y' alle Werthe annehmen kann. Folglich erhält man 4 Reihen von 
Jahren, welche Ostern den Mten März haben. Übrigens ersieht man 
hieraus, dais die Julianischen Ostersonntage nach 532 Jahren in derselben 
Ordnnog wieder kehren. Ein Beispiel scheint überflüssig zu sein. 


— ÀÓn—— run wen ——— 





Um zu bestimmen, in welchen Jahren eines gegebenen Jahrhunderts 
der Februar 5 Sonntage hat, setze man in den Gleichungen (iL) 
M = 28 +7.AM 
e= U 
8 ZUR 
so erhält man, nachdem d eliminirt worden ist: 
a= — 66 + ile — 77 AM + 302", 
€ = —30— Qn —35LM — 7 


u umd 


N = 560 — 76e — 552%" Ny= N.— 616 
N, == N — 616 Ns = N,— 616 
N, =: N,— 616 N, = N, +1064, 
N, = N, +1064 


wo AM nach und nach = 0, 1, 2, 3 gesetzt wird. 
Beispiel. Für das 19te Jahrhundert hat man: 
m==23, n=4; daher für AM= 0: 
& == 1874303" 
e = — 33— 7u; 
z/z—6 giebt a= 7; uz2-—06 giebt c — 4, und daher die Jahre 
— 696 — 532 y' 
—1312 — 532y'*, y'=—6 giebt 1859, 
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= 1998 — 532 Y° 
— 864 — 532 y' 
— 1480 — 532 y 
mn 2096 — 532 y' 
—1032 — 532 y*; 
$ir AM =1 folgt a 110 +302: 


e=— 73— fu; 
gawd giebt q— 1-20; u=—il giebt c—4, und daher die Jahre, 
wegen a == 20, unmöglich : 
für AM==2 ist e= 33-4 307" 
c ==---108-— 7u, 
2 z—-—1 giebt 2= 3; u — —16 giebt c — 41, und daher die Jahre: 


AT 
— 1088 — 532 y' 


— 1704 — 532 y' 
— 640 — 532 y' 
— 1256 — 532 y' 
— 1872 — 532y'*, y'-z —7 giebt 1852, 


— 808 — 532%"; 
für AM == 3 dst @=— 44 + 302" 


e=—143— Tu, 
xian +2 giebt a == 16; uz-——21 giebt c — 4, und daher die Jahre: 
— 1200 — 532 y' 
— 1816 — 532 ar 


— 2432 —- 539 y'*, yi —8 giebt 1824, 
—1368 — 532 y‘ 
— 1984 — 532 y' 
—2600 — 532 y' 
— 1536 — 532 y; 
für AM a= 4 ist a=— 121-4302"  . 
€ sa we {78— ju, JN 
+5 giebt c— 29; w-- —26 giebt c — 4, und daher die Jahre, 
wegen a == 29, unmöglich. 





Um alle Julianischen Sohaltjahre mit einem gegebenen Ostersonntage 
und bekannter goldnen Zahl zu bestimmen, setze man in den Gleichungen (IL.) 
b=0 
a == goldene Zahl --1, 
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und es kommt hi og gd Va n 
2. a = 30z' -- 165 — 11d, 
Jj, ¢ = Ye — 12— 5d — Tu, 
4. N =—560— 76c— 532 y". 
Aus der Gleichung (II.) folgt: 
Higgs a am 3z"-L-15-]-«, also e = is woraus 


IH, 





11 
Mcr a+ ite feta é * & —2a 
oS OO Be He’, aio a =", woraus 


a 


E Ja -- c, folglich 
lila — 4a, 
d z—30a'—11a--15; 
ferner aus de Gleichung (1.) 
e — 1l — 22 — d. 
Die beiden gefundenen Gleichungen 
d == —30a'—11a--i5 
e= M — 2% —d, 
verbunden mit den 2 letzten in (III.) sind die zur numerischen Auflösung 
erforderlichen Ausdrücke. 
Beispiel. Man sucht die Julianischen Schaltjahre mit der goldenen 
Zahl 14, in welchen der Ostersonntag auf den 19. April fällt? 
Hier ist 772 — 50, a — 13; folglich 
d == — 30a/ — 128, 
e == 28 — d, 
¢ = 2e— 12 — 5d — 7u, 
N == —56a—76c— 532y'; 
«= —95 giebt d= 22, folglich e=6, daher 
c = — 110— 7u; 
u==—16 giebt c —2, folglich 7V — — 880 — 532 y'. Der kleinste Werth 


c 


ay 


von y'-— —2 giebt i84. 
Man hat daher die Jahre 

184 

716 

1248 

1780 

2312 

2844 wu. s. We 


Leipzig, im Marz 1830. 
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12. 


De resolutione algebraica aequationis X" — 1, sive de 
divisione circuli per bisectionem anguli septies repetitam 
in partes 257 inter se aequales commentatio coronata, 


(Cont. Diss. Vol. IX. Fasc. 1.) | ^ 
(Auct, Richelot, Docet. phil. Regiom.) 


Pars altera. 
Vil. 
Quemquam in fis, quae modo exposita sunt, problemati proposito satis- 
factum esse videtur, tamen formula una desideratur, qua singula quaeque 


periodus (2, 1) (2, 2) etc. sive 200857, 2 cos etc. protinus expriman- 
tur. Substituentes quidem valores ex aliis aequationibus quadraticis de- 
sumfos in alis sequentibus, sensim struere liceret formulam quantitatis 
(2,1) == ens 25i illud vero negotium quantopere complicatum sit nemo 
est, quem fugit. 

Prorsus vero alia totum problema solvendi via, nec non formulam 
desideratam struendi patet. Periodos enim quatuor formae (64,), octo 
formae (32,), sedecim formae (16,) etc. ex aequatione respective quarti, 
octavi, sedecim! ordinis, nec non denique centum viginti octo periodos for- 
mae (2,) ex aequatione centesimi vigesimi octavi ordinis protinus eliciendi 
problema propositum sit. Quae aequationes per methodum celeberri- 
mam solvi possunt, qua ostenditur, quomodo radices aequationis X""*'— 1, 
ubi 277 + 1 numerus primus est, per aequationes auxiliares ordinis 4, qua- 


. . . . » LJ s 247 
rum radices formulis trigonometricas functiones angulorum formae EU 
continentibus exprimantur, sine ulla ambiguitate determinare liceat. 

In exemplo proposito, quia an +1 == 257 est, u aut = 2, aut — 4, 


aut — 8, aut = 16, aut = 32, aut = 64, aut — 128 ponitur, ita ut ex 
theoremate modo praemisso sequitur, periodos formae: 


(128,) (64) (32,) (16) (8) (4) (2) 
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formulis determinari posse, quas trigonometricae functiones angulorum 


respective 
Qua 2x7 9x7 2xm Oum Wwxn 2xm 


—— — 


2 4 8 16: 29904064 128 








componunt. 
Ita hic semper in bisectione anguli saepius repetita, tota solutio nititur. 
Quamvis vero clarum sit, ultimam suppositionem u — 128 brevis- 
simam totius quaestionis solvendac viam munituram esse, quippe quia in 
ceteris suppositionibus non radices ipsae eliciuntur, sed earum aggregata 
maiora, inde ex quibus ad periodos (2,) eruendes novus calculus adhibea- . 
fur necesse est, in illa vero periodi (2,) ipsa excutuntur, quae radices 
ipsas facilius praebent; aítamen antequam ad illam solutionem generalem 
aggrediar , octo periodos triginta duorum terminorum formulis concinnis 
determinare velim. 
VIE. 
Sit r radix ulla adhue indeterminata ah; 
XL X7 5.L ete, + X--120, r= cos 577 -- is sin 277 , 
atque ponamus, numero 3 rursus fübquam radice primitiva numeri 257 
supposito : " i os 
Po mr+trtr+tete 4-25, 
nec non p,, p,, .... p; functiones tales quantitatis r sint, quae ex p,, 
loco ipsius r ibi posito respective: 
rs D, eee un 
oriuntur. Jam clarum est, si introducatur ex priori parte notatio haec: 
r= (1), ?=(2) etc., fore: 
Po = (32,1), — p, (22,3), per (33, Y) ete. , «p, = (32, 37, 
Hanc ob rem ex eodem notissimo theoremate, quo in artic. IV. ad pro- 
ductum (32,1) (32,81) determinandum usi sumus, secunda tabula adhibita, 
valores productorum ?, Pas Po Ps» PoPso Poi, P^ tanquam lineares func- 
tiones quantitatum p,, p,, ps» +++ » p; derivantur; habemus igitur: 
Poe Py = Wot 5 Pa Pa HS Ps pa 5 ps -- 4 pet Spry 
Pos P3 zm Opa d- 3 prt 3 pi +O pst 5 pa - 5 ps +5 Ps F5 p, 
l. (p,p.—65p,d-5p-?p.-3p--4p.-- 5p, +4 po + 3 p, 
Pos fy == ep, + 2 p, + Spo 3 ps 5 pa + Spo + Spot Ops 
Poe Po == 32 4- 9p, 4-5 p, + 6p. Opps + 2 pg + 6ps + 2p, - 29. 
De quibus valoribus nonnulla placet animadvertere, 


37 


19 * 
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I, In quatuor prioribus expressionibus summa coéfficientium quan- 


257 —1 252 Er 
T 1 = 31. Quod 


ex natura productorum facillime generaliter demonstrari potest. Jam enim 
productum p,p, exempli ‘causa, quippe quod == (32, 1) (32, 3*) est, nec plus 
nec minus quam triginta duos terminos formae (32,) continere posse, in 
art. IV. expositum est; quas periodos (32,) rursus per quantitates p ex- 
pressas, numerum 32 assequi clarum est. _ In ultimo vero producto, una 
triginta duarum periodorum ortarum erit (32,0) sive == 32, quia PP, = 
(32,1) (52,1) atque hoc erit: 
= (32,3°+1) + (32, 3°+ 1) + (32, 39-- 1) + ete. 4- (32, 39-4 - 1). 

Jam vero notum est, nullam aliam potestatem ipsius 3, nisi 125tam esse 
== —1(257), unde sequitur in serie illa nonnisi terminum (32,3 4- 1) 
fore —(32,0)— 32. Restant igitur adhuc 31 termini formae (32,) sive 
31 quantitates p; q. e. d. | 

Hane demonstrationem prorsus generalem esse, simulac loco ipsius 
257 ponatur numerus primus 877 +41, nemo est quem fugit. 

II. In expressione prima, coéfficientes quantitatum 5, et p, iidem 
sunt, nec non ipsarum p, et p, etc., id quod iam in art. IV. (per theorem. 
disq. arithm. 350) demonstratum est. 

III Ex quinque bis expressionibus, indices promovendo, novas 
veras effici, e natura quantitatum p elucet; ita ut habeamus omnia producta: 
PrePs> Pasos PseP75 Pisas ParPs CO.) Die Pss Poo Ps elle, PiePas p. Ps etc, 
pi.pi etc. per lineares functiones quantitatum p expressa, quorum tria 
priora eandem legem inter coéfficientes sequuntur, quam formula ipsius p,. ps. 

IV. Adhibita denique aequatione nota hae: ; 
| 2. p.d hy Ps + Pat Ps + Pet Pr = —1 
per (—32) multiplicata, ex formula ultima pur p,p, hanc assequimur: 

3.  p,p,— —23 p, — 28 p, — 26 p, — 32 p,— 30 p, — 26 p, — 30 p, — 30 p; , 
unde novae formulae pro p,p,, PP. etc. per solas quantitates p expressae 
derivantur. 

Inde ex formulis (1.) et (2.) una cum iis quae indices promovendo 
sequuntur, earum functionum invariabilium ex octo quantitatibus p com- 
positarum valores numerici enumerari possunt, quae aequationis octi ordi- 
nis, quantitates p tanquam radices eontinentis, coéfficientes sunt. Cuius 
aequationis igitur terminus secuadus = 4, erit: 


" A, = — (pe bb 5d etes +7) = +1, 





titatum p est — == 32, in ultima vero 


19. Richelo PS de resolutione algebraica aequationis X? = f, 149 


terminus vero tertius = 4, summa binarum quantitatum p inter se multiplica- 
farum, quippe quam, notatione nota adhibita Z(p") = pz + pr -r ete. +p7, 
esse constat 


Uem Gain Go | Etes, ae — TIAM 


Terminus tertius = 4; eiusdem aequationis erit: 
I E os dak cs =p? +4, Lak Food de 
ee? oh, 


_ quantitatem vero p;, ex 3) per multiplicationem ipsius p, p, per p., fae 
mularum 1) ope invenimus: 
PoPoPo = — 19 p,—158p,— 150 p,-—198 p, —174 p,—162 p, —186 pe —186 p; > 
unde fluit 

=p = 75 $198 - -- 150-+ 198 + 174-+ 162-4 156 +186 == 1289, 


nec non: 
A, == — 542, 

Prorsus simili ratione sequentes numerantur coéfficie entes, quos coëf- 

ficientes respectivo coéfficientibus binomii evoluti (r — 2)" secuudum 

modulum 257 congruos esse notum est; id quod caleulo apud tres rume- 


ratos comprobatur. 
His praemissis, R esse radicem aequationis X" = + cuius octava 


demum potestas — 1 fiat, ponamus; sit igitur R — cos - +-isin—; iam 


omnes ceterae radices erunt: 
' 


7t OMM TE 
R = cos-7 +isin, 


Rm 


7T v 7e! ade . 
-——— Z —_— = 1 
cos -5- -- 2 sin > 


OI. ON gt NT 
E nee Tres x — 
R = 0087 +7sing cos -}- 2 sin, 


4 R* = cos s +isnr = —1, 
Be N re nt 
R == cos 4 T snj- = — cos] ee 
R = 005°" +is i in = — i, 
775 . 1% D MET | 
Tu + Ee Pe pin E 
R = cos +/sin 7 = cooz—isnz, 
Boos dog deo = t 


Tum ponamus: 
Á = Po+PR + pak? + p, PP pal pe EP H- p, BE. E, 
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neo non /,, fr; fı ete, eas quantitatis R functiones significent, quae ex f,. loco 
ipsius 8 positis respective: 
R?, Ry B* etc. | 

Quarum functionum valores numerici inveniantur, nt ipsas quantitates p de- 
terminemus, necesse erit, 

Jam vero clarum est, ex indole ipsius fi, esse: fi == —1, nec non 
Jn. quippe quia H*— R*5- Rs oto, — 1 est. 

Geterarum vero septem. funetionum A, f ete. f, valores haud sine 
calculo sequenti determinari possunt, 

. Ponamus nimirum e theoria hue pertinente notum esse, id quod 
facillime demonstratur, productum f, f, semper formam (FR) Finan induere, 
ubi FR quantitatem ex potestatibus ipsius Æ compositam significat, quae 
co@fficiens est quantitatis p, in evolutione linear: producti fn en 

Jam vero ad finem nostrum tria genera functionum FR introduca- 
mus, Primum sit igitur: 
Ai = (FR), f, 


So Plan cm fA es (PHI), 


h fes mm f fs = (F™R)f, = — pur 
unde eo ut loco ipsius R ubique respective 2”, 1? etc, substituamus, novae 
aequationes, novaeque functiones FR subordinatae efBeiuntur. 
Aggrediamur ad determinandas quantitates (5.). Habemus: 
i= Po p, ET p, RI + ps HR? 4 p, REL p, RS + pc + p, A’, 
f, = Pot p. R d p P + p RE p, Rit p, HL p, RL). 
Si vero in functione f, indices quantitatum P per 1, 2, 3 augeantur, ex f, 
oriri respective clarum est: 
E' f, , £^ fa, R f, 
hanc ob rem ex producto f, f, oriri respective: 
| Rf, By mpg 
sive coëfficientem ipsius À? in /, f. , ex coëfficiente ipsius £° augendo in- 
dices per 1, oriri intelligitur, ipsius vero AR! eodem modo ex coëfficiente 
ipsius A" etc., unde sequitur, productum f J, hane induere formam: 
fifi = a+a, 4- a, RA 4- a, BY +b, Rb bP H- b, RS + 6, R’, 


tum: 


denique vero: 


ubi 
Fo — PoPot PaPa + 2p, p, + 2p, ps +273 ps 
b, 2x 2p. p, + ps Pye 2p, p. te 2 p, p; 
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ponamus necesse est, ceterosque coëfficientes indices augendo in ordinem 
9,5, @,b, a, b, derivare licet. 

Facile animadvertitur aggregatum a, haud mutari, si omnes indices 
per numerum 4 augeantur, unde ex theoremate noto sequitur etiam in 
lineari forma ipsius a, coéfficientes quentitatum », et p, eosdem esse de- 
bere, non minus quam quantitatum Pi et Pi, p, et Poy p, et Pre Idem 
apud aggregatum J, valet theorema. Id quod caleulo comprobatur, Aequa- 
tionibus enim (1.) nec non iis quae inde sequuntur, adhihitis nanciscimur: 

% = — 25 p, — 32 p, — 40 p, — 32 p, — 25 p, — 32 p, — 40 p, — 32 p. , 
by 34», 4- 30p, + 38 p, + 26 p, + 34 p, + 30 p, -I- 38 p, + 26 p. 
Hine dedueitur facillime: 
6. FR m — 254-34 R— 32 4-96 P — 40 2-438 RS— 32 5-30, 
unde derivantur "(RR ; ut SCR rer. 
fam vero ad secundam speciem transeamus (/" 7/0). Habemus: 
A= Pop R +p, R +p, R + p,R* +p, RP + ps IP A p; HP et 
Rh = Po + p, RL Pal + p,R + p,R* + ps +p, R? + p, n. 
Quia Jf; valorem haud commutat loco ipsius 72 posito PR, nec non in 
FJ; omnibus indicibus quantitatum p per 1 auctis, oritur Z* f, f,, conclu- 
dere licet, in quantitate f, f, coëfficientes ipsorum R? et R inter se esse 
aequales, non minus quam ipsorum R et E? atque 7 et P7, tum vero etiam 
coéfficientes ipsorum R*, R5, R° et R’ indices augendo oriri respective ex 
ipsorum 2°, R?, A', R? eoófficientibus. Id quod calculo comprobatur. Po- 
nere enim licet: 
ARS GRR ER IN EE RA 
ubi: | 
Co = Po Po + Pa Pa À Pa Pa + Ps Po + 2 Pi Ps + psp, 
b, = Pops Pr Ps Pe Pa + PsPs + Paps Ps pi + ps po pp; 
Co — PoPi À PePs À PaPs + Pose PoPs + pps + psp: + pp: 
Qui coéfficientes formularum (1.) et (3.) ope ad lineares formas has re- 
ducuntur: 
do = —89(p, + Pet pa + ps) — 104 (p, +p, Ps + pi), 
à, = Xp. pep ps pat pc pi p, 
€, 7 — JO(po + Pa pre pe) + dla ps p+ p). 
Unde derivatur: 
7. F"'"(Rjzz—89--30R 4-52 RH 30 IP— 104 RA 34 h5-L 32 R^-- 34 7r, 
quae formula etiam quantitates £^", PP ete, suppeditat. — Tertium 
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genus functionum FR est edhuc determinandum. CNT vero esse: 
8a f fe 
quod ita facillime demonstratur. Habemus 
f= potpitt Fr RR. p P Hp. Rp Rep FP 
h= Pot pl A pP + p, FÉ p Pp IPTE epi 
unde sequitur, signis: 
= Po Po == PePa 55 Ar p. p. ete, LEDs 
= pop: = PoPit P Pat Peps ete. cnp, 
etc. 
introductis : 


dde mpn c£ np ibEznWE BS pops + = pops 

+h Zppd À = Popa dt 2 PoP3 TR Epp. 
Quia f;, indices per 1 augendo, fit =f, nec non J, per eandem com- 
mutationem == A’ f,, clarum est ff; fieri, si indices per 1 augeantur, 
== f, f,;' unde iS e quod iam formula docet, coéfficientes omnes pote- 
statum ipsius ZU in f, /; haud, si indices omnes augeantur, mutari, Eodem 
modo, quia ff; ROMS suum pro À!, R’ sive AP’, IP etc. substituto 
haud commutat , coëfficientes , sicut in formula apparet, ipsorum À et &’ 
eosdem esse, nec non ipsorum R? et HS etc. intelligi potest. fam ponamus: 


PoP: = pot 6p Pet Ops epi pet npe pr, 
tum erit 
—ZPoPi = T (T B-y- 94-6 +o+n +9 


quippe quam summam c coéfficientium esse — 32 in animadversione prima 
artic, huius ostenditur. Similiter sequitur esse: 
Epp. = —32 = Xp = ZE PoPs Epp 
=PoPo = 8,32 — 31, 
quibus collectis fit: 
(MMS ke 32 — 31 — 32UCERCCR ER EUER os 


sive cum 
R+R+R+R+-RHR+R = —1 


ff = 251; q. e. d. 

Hinc sequitur, F(R) semper esse = —257. Unde derivare licet 
FR, F™ R® etc. esse — 257, una quantitate FH excepta, ubi suppo- 
sitio R4+-R?+ etc. --Z7 — —1 falsa est; ibi enim fit A'+R? etc. +R =7, 
simulac A? loco ipsius À substituatur, hanc ob rem F"Æ°——1. Inde 
ex prima aequationum (5.) sequuntur hae: 


sit: 
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fief = (F R) fos 
Safe = (FR); 
fh = (FR) fi, 
p def = (Bf, = — (OR), 
fs = (TER) f, 
ff = (FR) fi, 
fifi = (FER) fe; 
Js. fs = (ER) fo = — (F* Re), 
ex quarum ultima sequitur: 
F'R® = if = — {> 
Ex secunda aequationum (5.) sequuntur hae: 
ran, 
fish = (7 RD). f, = —(F"R), 
Saf. = QUB)., 
fif, = (E"RY) fy = — (ER), 
Sofi = ER) fay 
ff, = (P RS. f, = —(F"R), 
Jef QR), 
Jef = AR). = — (ET), 
unde derivatur esse: 
CCR) — PESOS, 
AR ZEN u FIR — 1, 


Ex aequatione (8.) denique sequuntur hae: 


HUE ate 
11 (nf 237, 
fief, = 257, 
Vi S Sy 


Aequationibus (11.) cum (9.) et (10.) collatis nanciscimur : 


We = (ER) (PR). ff sive (F'R).(F'R’) = 257, 
12. JA ffs = CRIER). ff, sive (FR). (F* B) = 257, 
257, 


pei = QR). B). ff. sive (RER) = 
1 FE HS 9s 
i AJ 5A-.QG'R)LGURD.f. fs sive, (F" HER 257 
13. ! PUR = - 257, FR —-—257, FR = — 257, 
D = CR RN. swe uU A) LO) am 267, 
Crelle's Journal d. M. Bd. IX. Hft. 2. 20 
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Tum denique erit 
| f. f E 
VUES. LE AR (FF R) Rs, GP Rm. N’), 


14. sive: (FR), (FR) = (F" Ry, 
| nec non: (FRS), (FR) = (FURY. 
Adiciamus adhue theorema memorabile de fuactionibus FR” hoc: 

Si funetio F R* talis est, quacum (/ A97") multiplicato, numerus 257 
oritur, omnesque potestates ipsis R ad R, Æ, m, R ‘aequationum 
P40, R+R=0, R+Rm=0, B+ =O ope reducuntur, 
summa quadratorum coéfficientium quantitetum R', H^, IP, AR? in fonetione 


ov 


FR* est = 257. 


Demonsíratio, Ponamus, si @,, &,, 0,, 2, nuinori integri sint, 
FHü* — qi R À o. m À a Hm + fi, it. 
tum ent: 


To" BAR ; CREbeil 1 2-1 d ^ e E 5 
P cA rte MY as Ta f -- a, a Q £1 ny 


anm IF REN. EIER u 259 g 
unde colligitur, cum QU i EXC dem 20 1 BIOS 


257 == 0° 02 3 -- 2 -- 4, (RR) 2-4, Q0 LR) HA (BER “+, 
Quantitates (R-- À) et (£P +) irrationales sunt, nec noa R°-LA® zz 0, 
unde sequitur esse 

Corollarium. Ex eadem causa est: 


Q == 2(4,-— A.) eos T sive A == 4;, 


An) 


sivo: 
16, (a, a, -+ a, e,;-+ 2, 4) = (a, a). 


Cum in utraque formula (6.) et (7.) coëfficientes ipsorum AR’ et A* iidem 
sint, sequitur, formulas has F*R, F"R non minus quam inde derivatas 


pm, FR’, FR’, FUGO, FURÜ, FUGH quippe in quibus PUE semper | 


coéfficientes illi aequales maneant, coéfficientem 2, habere =0; quo va- 
lore in (16.) substituto, fit: &,= 2, , sive: F'R haud mutatur jos ipsius 


2 whique /? substituto, 1. e. 

EU =e, 

similiter : | 
EUH ZONE HO 


F"R = FR, 
F" R — fu R^. 
quae aequationes aequationibus (14.) satistaciunt. 


dud 
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Quae omnia cum ifa a priori derivata sinf, iam adhuc per calcaium 
eomprobentur. Quem ad finem functiones ¥* et F°* ipsee determinentur. 

Uabemus aequationes (6.) et (7.), unde omnes quantitates P" ex F" 
derivandae essent. 

fam ibi aequationes has adhibcamus: | 

LRO, RAO, A+R a0, VR =O, 

quae cum, loco ipsine A, A substituto, baud muteutur, valores inde 
prodieutes : 

FR m45—4HB-—AB, 

POR =: 15 AN — AR, 
non minus quantitates (RP), GAD, (FR), CE RO, (FR), FR) sup. 
peditabunt respective, quam acquationes (6.) et (7.), dummodo pro 7? sub- 
stituatur respective A’, A5, A7, 

Valores vero functionum FR, FR, FH, FUID (0. et (7.), 
derivantue loco ipsius A, A° et B® subsiituendo; id quod valde diminwiter 
negotium, si antea in (6.} et (7.) aequationes hae 

1-0, REM O, VLA = 0, 4 RES ete 
adhibeantur, quippe quae loco À, A’ sive 2° subsiitatis haud commutantur, 

Valores functionum (F' A) et (F" 4), in aequationibus (0.5 et (7,7 

== — | posito, emanant. | 
Valores deuique F'R® et F"H? ex fisdem forrguiis. dis $ posito, 
eriubtur. ; 

Inde prodeunt hi valores: 

(PR = — AR—AID—15B* = ER sR ER, 


IB = 1624 BY, PR — 257, 
FUR = — 257, FY RY = — 257, 
V. pg = + 4 R 4 15 RY = FR! xm POR = FURHS, 
FU = —A16R 4 RY, EUR = — 257, 
(PR = — 1, pude = — 1. 


In his aequationibus caleulo inventis omnia theoremaia in aequationibus 
(11.), (12.), (13.), (14.), (15.) contenta se offerunt. Ita exempli gratia 
summa quadratorum coéfficientium in #* /? est: 4 4 #1571257, in FE 
est: 16°-+- 1? == 257. 

Quantitatum F* et F" tribus utimur ad determinandos funetionum 
fi, f ete. /, valores; nimirum (FA) (F* | nec nom (F"H) quam vero 
— PR esse invenimus. Quae quantitates numerandae hanc formam induunt: 

| 20* 
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FR ——y(257)(cos8, 4-sin8)) = FR, pm 
F'f' zy (257)(eos 8, — isin9,) = F* R^, 


de resolutione algebraica aequationis X? == 1, 


= ÿ (257) (cos 9, -]- /sin 3), 


FR = y (257) (cos 9, — i sin 9;), 


quia (F'R)(F'H')- 257 nec non F'R+ F:E = quantitas realis est, 


et: (FR) (FR) = 257 nee non FR FR — quantitas realis est. 
Unde revocatis aequationibus (4.) et (17.), invenimus: 
^y(257) c083, = 15, ¥ (257) sind, = —8y t, 
V (257) cos 9, = — 1, ¥Y (257) sing, = 16, 
unde numerantur: 
S, 3390" 20° 414". 48, 
we — 99 34. "34", 80. 


Ad quantitates f ipsas 
et (11.) idoneae. Habemus enim: 


computandas, attrahantur aequationum (9.), (10.) 


; ET 4 OA” f r * 
fap PMS ere) (720 
| da Ze are o fe ya: a 
257 20% 
UD. 5 rm 
vp aS (A) f, 257 
f wo f fs as ya * 
tum pose : 
( f, | ) = Al FADA Ks m = (F3 py ae 722 Po re ee 757 ; unm Ry, (F Ry f 


Quia ( 7 per aequationem octavi ordinis data est quantitas, octo valo- 
res diversos assumere potest, una vero supposita oinnes ceterae quanti- 
tates f, cum per lineares functiones in aequationibus (18.) ex <primantur, 
certis valoribus fruentur. Ex octo valoribus quantitatis /,, quem eligas, 
perinde est, unde postéa ép pee nam fuerit illa radix toti calculo 


Dx 3 . - : 
supposita 7»; quae erat == cos s = + 7 sin E ubi x adhuc indeterminatum 


mansit. Ponamus igitur: 


8 1 PRET >“ 257 
A=-VOTPRMER), 2E, 
tum erit: i 
& Muss ie ala 257 
p — + (297. £' R’), fs = 4? 
i. |A = +257), 
V (257) (# R) 057 

AERE f. 
! Y (2574F* R)*. (F* R)* ia 


Inde vero etiam clarum est. Binotioties T 


has formas induere: 


fa» hi5 Rs fs fes f 
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fh = V (257) (ecsw, + i sinz,), f; = vy (257) (cos w, — i sin w,), 
Je = y (257) (cos zu, + / sinw,), Ss = vV (257) (cosw, — i sin 1), 
ds = y (257) (cos w, + 7 sin ws), Ss = ¥ (257) (cos w, — i sin w.), 


9500575, fs = —1. 
ubi anguli w hos valores accipiunt: 
29,49 | 2. gt 
w, = Set m, MR, wi te x 


Ex datis valoribus quantitatum f, sequitur, aequationibus adhibitis: 
R 4 -44-B5.....-4- 88 = 0, 
T + B+ Rose + H9 — 0, 
etc. , | 

cum habeamus: 


Á = pd pit + pe ete, --p,R, 
Áo pd p, +p. etc + p RU, 
Ss = pot pH pP ete. +p,R", 
etc. 
f = pot pl’ + p.R*’ ete. + p,R”, 
Ss = p, +p, + p,R* ete, + pH m, 


aE POU — À— 


esse: Jeu A thththth+h = Sp. 
sive 
20. 8p. = — 1 LV QR?) + 2% (257) (cos t», + cos 20, + cos to;). 


ue m ratione invenitur, esse: 


Fat det nc Rf RL ER f+ Rf, = 8p, 


inde sequitur: 





121275751 cn Me EPIIT, 


7 nt Imn 
+ 2'257) [cos (ze, —m, 2) -|- cos (w, —m. +) —+- cos (a, ==) : 
superiori signo, si 72 numerus par, inferiori, si impar est, ue 
an 
In sectione priori inventum est, radice r supposita = cos cud + isin zen, 


2, 1) esse —2 cos EN hanc ob rem hi valores: 


(32,1) = + 11,8604556, (32,39) = — 2,6143817, 
(32,3) = + 0,2627706, (32, 3°) == + 1,3214192, 
(32,3) = + 2,2657914, (32, 3°) = — 3,9962556, 

(32, 3°) = — 6,3864173, (32,37) = — 3,7133823 


in ista suppositione computati, valent pro: 
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35.27 35.2 7T 








r == Cos Ir +isin an » au rzeos 357 — tiein 577; aut 
f= cos Se + t sin ve etc, aut r = 0082-27 à sin sey; 
sive quod ex tabula secunda legi potest pro: | 
r = CO ae +7 sin i » aut pe cos TF + isi i ae aut . 
r= eos eos ET isnt etc., aut r — COS A +7 sin 727, 


lam vero quaestie oritur, quinam valores pro r ponantur, ut, Pos Px. 
etc. p, praescriptos valores habeant. Quae quaestio facillime ita solvitur. 
Inter octo quantitates p, p,, quae per aequationem (20.) determinetur, ma- 
ximum positivum valorem assequi facillime, adhibitis valoribus w,, w, et 
w;, düudicari potest; hanc ob rem p,== (32, t) fiat necesse est, quod cal» 
culo comprobatur ita: 





2%, 7 uk /, ‘ 
cos(m, +) == — cos — ee == + 0,97412293, 
9 Ti VE 
COS m, = 0 ES == —+ 0,68469705, 
" — € ENV AT, 
cos (0,7) == — cos 29, + = + 0,83170804, 


opus p, = 11,8604553. 
Inde clarum fit, fore: 
p,7s(32,t), p, = (32,3), p, = (32, 3°) ate. Pi = (30.303 
atque r iisdem valoribus suppositis ac antea frui. 
Adiiciendum adhue est, valerem j,, qui est aggregatum sedecim an- 
gulorum tale: 


2m7 nn mz "s 99 m5 
| 2cos 61. 357 +2008 M, + 2008 123. 557 + 200895 275 





m 4 

n A. Qmm! 7: 2mm mx 2 maa 

2€ N T VER 3 ~ ~~ 70 ene reg? 

eed | 20039. s d 2 008 Tr —7 "b-2cos 23. 367 + 2008 70.5555 
| À 200811, 5/77 2 eos 57 yes 2eos 88. 9 cos 29, 277 
257 257 37 25/22 








| 30546. 277 + 9 008 117. 2577 +2 cos 111. 57 + 2008 09 pe 


geometrice per bisectionem anguli construi posse. e enim sit: 
| Bp, = — 2 +y (257) 
a fi - ^ 7t LA 3 mm 7T 
42/057, [cos (vw, — Hh. 2 + cos (wu, — ma z) + cos (1, — 77 ) 
atque 


29, 4.5 ÿ 29, — 0. 
dm s ae 7, w= 5, w == "3 


i2. Richeivt, de resolutione algebraica aequationis X*9 = 1. 159 


ubi anguli 9, et 9, determinantur aequationibus his: 
C05, = US sin 9, = cos S, ya sin, = er 
primum anguli 9, et 9, construantur, deinde anguli w componantur, tum 
denique formula ipsius 8p, per geometricas coustructiones exprimi potest. 
Hand denique erit inutile quomodo formula ipsius 8p, cum formu- 
lis ex priori parte emanantibus cohaereat, ostendere. 
Ex interprefatione signorum f hae aeqvationes identicae sequuntur: 
^ == Po” kp, pet "Ps "pip: pl pl = 1, 
Deeg zpbpeFRBekeO—(m-cPSRPSRPD- (128, 1)—(428,3), 
Jet hf Vo 2 (Po + Ps) Kr (Pate Po) = 2((64, 1) — (64, 9), 
DIETE zu Ep pa) z—41(32,1)— (32,81); 
quibus aequationibus apte inter se additis evadunt hae: 
(pop) —1- [028,0 — (128 BEEN 1)--64,9)] 
et — 85,25 —1-4-[(125.1) — (128, 1H-21(65,1)—(64, ,9]1-—4[32,1 11—(32,81)]. 
Kx articulo VE vero ee 
(128,1) — en » (64,1) = 
-1-vem, (64,9) = _ 28,0 —-V" (138, 126), 


(128,0 V-(128,0*- 68). 
uL EI 


(128,3) = 
Q3, 03,8) = v [((64, 1) 4- 4) 5 4-3 (64, 2-- 6591; 


unde accipimus : 
& pol pa) =—1 3-257) -2(v/ (128,1) + 64)], 
a Bp, APY (257) 72V (428,1) 64)]—4 iC 64,1)"4-4)5-+3(64,1)4-(64,9)], 
quibus formuiis comparatis cum his: 
4 (PoE pj) = —1 + V 257) + 2 V (257) cose, , 
Sp, = —1+ (257) -2y/ (257) (éos zo, + cos iv; + 608 W5)y 
fier apparet: —— 
Y ((£128,1Y + 64) = (257) eosw, et 
2 v [((64,1) 4-4) 4 + 3 (64,1) + (64,9)] = Y (257) (cos w, + cos W;)e 
Quod etiam calculo comprobatur. 

Quae cum ita sint, formulas novas in hoe articulo inventas, nibil 
aliud esse, quam concinniores expressiones trigonometrieas loco magis com 
plicitarum formularum algebraicarum fungentes, expesuisse mihi videor, . 

IX, 

Nihil impediret, quo minus prorsus simili calculo omnes sedecim 

valores (16.) tanquam aequationis sedecimi ordinis radices definiantur, noc 
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non duae ef triginta periodi (8,) tanquam aequationis 32ti ordinis radices 
etc. adeo denique 128 valores, (2,) tanquam radices aequationis 128ti or- 
dinis per formulas concinnas trigonometricas perhibeantur. Ne vero quid 


in dubio remaneat, generalem aequationes illas solvendi viam quam bre- 
vissime adumbremus. 


Omnes has aequationes fales esse constat, ex quarum radicibus to- 
tidem funetiones lineares, ac numerus radicum, constitui ac determinari 
possunt. Sit igitur p72—+ 1 numerus primus datus, nec non pn radices 
aequationis : 

Xr" L X77 1. Xr7-? 1 etc. + X-+1 = 0, 
in 7 diversa certa aggregata, quarum singulum quodque p terminos con- 
tino, segregentur. Tum haec aggregata radices fiunt aequationis resolu- 
bilis 7;ti ordinis, quae quomodo solvatur, ostendere velim. 


Si R radix aequationis X^ = 1, euius mta demum potestas fiat = 1, 
supponatur, quippe quae formae a 
R = cos 27 4p isin 2*7 
ubi k et m numeri inter se primi sunt, si deinde: 
Pos Pis Pas ce © © Pan 
m radices aequationis solvendae assumantur, illae aequationes lineares, de 
quibus sermo erat, Bunt; 
fom pdp.H +p? 4- etc. ME a HM 
Á e Pot pir? +p, ete + po, RO, 
f; = pot pl? +p. +etc + pu RTE, 
| etc. 
Sm = Pot Ps RH" + p, R + etc. + Pon Rires) 


Quantitates | 

Fis Sra f fs 
ex indole propría aequationis solvendae determinabiles, multis theoremati- 
bus de ipsis functionibus f, Je ete. Im introductis, per functiones trigono- 
metricas angulorum zr d ; Bm — exprimuntur, Quippe quorum theorematum 
primum, id quod simili iy ac pro m==68, generaliter demonstratur 
est hoc: 

Jo Sonny = pm + t. 
Valeribus quantitatum ^. % ete. /,, determinatis, hisque aequationibus iden- 
ticis: adhibitis : 
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R 4S +R + ete. +R" = 0, 
BR + RB + RB + etc. 4-5 — 0, 
R° + R° + R° + ete. +R = 0, 
etc. etc. etc. 
R^ T RD LE RY LL ete, 4 Rm) = 9 , 
Rm = Rk” = BH" ete = 1, 
hae radices aequationis solvendae mti ordinis emanant, 


m= tit ht hte RR 00 
n= IROL RTT ER peto HAL + Sal 
p. = (ROLE ROO HRS + ote, + Rf, fa) 


etc. 


pre {ROMERO At ROO oto, RIP, bf} 
In articulis praemissis casum, ubi pm --1 — 257, nec non 7 — 8 est, exe | 
plicatum invenis. Ceteri omnes casus eaudem methodum sequuntur nec 
non in ultimo, ubi m = 128 est, continentur; quippe quem casum in se- 
quentibus articulis satis accurate expositum atque elaboratum invenire licet, 
( Cont. seq. prox.) 
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13. — 
pisi m über die Lambertsche Reihe 


er adi ere 


agri Herm Prof, H. F, Scherk in Halle.) 


rs en a TEE ORT ETAT OIE * 


D als diese Reihe, in welcher bekanntlich der Coefficient jeder en Po- 
ienz vou + So viele Kiukeltén euthült, als dev Exponent gauzzahlige Divisoren, 
die grüfste Aufmerksamkeit verdient, ist wohl keiner Frago unterworfen. 
Denn da die Éxponenten die natürliche Reihe der ganzen Zahlen bilden, so 
erhält mau hierdurch nicht blofs successive die Anzahl der Theiler jeder gan- 
zen Zabi, sosderh auch, was noch wiehtiger ist: die Primzahlen erschei- 
nen eine nach der andern, and zwar auf eine bestimmte Weise von den 
zusammengesetzten Zahlen geschieden, indem der Coefficient jeder Potenz, 
deren Exponent eine Primzahl, gleich 2, der Coefficient jeder anderen Po- 
ienz hingegen grófser als 2 ist. Wäre es eine Möglichkeit, die Potenzen, 
déren Coefücienten. grüfser als 2 sind, aus der ursprünglichen Reihe, so 
würde der Rest eine Function abgeben, durch deren Entwickelung man die 
Primzahlen nach einander, und nur diese erhielte. Gleichgültig, ob dies Ziel | 

zu erreichen ist, oder nicht; auf jeden Fall scheint mir jeder Beitrag, der 
zur genaueren Erforschüng der Natur unserer Reihe führen kann, dankens- 
werth.: Einen solchen, und zwar einen ausgezeichnet schönen, hat bereits 
Herr Dr. Clausen in diesem Journal (3. Band, $. 95.) gegeben, indem er 
erwähnte, dafs sich die Lambertsche Reihe in die folgende: | 


a (EE) + (FE) 4 deeem tz 16 ( (13:27) + ete. 


verwandeln lasse. Da, so viel ich weifs, von dieser Umformung noch 
kein Beweis gegeben ist, so mag hier zuerst eir solcher. mitgetheilt werden. 


2 2 aren 
Wntwickelt man nämlich die einzelnen Glieder iw i ice re a > etc. 


durch blofse Division und setzt die Resultate unter einander, so erhält man. 
rcba-o e4M«x ax? qox? + etc. 
++ ++: + x°+ ac? + etc 
ee? fo” dE petu is ete. 
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++ +” rt eto. 

+2" x" ax + 2 LL 2% + ete. 

+ 2 + 2 Hat at" at ete. 

+ etc. 
Nimmt man von diesem Quadrate die Glieder weg, die in der ersten Horizon- 
talreihe, und die in der : ersten Verticalreihe stehen, so ist die Summe der- 
selben = 





r-422a--22a2--22z-.ote, = DP 


 Verführt man mit dem übrigbleibenden Quadrate auf gleiche Weise, so ist 
diez Summe, der weggenommenen Glieder == 


a! d Qa Da + 2a ete, = at (FEZ), 
Wiederholt man dasselbe Verfahren bei dem nunmehr iibriggebliehenen 
Quadrate, so erhält man 
y? 1 15 18 ne 
4-2 20° aol 4 ete, = aS (EZ) 


u. s. f. Da jedes Glied von fec Form »"^, wo m,n E d aie Zahlen 
sind, sowohl als 5'5 in der m‘ Horizontalreihe, als auch als 77° in der 
n> Vertiealreihe erscheint, und aus demselben Grunde in der Diagonale, 
deren eine Spitze x ist, nur solche Glieder stehen können, deren Expo- 
nenten die Quadrate der natürlichen Zahlenreihe bilden, so hat man, nach- 
dem die angegebene Operation 2 —1 mal vorgenommen worden, das n* mal 
hinwegzunehmen ; 





x” + ze + arte L eta, 
+ rn) 
d- aprono) 
T ete, 
an 2n + ME 
=e [1+ 2220 + etc.] = a" (12-5) was zu beweisen war, 


Beiliufig mag noch aues werden, dais dieselbe Reihe in eine 
unendliche Anzahl begrenzter oder unbegrenzter Reihen zerlegt werden 
kann, deren Exponenten arithmetische Reihen der zweiten Ordnung bilden, 
und die man daher schicklich geometrische Reihen der zweiten Ordnung 
nennen könnte. Nimmt man nemlieh von der obigen Tafel zuerst x, AE 
die beiden z^, dann die mit ihnen parallel liegenden Glieder x’, x^, x", 
hierauf die abermals auf einer Parallele stehenden x^, x", x", w' weg, und 
fährt auf gleiche Weise fort, so ist die ursprüngliche Lambertsche Reihe 

21* 
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auf folgende Art zu schreiben: 


a 

42x 

+ a? (2-+2) ! 

4 2*0 4-22) 

a (2422 a) 

+ 9° (2-4-2 a* + 20°). 

+ x (2 +22 + 245 +2”) | 


+ yn (2 4-2 2] x d Yin de 9 „6n-15 -J-. AA + 9 x" o-2) + ar) 
+x 2n (2-++ Ic”? 2 26 + 2x7 4. Ly o6 + RE aan 
etc. | 
Nimmt man hingegen zuerst die in der Diagonale chenden: dann 
die in den beiden ihr nächsten Parallelen ‚liegenden (gleichen), dann die 
auf den beiden nächstfolgenden Parallelen befindlichen Glieder u. s. f., so 
erhält man: 
ot + + ze" + x5-n etc. 
42x +22 +22” +22” + 22 + etc, 
42a? + 22° +22 +20 +22” + ete. 
i 9 a^ ur 9 qn? AE 9 apo 6 + Q got? ı 2 ym 4 etc. 
So viel von diesen Ánordnungen. 
Es sey nunmehr 


Ipsi ndum jum ns mi ag ties 1 a zd etc. 
—Fredfx-F x--ete = m Fax : 
so zeigt, wie erwähnt, 7, die Anzahl der Divisoren von 7 an, und wenn folglich 
r= men... 
ist, wo J, 7, n, .... verschiedene Primzahlen bezeichnen, so ist 
Fo = (ABD (MEDIVH) cece | 
Sind ferner 1, 06, 0, €, 00. CP* die Wurzeln der Gleichung : I EN E 
so erhält man, wenn in (l.) nach einander Cz, x, Goa, .... für x ge- 
setzt, und die Resultate zu (1.) addirt werden: x 
2. Qx-4- Q (£x) + € (€ a) +O Cx) + oo. PI (eta) 
= p[Fx-PFux Let] = pznt (Bois i 
Der zweite Theil dieser Gleichung lüfst sich aber je- 
desmal durch eine begrenzte Anzahl von Functionen $ aus- 
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Eres! deren Argumente Potenzen von x” sind. Dies soll 
hier gezeigt werden. Ist nämlich E 
| Erstens p eine Primzahl, so bemerke man, dafs alle Werthe, 

die % erhalten kann, in solche zevfallen, die nicht durch p theilbar sind, 
und in solche, die durch p getheilt werden können. Es stelle « jeden in 
die erste, bp jeden in die zweite Classe gehörenden Werth von Ah vor, so 
ist klar, dafs 5 jede ganze Zahl bedeuten kann, und dafs 

>, Fat Lilo TA ac’? 
ist, wo das erste Summenzeichen des zweiten Theils dieser Gleichung sich 
auf jeden ganzen, durch p nicht theilbaren Werth von « bezieht, Nun hat 
aber jedes a die Form 4°BPCr...., wo 4, B, €, .... von einander und 
von p verschiedene Primzahlen anzeigen; foiglich ist 
= (@-+ 1X8 HE 1) (y2- D... 02-1.... —2F,. 
Jedes ^ hingegen hat die Form 44° CY.... p™.... (wo x auch == 0 sein 
kann); demnach ist F3, = («4-1)(B- ri SET. (TO) © tr 
2 (a4-1) (84-1) (38-0. .. (01-2). (a+ 1X8 4-1) WEE Diese (72-1)... . = 
IF Fin Fi b. Demnach ist 
Zn Fa? = 25, F, x"? + 22, Fy, PP — >, Far 
d. h. weil in dem zweiten Theile ee Gleichung statt >, E Zip ge- 
setzt werden kann, da p eine Constante ist, und dann das zweite Glied 
ganz dasselbe ausdrückt als das erste, nur dafs dieses für alle durch p 
nicht theilbaren, jenes für alle durch p theilbaren Werthe von 4 gilt, so ist 
Sp Hyp el? — 2S, Vy ac? — X, Fy PP X Fw? — 22, F x", 
Y x x I i 

demnach, wenn in (1.) nach einander x? und x’? statt x gesetzt wird, 

5. BHO LEN... + D(x) = O(a?) — pO (a??). 
Hieraus folgt also z. B. 

für p=1, Qx = 20x—0», 

fir p—2, Oa + QO(—ax) = 4AD(x°) —290(x5, 


que iai iV 3) —1 T V 3) à 
tir p= 3, ga 4- 9 (- e z)-Ee (23) x) = 60 (a3) — 3D (ac 
u. s. f. 
Die Gleichung Q/- x) == — Ox-+-4Q(x?)—-2D(x") giebt zugleich an, wie 


negative Argumente auf positive zu reduciren sind. 
Ks seiZweitens p eine beliebige Potenz einer Primzahl 
i, also p= /", so kann man fast ganz auf dieselbe Weise wie vorher schlie- 
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fsen. Es zerfallen nemlich gegenwürtig die Werthe, welche dem A in der 

Gleichung (2.) beizulegen sind, in solche, die durch / getheilt einen Rest übrig 

lassen, und in solche, die durch / theilbar sind. Stellt abermals e jeden in die 

erste, à jeden in die gud Classe gehörenden \ Werth von A vor, so hat man 
En Eng a^ = 2, Fa? + 2 p Foy xh, 

Nun: hat aber jedes. a die Form 4* BP Cr,,.., o A, B, C, .... von einander 

und von / verschiedene Primzahlen anzeigen; folglich ist 

Fr, = (a+ DBI 4-1)... AD... = (AF-1)F,. 

Ferner hat jedes 5 die Form 4° BP Cr... lese. (WO e auch = 0 sein kann); 

demnach ist Ey, = (-- 1) (8-10 - 1)... «(4-8 4- Dorney d. b. wenn 

man bemerkt, das “A+ e-F2 = (A- 1)(e4-2) — A(6-L-1), "up = 

(1-1) (HD (64-1) HD ler) ne — ^ (a+) (BED) Gy 3-1) ss. (03-1)... 

=A) Hk Folglich hat man 


7 4\ D d^ rr f$ of i 
RP oe (h LANCE P^ Pl EX 
. IF, m A), FF, at RAI 


ec 

x Qus GER C X bis 

) aah Fu x » —- A, dx B 
I 


i 


v8 


^. 


ji à 


eod hp 


k. 
e OLDS a ih 


— À = nay, x 
woraus folgt, dafs, wenn p = i", 
4. det 0r) (x) dM os DO a) = (At 1) p O(a?) — APO (a). 

Ist À — 1, so geht, wie nothwendig, (4.) in (3.) über. 

Hieraus hat man z. B. für 722 A= 2, p= 4, 

Pa + G2) + 9(—2x) + Q(— ix) = 12007) — 86 (25, 
welches specielle Resulíat auch aus der obigen Gleichung 
x + P(—x) = 49 (xt) ~ 29 (2") 
herzuleiten war. Denn seizt man in dieselbe ix stati æ, so bat man — 
Pix) +Di—ix) = 40(—2)— 20 (x) 
setzt man hingegen x” statt »,.s0 ergiebt sich 
49x) 4-40(—a2?) = 160(x*) — 89 (x7, 
und die Summe dieser drei Gleichungen ist | | 
Ox + Q (iz) Mat Piz) = ipt 8, 

wie oben. | 

Es sei Drittens p ein Produkt beliehiger Potenzen zweier verachie- 
denen Primzahlen Z, m, also p — /7n", Dann theilen sich alle Werthe, die 
A erhalten kann, in ilio ein, die 1) weder durch / noch durch x, 2) durch 
4, aber nieht durch m, 3) durch 7, aber nicht durch 7, A) durch / und durch 
mm theilbar sind. Es stelle a jeden in die erste, 54 jeden in die zweite, cm je- 
den in die dritte, und dim jeden in die vierte Classe gehörenden Werth von 
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À vor, so ist offenbaz 
2, Far EP LE Fax "PL È 4 Fass x T P, 
Nun hat aber jedes @ die Form 4°BPCt...., wo 4, B, C, ecee VON eine 
alee und von / und ™ verschiedene Primzahlen anzeigen; folglich ist 
Ej, = (GAN CAN (Y Dee ED o) ess = (HE) Fs 
Ferner hat jedes à die Form 4^ BP Cr... .1e,,.., wo A, DB, €, .... von einander 
und von 72 verschiedene Primzahlen bezeichnen, und e auch ==0 sein kann. 
Folglich ist 
Fin (a (BA YQ Des OC o2 (ed 1)... 
QE) MC EX Doy). (2), A (a1 (e 1L) (y 13). (1)... 
=(Atl)etl) Fa—Alutl)F,. 
Auf dieselbe Weise erhält man 
AL = (A 3-1) (6 +1) Fm— BO T1) F.. 
Endlich hat jedes d die Form 4° B?C7,...l¢m’.... Folglich ist 
Fas, = (2-1) CH) ED) ooo Ab e 4-2) UR TH cave 
Bemerkt man aber, dafs | 
Peete = (A+1)(¢ +2) — À (e +1), 
Bao? = (u+l)(o+2)—no-+1), 
sa sieht man, dafs F;,, unter folgende Form gesetzt werden kann: 
F amp (AF OG (X1) 1). (o2) (72). — AMAA (et 13-1) yi)... (o1) CH) 
Oo BORA Yo (QA DH). (o2) (041) Np (L4 (y HL eee VEL (61)... 
= (MED Fay — Nb) Fas — EO T) Fat A Fa, 
Folglich hat man 
3, Fa? = (A+1)(u-+1) [Zp Fe 27 H^ 3 nn Fs 6" + È Fay EP] 
AHN) [s Fi ah + ES ES, atm] 
— HAT) [EF x^"? + > Le, ig 
| +iu. Sa Fa arr, : 
Aber die in der ersten Rte stehenden Glieder bedeuten allé dasselbe (wie 
man augenblicklich sieht, wenn man statt 3,, Z,, X. resp. 23 em) Zum 
setzt, was erlaubt ist): nemlich dafs &, 7, x^^ genommen werden soll, und 
zwar erstens für alle Zahlen der ersten, dann der zweiten, denn der dritten 
und endlich der vierten Classe, d. h. für alle ganzen Werthe von A.. Dieselbe 
Bewandniís hat es mit den in A(p-1-1) und in &(A4-1) muitiplicirten Sume 
men, und folglich hat man 
2, Fa? z (ME) ut) =, fx? —Nptl) =, Fato mee AE Hi), Bagh P be Ag z, Kat, 
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purse 
folglich ist, wenn p — "m": 
5. Qa EC) TAC de cR Gr Ne 
= (NE) (21) 99 (9) (HI) PO) — BAH) PO") EN pe 7"). 
Ist Viertens p ein Product beliebiger Potenzen dreier verschiedenen 
Primzahlen 7, m, n, also p — /^ m" n", so erbiilt- man ganz auf demselben Wege: 
€. PLEO Cx) +O (2) + E 072) = (HH) (HH) (0H) pe Ga?) 
— A(ut1) (VEL) PP (x^) — p F1) EL) pO (we?) — v(AF1) (BH) pQ (a?) - 
wD) 2 (a???) VA (wt) pO a") + Ma (9-1) pO (ad?) — uv p (al. 
Das Gesetz liegt nun so klar am be. dafs man es augenblicklich allge- 
mein aussprechen kann: 
Ist nemlich p — 7 m" n". .v., wo " m, Ny eee verschiedene Prim- 
zahlen sind, so bilde man die beiden Producte: 
AA Nat) EAN) = a BL+7yLM— DLMNA4- etc. 


— p, M -- y, LIN 
—Q,N y, MN 
und  (14-/L)(14-mM) (14-2N)...— 4 — 0 L+ c LM—dLMN- etc. 
—b,M--c LN 
—5N+ c, MIN 


. 9 ® e. e. . 


wo L, M, N, ,,.. wibestimmte Grüfsen sind. Dann ist 
OO CROC a) e BI) apr?) B poz”) 4- y p 6 (277) —dp0(a") + ete. 
—,.pQ(a 9) by, pP(ac*t?) 
PEN LY PP) 


ee @ 8 e 


MN NO ES peste M QS IE 
welches. die vollständige Auflösung der uns vorgesetzten Aufgabe ist. 
Hieraus ergiebt sich zugleich, dals, wenn man | 
Pr Ha) HEN eee LOI) = = vc) 
setzt, und r eine keinen Factor von p bildende Primzahl, e hingegen eine 
beliebige ganze Zahl ist, man 


(prt, a) = re [6 41) G7) — ep] 
habe, eine Gleichung. welche sich auf einem Wege, der dem oben einge- 
schlagenen ähnlich ist, auch direct. beweisen liefse, 

Sind 54, nun, 0... 177 die Vorzeit der slice x? -- 1 =; 
80 übersieht man leicht, dafs 


Q (12) + Q (i x) 4-0 (nr) + over EOP n) m (2p, x)— (p, x), 
so dafs diese Summe durch die obige mitgefunden ist. — | 
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14. 


Mémoire sur la théorie des nombres. 
(Suite du mémoire No. 3. dans le cahier précédent.) 


(Par Mr. G. Libri de Florence.) 





Soit proposé, par exemple, de trouver le nombre IV des solutions entió- 
res positives et moindres que c, de la congruence 

aæ+b —:0 (mod.c), 
la seu (24.) se ri a dans ce cas, dans la suivente 


xy vum 
RS z(t + cos2( (a0) 7 — eT cos2u (aab) = (t ens? (Cd (ad b bs , 
€ ^c 
qui exprimera le nombre N cherché, 
Si l'on considère le terme général de cette série, on aura l'équation 
. : 7t - f 
sin2u (+ c— m) — —sin2u (b -— =) ke 
% uM. C AJ. c 
cos 2 u (a x +b) — = —————————— ———— — 3 
[^] “as 
2csin Yoox 





er 
© 


I Mi 


X 


dans le second membre de laquelle Je numérateur est toujours zéro, mais 
dont le dénominateur ne peut se réduire à zéro, que lorsque @ et c ont 
un diviseur commun plus grand que l'unité, puisque z est toujours plus 
petit que c. Il résulte de là que si @ et c sont premiers entre eux, tous 
les termes de la série (26.) s'évanouissenf, excepté le premier dont la va- 
leur se réduit à 


Mais si « et c ont un facteur conimun g, on supposera «= mg; 
ce=ng; et en faisant 5 — 7, on obtiendra 











4 xt : sin2n (b4-ae— +)  — sin 2» (0 — 2) — 

— E c0s?n(ax-+b) = = —— —— 
yee 2c sin — 

in? MM : 2 ( -$)£ 

| sin? (b--ang escis b oe ee 





Qn th 
= é 


Cette expression se réduit à 2, en vertu de l'hypothèse o — 7g. On 


devra donc différentier le numérateur et le dénominateur par rapport à c, 
pour avoir une valeur déterminée, et l'on trouvera après les réductions : 
Crelles Journal d. M. Bd. TX. Hit. 2. 22 
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. a\ Tm AE de a\ % 
sin2 (v-Fang— 5 4. — sino(o— 5) 5p 
2 ——__ 1 = COS — + 
. an 
2ng sin —- 
& 


Si au lieu de prendre u — 7, on fait en général u — en, e étant un nom- 
bre entier quelconque, on frouve 
pe c 2ebn 
— E cosen(ax +b)— = cos ——— 3. 
€ x—o c 
et comme le nombre z est compris g—1 fois dans e— 1, on pourra faire 
successivement e — 0, 1, 2, 3,.... g—1; et la valeur de Vintégrale (26.) 
sera exprimée (dans le cas actuel où l'on suppose que @ et c ont un com- 
mun diviseur g) par la série 
2b Abr 9(x—1)bz 
1 + cos war cS + cos EE, 


dont la somme 


E b br 
sin2 (5 — — | x + sin — 
en 

—t 
2 sin — 


e 
b e wv . 
a pour valeur g, lorsque T est un nombre entier, et qui se réduit à zéro 
dans le cas contraire, 
De là résuite . 

1°. Que la congruence a x--5 — 0 (mod. c), a toujours une solution 
entiére et plus petite que c, lorsque a et c n'ont d'autres diviseurs com- 
muns que l'unité. | 

9°, Que si a et c ont un commun diviseur 5 différent de l'unité, qui 
pe divise point 4, cette congruence n'admet aucune solution entière. 

. b . 
3*. Qu'enfin si p est un nombre entier, on trouvera pour x un nom- 


bre g de valeurs entières plus petites que c, qui satisfont à la congruence 
proposée. | | 

Maintenant si l'on fait Q — ax -|-5, et m=c, dans l'intégrale (25.) 
on trouvera que la formule 


077 Xs (1 4 cos 2 (ax+b) = ess T cos2u(axd 5) - ^. T cos2(c—1)(aat b) =) : 


exprimera la somme des valeurs de x, entières et moindres que c, qui 
‘satisfont à la congruence ax + à —0 (mod. c), lorsqu'elle est résoluble, : 
et que l'orsqu'elle ne l'est pas, cette intégrale se réduit à zéro, 
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Nous avons démontré que si a et c ont un facteur commun diffé- 
rent de l'unité, et qui ne divise pas 4, la congruence a x + 5 —O (mod. c) 
n'admet aucune solution entière; et comme, si ce facteur commun divise 
aussi 4, on peut toujours le supprimer, il sera permis, dans ce cas, de 
supposer que a et c sont premiers entre eux; et alors on sera assuré 
quil existe toujours une valeur entiére de », comprise entre zéro et c, 
qui satisfait à la congruence proposée; mais comme il n'existe qu'une seule 
de ces valeurs, comprise entre Jes limites que nous venons d'iudiquer, la 
formule (27.), qui exprime la somme des racines de la congruence 
ax--b ==0 (mod.c), ! 
aura pour valeur la plus petite de ces racines entiéres ef poaitives. 


Actuellement pour trouver cette valeur de x, on considérera le 
terme général de lintégrale (27.), et on aura 


(c—1) sin2u (54-ca— Sz sin 2u (— 5) = 


. uaz 
26 sin —— 
c 


Ex (ar +2) — = 4 = , 
Le cos Qu (ca 1-5 — ERR àu(b— a) — 


e “9 (2sin “2 is zy : 
e ‘ 

où il faudra faire successivement «=: 4, 2, 3,.... c—1; et ajouter au ré- 

sultat le premier terme de la série (27.), qui est 


Lob i AC er Les al 


me» 1$ 
P pas. 26 2 





od 
c 








Puisque ¢ et c sont premiers entre eux, et que u est plus petit 
e, e , ° ee uaz . - , 
que c, il s'en suit que le dénominateur 2c sin— — ue pourra jamais s'évae 


nouir; on obtiendra par conséquent, en faisant les réductions nécessaires : 








; 5 aN % : aN % : a 7t 
(c—1) sin2u (ac45— 4)= + sin2u (6 =) p c932u (ac t b—a) 7 60s Qu (b-—a) S 
Pose 1,77 Vin a idee ie no UE OU BE Mn ee eae 
dou ST a^ : . war? 
2csin ——- c\2ein —— 
c e 
a 7 
or | 
s EL — 
m ue c 
von 
€ 


et partant: 
22* 
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— sere T COS2U (ax+ b) - L— die + cos2 (c—1)(ax-- 5) )= 














i72 
Kent 4 VE 
28. — E {t+ cos2(catb) 
€ x=0 c 
f. ’ ; axN m 
1, 2-5) S oin —2)— 
5] =m SPO BP OU CHA. 
jé 2sin 27 dose 
sin 2u(o— 5.) 2 sin 2 (0 —1) (1-2) 7 
+ 9 . uam vouvse 7 3 
sin — sin (o—1) — 
: a\ zx 
4 c= tin2u(o—$) = Un 





Cette formule trés-simple donne pour & la pius petite valeur de x 
qui satisfasse à la congruence ax +6 — O0 (mod.c), en nombres entiers 
et positifs: mais toutes les valeurs entières de x sont données par l'équation 

4 ure sin 2u( -— 5) a 
c 


Tc 











c—1 

3 = + — — 

MI rd a 0 7 RCM E 
sin 

c 


dans laquelle z est un nombre entier quelconque. 
Il faut observer ici que la congruence 
:0 quo €), 


ax +b = 


à l'équation du premier degré à deux inconnues 


équivaut à 
| ac bb = cy; 
et que la formule (29.) donnera toutes les valeurs de x qui résolvent cette 


équation. 
Soit proposé, par exemple, de résoudre en nombres entiers l'équa- 
tion 3z-]-1—4y; en la comparant à l'équation générale ax --e cy, 











on aura a==3, b 2 1, c zz 4; et par conséquent 

3 1 T iint) 34 3 4o sin 77 

TES ine» us WS Bunt qu ET: . dun? 
sin 4 wer 

c'est à dire 
.05 aot . On 
ET À sus san re = 3 | 1 1 1 
Ex I =. 5 DX PT NEIN d 


& ee m erum —e— UR an t 
2 3z . 6% 
2 sin 2 sin 7 Ji sin — 
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et toui s ics valeurs de ic, qui résolvent l'équation 3x --1— £y, seront 
donnée: par l'équation «== { + 4:, comme on le sait d'ailleurs, 

La valeur de « peut en général se calculer à l'aide des tables 
trigonométriques. Il est vrai que par ce moyen on n'obtiendra, le plus 
souvent, que des valeurs fractionnaires approchées, mais comme par sup- 
position a ne peut avoir que des valeurs entières, ou en trouvera la va- 
leur exacte en substituant à cette valeur approchée, le nombre entier le 
plus voisin. 

Oa peut observer que puisqu'on a 























um e 2bun au? 2bum . 
sin (25—a)** sin-—-—- COS —— — cos sin £4* 
c BL © c H c 
» aun 14 : AUR TET 
sin —— 
c c 
. 2buz auf 2bumz 
== sin cot —— — cos t 
c^» c "e 
et que d'ailleurs 
a 2bux 
Z cos == —1; 
“at 


on pourra écrire 

wu = CE nero jt 277 Ti == 2 (c+ 2 = sin en 27. eot*54); 
ct cette GXDRCSSTUIE servira, aussi bien que la Are à résoudre la 
congruence proposée, 

Il serait aisé d'appliquer ces principes aux conguences du premier 
degré à plusieurs inconnues: mais nous allons passer de préférence aux 
congruences du second degré: et à cet effet nous rappellerons quelques 
propriétés élémentaires des résidus quadratiques, que nons pourrions dé- 
duire de nos formules générales, mais dont nous omettons les démonstra- 
tion à cause de leur simplicité. | 

1°. Si est un nombre premier, en élevant successivement au carré 
tous = nombres 1, 2, 3 0... 2-—1; et divisant chaque carré par 7, on 











va 





zi 
aura — restos différens (que M, Gauss @ nommés résidus quadratiques 


de 2) ed chacun deux T et il restera, dans la série des nombres 





inférieurs à 7, un nombre ^ = 1 de non-résidus quadratiques, 


2. Si l'on fait 7 —2p-I- 1, et que l'on représente par 
Q, , Bes Q5 5 eo oes Crus es. 90,5 


‘les p résidus quadratques: de n, et par 
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Dee 043 55, .*9»96€9 O55 ee b, » 
les p non- résidus quadratiques, on aura les équations 




















vm rt: eT eec Wee iS tc 

Z cos = 2.2 cos ; Zsin — 2 X sn; 

x=1 n um n x=ı n ux} n 
up Daun Da le ee up, OUT o. + 2but ya", Oy 
i (cos + c082 -) = E cos —— LAUDES x (sin = + sin?) = = sin-—. 
u=ı em y=1 Hn u=ı n n y=ı " 


3%. En multipliant successivement un résidu quadratique quelconque 
a,, par tous les autres, on aura la série 
Q,QU,, C,0, 4 C, 05, «oo» OC, 
qui fournira de nouveau, en divisant tous ses termes par 7, p restes dif- 
férens, qui seront tous les résidus quadratiques de 7 disposés dans un 
ordre quelconque; d'où l'on déduira 








s bos sarah) LE er cos Em 
30 x=i n ust Li 
2U. À 
KR fn Dax whe u=pt? . Daa pH | Qa, 
€ dn os ain eS 2x en 
oxi np uci N ni 


4» En multipliant le résidu quadratique 2,, successivement par tous 
les non-résidus quadratiques 
M I ar oC ma Pt ote Pays 
on aura de nouveau, aprés avoir divisé tous les produits par z, p restes 
différens, qui seront tous les non-résidus quadratiques de 7, et on trouvera 
RU 2 a.b, 7t Plat Obr. 











CB A Z cos 
ucl ur 
31- aps . 2a b $t yep e 2b, 
. X sn——— = Z sin——. 
ura n ull 


5°, En multipliant le non -résidu quadiatique 6,, successivement par 
tous les résidus quadratiques ~ 
Q, 5 los 225 v000 Cus see Any 
et divisant tous les produits par 7, on aura pour restes tous les non- ré- 
sidus quadratiques; et par conséquent on obtiendra 
EU grau daa "os zur, 
qo n uci n 


bes 2 b. «a, 7t ph | 29% 





32. 





= sin" em Z sin : 
n 2 


ui ui 
6. Enfin en multipliant successivement un non-résidu quadratique 
quelconque 6,, per tous les non - résidus quadratiques 
b? b, , Dats .... b, 9 @@0ee b, y 
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on aura pour restes, aprés avoir divisé chaque produit par 7, tous les ré- 


sidus .quadratiques, et partant on trouvera 


D PE ra dio Dust PU D qst 
= 008 er = D 7 cos —— ; 


va = 
33; u st E aet 
ut „um n 

Maintenant si l'on représente par JV le nombre des solutions en- 

tiéres et moindres que 7, de la eongruence 
x'--c — 0 (mod.2), 

dans laquelle 2 est un nombre premier, on sait par ce que nous avons 
démontré précédemment, que IV ne peut qu'être égale à zéro ou à 2, et 
en ENG de la fermule (24.), on trouvere 


nN= I E (1-- cos 2 (x^4- e)—-4- cos 4 (x*-]-c) — PELLL + cos? (n—1) (x^ 4-2) =) 


E TS cos2 y (a?-]-c) Les». -F = Zoos + 2 T£ "00827 (a?) — 





NT x=} yok 
2ycr y TIS 2% | 2yon .Dys*st . 2ycn 
= nt = cos 27 yen 4d "E = (cos? * 008 7257 — sin — sin 7). 
ya x—r yc A n n 


Si lon RR dans cette tolle les valeurs de 





yz  Oyx?m yon “EF Dax.  2ca,* 25,022  9cbum 
'Y cos” ae ——€ oT E E (20525577 oos ** 9-7 - cas 147 ens e), 
yt 

ya , Oyx?*m . 2yon en 2a,x*z . Qoa, + + 2bun?’n . 2cb,z 
Y nire gg 27 _ 2 (sin EE sin —— + sin ———— sin"), 
y= n Ow n A ». 7t 


on obtiendra 
9 m, 2c sc 9ca,,t 2 b, m? 7t 2 c b,, 7} 
ZH ni er en 1 


| cos cos ——— 
E mr n 
=n+ = SRE + = = 
=x . 2laux?n .» 2ca, eo) 26,07 © . Dcb,n 
x=. um qu in u sin —: sin u 


ou bien, en séparant les intégrales, 
= PIE u * u 2b, = uX 7 
nt E cos "+ T (oes = 00s ir E = = (cos X cos 2:77 E 
u=1 n : vt XL n 


u=L - 


nN= s 
pH . 9ca,z "E", 2aunaen\ YAR. 9cb,m ET. 2b,x?n 
ea (sin E sin =) — (sin = E sin 7") 
u=1 x=1 we ‚um n Ki n 


et cette équation, à l'aide des équations (30.), (31.), (32:), se transformera 
dans la un 


LE 2 9 Een DELE HEC TES ar) 


yr usı uxt ust 





33. nN= t is 2 
e. u=p+1 . Qe QACRER 2 99. u=p+1 . 2cb,% u=p+r | un 
—22 (in 220 z sin 7 — 2 = (in 2 BIN —— 

ucl, Ec, uci uzı n 


uzı 


4) 
J 


4. 


" : 
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Mais corame les quantités 
uzpli 2 a, 7t uzpli 25a 
X cos ——, X co ui 
uzzl n uc nA 
wa. Daum EM. bm 
X sn, X sin——, 
uzzt hn HI n 
qui sont des intégrales définies, deviennent indépendantes de u et égales 
à des constantes, on pourra les transporter en dehors de la premiere in- 
tégration dans spas (33.), et on aura 


u=p+1 zur SEC 2ca;, 7t prt 253 A Br phe 
Oo 


n-- os + = 008 —. 2 co os——— +2 x cos 


yo. HE Um um) umi 


v=pt) Qa,n EN. Qcar wcpH 9b, "BU. cb, 
a 4} zh in 20 = sin————2 X sin — 3 sm 


LL ult ull L1 











9 


et cette équation devra exister en móme tems que les suivantes 











MAE 2.0.4 26,7 tese 2) 2cy 7t 
( bh (cos + cos “\= Ec cos = Ee COS - = —1, 
u=ı = n yi n =i 2 
35 + 
M uper. 2a, RD caes y=" . Oya 
3 (sin + + sin - \= abt . 
uz ge n y=2 n 


A présent supposons c = +1; n==4m-+-1; et chacune des con- 


gruences 
2 +1=0 (mod.m); a*—1-0 (mod. 7) 


aura deux solutions: par conséquent JV sera égale à 2, et l'équation (34,) 
se transformera dans la suivante 


ica "BS 9 2 
n—142( E os =" an +2 cos") 


ual . 


+2 ie Tim "pL = r2 CE: sin =” a 


uci 








Bde à Vi 








d'où Fon tirera 


n 1 UEPHt Ja, st\” u=ptt 9, a\? 
EL (CE cec) + ( À cos 7) 
- *t n 


uli Ll 


u=p+1 2 ucpdel 
x inet) +(= sin von kai, = 0; 


1 





et puisque, par TA ges (35.), Yon a 


up EL. uzpd-i ELI. À 
( = cos Put) = (C1. cos rm); 











TIL | uxt 
w=ptt | Qa,n\? uma | 2b, m\" 
( X sin MN = CES sin at); 
x LI n um} n 
on trouvera 
4 poe Da "ut Dan ; 
n1 = EN 7250067, E r4 cos —— + 2: 


ust 
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et. partant 


u-p4i Da, nr 2 
n c (2 X cos + 1); 
d'ou Fon déduira ies équations 

exp dey 9 , 4 4 LED HN 9 

« 0, 7C b^ EIER 1 a 1 

2 COS —— ——.—d yn; i. 08 = — Fons 
36 UE n 2 -- 1:23 n 2 2 
ré COURT Ls Me TO bu TE 
sin ——— == 0; x sin —— —0, 


Lorsque 2 est un nombre premier de la forme 4m +3, si l'on 
=0 { 


fait c== +1, la congruence x°—1 = (mod, 7) eura deux solutions, tan- 


dis que l'autre x^-I- 1 = 0 (mod, 7) ne sera pas résoluble; alors on aura 
les deux équations | 


QUE Dhs 19) er Up 6 7, 2 

; Zaun 2 b, 97 

n + of | COS. u 4 2 ( E cos mé 
| \ um 7 


-—  / : | . 
2 n = | uclp4-l [4] (2 u=p+1 | ? 
\ 








e & UL À 2 5 25,7 " 
T2( E sin") +2( E sin 7) 





He L uzL 
P or AIRES 9 aun. vu To 2 b, a\? 
ee ^ TOU 2%. 008: 2T + 2h cos —— ) i 
esse B 44: x /8 
5 , UP o Daum? 4p} 3 9b D D 
| ~~ % & ir xe V. he 2( > sit) 
t gus n 7 ula n j 


qui, étant combinées avec les équations (35.), donnent 











ph 2 a, 7t 1 woo $m 1 
cos — ES ono? 2. COS — =——; 
27 LH ie MIL 2 
e 
, HD RUD ME 1 MERE NEO Der 1 
sin — — + -— n; 2 sn —eT_Yn 
um ?»t rs 2 v UK 7 s ig 2 Yi ^ 


Ces intégrales définies ont été données pour la premiére fois par M. Gauss 
dans ses Recherches Arithmétiques; et il les a trouvées en partant de sa | 
théorie de la division du cercle en parties égales. Cet illustre géomètre | 
a repris le même sujet dans un mémoire particulier, où il les a démon- 
trées de nouveau. Mais les deux démonstrations de M. Gauss, qui sont 
les seules connues jusqu'ici, quoique tres-ingénieuses, nous paraissent moíns 
directes que celle que nous venons d'exposer, qui se déduit tout simple 
ment de la formule fondamentale (24.), avee beaucoup d’autres résultats. 
Cependant comme les équations (36.) et (37.) sont la base de tout ce 
que l'on sait sur les congruences du second degré, nous allons reprendre 
la démonstration que nous avons donnée, pour la rendre plus simple et 
plus claire. 
Crelle's Journal d. M. Bd. IX. Hft. 2. 23 
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On sait que lorsque 2 —2p-}+1 est un nombre premier de la Tar. 
4m-+1, les congruences 
ao? -- 1 zx 0 (mod.n), x? — 1 zz 0 (mod. 7), 
seront résolubles toutes deux, et auront chacune deux solutions: alors par 
la forraule (24.) on obtiendra l'équation 
= 3 (cos 27 4-/(—1) Se: EM + /(—i) sin 27 
2nz E 


et par LA et l'autre 


(cos 2E + vr ( —1)sin a ^s hais 
(cos — + y (—1) sin yr = (cos ome € Y (—1) sin- sn) 


e LI v € € 6 e 2 3 e L Lj e e 2 * v e 6 » 


+(cos—* tyYy(—1) sin) Z (co Qe ui Y (—1) n ) 


: n-1)3 T n-1)z? 2 (n-1) x? 
on DR 1ysi RX 20m = (co so va dh po IP). 


Si l'on effectue les multiplications e dans cette équation, er 
observant que les imaginaires doivent se détruire entre eux, on frouvera 
Da Ox*z att Quin Un Axt n-De" Ste ose ae 
n 


244 
"9909099?0029* 


am en \ 











Qn = 








Oz 
cos — f oos donee Z cos — see" 008 — | = cos sp pos 
N x=0 7 ES ae) 7L =o n x n. x-o 
. On, Oxtm aT". in m=" tne (ny . Xn-1)x°# 
+(sin — x sin + sn— Z sin abs ue X. sin ef sin — = sn— —— 3 


x20 [a A" x=0 7t x=o n x=0 








In 











et partant 


Inrzr Our Opr^^ — Qin? st O(n-iyrxET" | 9(n-1)r?m 
2n-— n-|oos-- = cos eos a à cos -peos 2 cos ter, 


38 x=0 x==0 n x= 
Y d 21 4 k=" e 9 L | ^2 7L 
ede a reet, 
R 


x=9 


KR 2% gp X 


e Qt: 2t 
Om 0-b sin E ain + sin FFE -rÍ sin a 7. +sin 





I faut observer ict que À doit amet successivement toufes les 
valeurs 1, 2, 3, 0... 2—1, dont la moitié sont des résidus quadratiques 
du nombre 7 et l'autre moitié des non-rósidus quadratiques du même 
nombre: si lon suppose dono £ égal à un résidu quadratique quelconque 
@,, on aura 
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Yan Bara Da,m*z^ Damn 
cos = cos: cos-——— X cos— —— 
nr ^ xco n nm x= 
9a, 7t Zn 2x8 — 
x cos — 








= cos 








Qa, 
Mee 


et l'on trouvera de méme, lorsque £ est un mere dal égal à b,, 


9 b, zt x=" 25, x* vt gee a zn 2b 
cos —— = cos o == €0 A (t+2 = v cos =). 


X=0 


A x=o 








On voit PO que la valeur de 


D ta xz E tx? 
cos —— Xx c 
n 


x=0 





ne saurait étre que l'une de celles-ci: 
2a,.7 aL „dr 6 Mp mA. 
COS 2r 08 — ); co tr cos — ) 


selon que £ est un résidu quadratique ou un Sonrégidd see aes dez; 
et comme parmi les nombres 1, 2, 3, .... n—1, représentés par /, il y 
en a p qui sont résidus quadratiques de 2, et autant qui ne le sont pas, 
on pourra les réunir en deux groupes dns les équations (38.), et on aura 
les équations : 











2 a, st 2a, t 2 a, 7 “ zur 

) » S ————.cce 203° eae: 

(1428 z oe =) (cos E - cos = + © A 

€ bus b. 2b, st 2 b, 7 

+(1+2 2 Y cos =) (cos edis L——-cos—— ue 0 0 ]-£087—— 
39. L3 ca $ 

. 7 o 20,7 d; 
2( X sin— 7) (sin = + sin = 00e + sin —— 7) 


ui 


HE si CR nl... ein), 











UZL 


Mais comme lon a 


2a 2817. 
cos 5217 + cos — 


pun 








Bann 
T ese cos = ET, 20s — 


ums 


e 2b.n DB, me "RM Db, 
— + cos ——.... + 608 E Z cos : ; 


UZI 
a Ub. it 32 0. m A 
sin LA sin - = eo c5 + Sin 





ds 








2b 
cos 





9e, “EH. Daum 


— = sn 


us 





s 
? 





Spt 
* 2 b, ft . Ib. = Ed 26, 7% 

in —— er 0. = $ gin ——-s3 
sin — + sin e + sin = Ti 


uZ1 








les deux équations (39.) deviendront 
23 * 
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^E à 2 quit uz 2 bun wp rl 
= (142 Deeks cos RE L cos— —-- (1-49 z cos — XE cos——; 
uci n ! wor ^ ue uci n 
Jump ne up 525b; 
= 2 sin— e^) E 2 (CE sin 2 
=: n Ut n 


ef puisque l'on a aussi 














u=p+1 2a. ups Db, 7t u=ptt o Og, , UTD 220 DTE 
Locos—— + X cos—— — -—1; X sin + X sinf—— —0; 
uc ul re u=ı n u=% 7t 
on frouvera, en éliminant entre les quatre équations précédentes : 
u=p+1 9 an À 1 u=p-+3 9 b,, 7 4 1 
2. cos =-—-—+—Yn; XX cos — ieu ra 
u=ı n stsv e n rake ps or 
H=p+1 2 D) ay 7t UZ=p+1 A 25. D 
sin = sin —— —ü. 
HI 7t [3 | nl 


Sin était de la forme 4-1-3, on aurait à la place des équations (38.), 
les deux autres 


ipi 9 a, 7, "pe 2a,7 su 2b, ulpdti 92b, 7 
foe Z cos ~~) Lc o5—— (14-2 X cos — ) Z cos—— 
LIZA 
nz 








u=ı um u=ı n 


UY ri, 9 n u-p4d-i 2 b, 7t 
\+2(= "ien +2( x sin ey 
n 


ulli 











uzpádi 2 a, um=p+1 2a; pi 2 b, ay Map 2b, x 
(1+2 = cos— T) = cos— + (142 2 2e cos ——"—) X cos E 
us um uzı 


0z 








Z sin- 


uli 


umpkio Eur 2 u=pti | 2b,s : 
( X sin— )—2 37 
uci n 


qui étant combinées avec les équations (35.) donneraient 








ucpdt 2 ay 7L u=p+r 2 b, TE 1 
cos—— == X cos = 
u=ı n ul n 2 
usp-+-1 9a 4 À uzp--i 2 b, 7t 1 
COS — zm + —y71; X cos—— = TF—yn. i 
uxt 7 2 uzı 2 > 


Ces derniéres équations coincident avec celles que nous avions trou- 
vées précédemment. 
Il résulte de l'analyse précédente, qu'étant proposée la congruence 
= +c=0 (mod. n) 
(dans laquelle 2 est un nombre premier égal à 2p-1-1), si l'on représente 
par JV le nombre de ses solutions, on aura 











LEP 2 a, uw=p+2 2c a, 7t u=p+i 52 bt u=n+ı 2c bu 
^ X cos (1 220 —) E oss ie 
(r2 E 2 cos =) = CUN T = = 
rN= u=p+r uc d j - 
: u=p+t ur n . 2ca,*t pH, 25. m pu. 2ch,n 
—)9 2. 8m -— 2e di . 2. sin- —2 X sn——. sin . 





us} n Uem 4t n umi n uzzl n 
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Mais comme, lorsque z est de la forme 4m--i, on a 
es ia XXE URP oe cr TI" 2h, 1 


. *. 
— 
es 


=. 9 




















uzı n TEX: 7t 
on trouvera, dans ce cas, 
ues | "X c Ja,TX"—PH Ioan —p. ate TAMPA — 2cb,7 
N=1+- = (142 = cos + — 142 ze = ) x c08— —; 
u-l u=i 


et la valeur de IV restera jn méme dice on chenden us en —c. Donc 


si la congruence 
x -+-c =0 (mod.n),. 


(dans laquelle 2 est un nombre premier de la forme 4m +1) est résolü- 


ble, celle-ci 
y —¢ zz 0 (mod.7) 


le sera de même; et si l'une d'elles n’est pas résoluble, l'autre ne le sera 
pas non pius. - 

Si nzc2p--1, est un nombre premier de la forme 4n 4-3, on 
aura 








up Up od b, 
142 É cos = 149 X cos—* = 0; 


et le nombre JV des e oos de la congruence 
z'--e = 0 (med.n) 
sera donné par l'équation 








€ QUEM. Qe, "PM , 2a, UST 1 EX 270 oh. fe 
40. niYzzn—2 X. sin. sin — SID———— — SIn———; 
Ur n uci n uzzi 3 rn umi n 


qui se réduira, lorsque c est un résidu quadratique de n, à l'autre 


SEL 2 Dap csl DST n n 


nN=n—2( 2 2 sin —— poly arem rd. 


Si l'on "ua +c en —« dans l'équation (40.), on trouvera que 
le nombre JV des solutions de la congruence 
y^—c =0 (mod. p), 
sera exprimé, lorsque c est un résidu quadratique de », par l'équation 


U=p4+1 2 2a, 2 UTP: ^ 2b 7T 2 7 n a 
niWzznd-2( 2 sin ——) 4-2( 2 in—-)=2+2 +2 =2n. 


uci 


On déduit de là, que lorsque 2 est un nombre premier de la forme 


4m7-3, l'une des deux congruences 

x^--c z 0 (mod.2); 5?— c =0 (mod. 2) 
sera toujours résoluble, mais qu'on ne pourra jamais les résoudre toutes 
deux à la fois. 


u=2 
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En partant des équations (36.) et (37.), on trouve, qu'en indiquant 
toujours par c, un résidu quadratique quelconque du nombre premier 
n=2p+1, et par 5, un non-résidu quadratique quelconque du méme 
nombre, on aura, lorsque 7 est de la forme 4m +1, | 
XA 2a,c?7 Ya, 7t 72 L2, incu 
2 (cos 


: 1 Ey C-Dsin 877) = 142 E es +27 (-1) E in 
Let rs eae a on | 














sen b, u=p+i bunt 
E (cos ty (-Dsin T PSE LEN z's 
=142(—$F doy esce) 
tandis que, lorsque 7 est de la forme Je +3, on trouvera 
XL X , 
= = (cos - ir Dein) — 14-2 = cos fm (D E sin ies 


Aurel Du ven (Lys) = + Pics 
E (co SET +) sin De 14-2 E^ co M Ea) E é 
M 4264) Fo EM rn) = F¥(—); 


de sorte que l'on obtiendra en général les équations 


in buf 








Til 





= (eos u T yc: sin al A ar von (1)? }; 


dn 2b.x? 2 op 2b x 
X. (cos ——— + v (—1) sin et _ 
x=o # 


Maintenant soit proposé de trouver le nombre JV des solutions en- 
tières et moindres que 7, de la congruence 
a +aÿ+b = 0 (mod.z), 
dans laquelle 2 est un nombre premier, et a, 4, sont des nombres entiers non 
divisibles par; il est clair que par la formule (24.) on obtiendra l'équation 


3 Vn)? y 








xan Ai x34oyt4b FEN re fy 
nas E (t (os eros 7) ral ater ~t)sinQ(n-1)2) ^ 2) 3l 
X0 yeso 
+ cos A $y —1)sin—*) 2 x E (cos 7 Haine) = = (s 0577 —  /(-1)sin hen 
) yen 4 
(oo cos y (— 1) in) = cos 527 Ly (-0sin-— —) 2: (eos 2 2 T ts sin ~~) 


boa xn x? x mm 2x 2 
Heosto- 7 ty -Dsin?n1)2) E (e0s2(2-0— tv C1 sinn) E (cos2(n-1) = ty Nur 
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et la valeur de IV dépendra des nombres & et b. 

Supposons d'abord que c et 5 soient tous les deux des résidus 
quadratiques de z, et nous aurons, en substituant dans l'équation précé- 
dente les valeurs déjà trouvées, 


e (32200090) (GC) Gv ac c 
AC rgivGc-0*)) GG) EV?) 


PL 
ron)”. 
Lorsque © et b sont tous les deux non-résidus quadratiques de 7, on 
obtiendra 


ni 


Tel 
| nlV = n?-+-n(—1)*. 
Lorsque a est un résidu quadratique de 7, et 5 un nonerósidu quadratique 
du même nombre, on aura | 
ms 
nN = n?—n(—1)*. 
Kt enfin lorsque @ est un non-résidu quadratique de z, et b un résidu 


quadratique du méme nombre, on trouvera 
nt 


nN = n? 4- n(— 1) Ww 
TI résulte de là, que la congruence ! 
a +ay +b=0 (mod.»), 
dans laquelle 7 est un nombre ET aura toujours un nombre n +1 
de solutions. 
Lagrange a démontré: pour la premicre fois que la congruence 
x*-]-ey*-- 6b =0 (mod. 7), 
était toujours résoluble, lorsque le nombre premier 7 ne divisait ni c ni 
b. Cet illustre géomètre est parti de ce théorème pour démontrer qu'un 
nombre entier quelconque est toujours la somme de quatre carrés en nom- 
bres entiers: mais sa méthode ne saurait servir à déterminer le nombre 
des solutions de la congruence proposée, comme nous l'avons fait en par- 
tant de notre formule fondamentale (24.). Il est cloir que l'on pourrait 
appliquer les mémes principes aux congruences du second degré, qui ren- 
ferment un plus grand nombre d'inoonnues. Mais nous allons nous occu- 
per de préférence de la résolution des équations à deux termes. 
On a vu que lorsque: 2 — 2p + 1 est un nombre premier de la 
forme 1;n-|-1, on trouve 
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usps 2t sz ._ ot? m Fu 
E (cos = ar Y (—1) sin) = —£itivn 
— 


up 0 1? st 5 2 b E. 
EVD) ce gepvas 
* 


ur " 
en indiquant toujours par c, tn résidu quadratique quelconque de 2, par 
5, un non-résidu quadratique de 7, et par ¢ un nombre entier non divi- 
sible par 7. Si l'on fait maintenant 
cos + Din = Pr’, 
r exprimant la racine 


p = cos == + VC D sin zu 


de l'équation 


on aura, par ce qui précéde: 

Al, X, ato... +ar+iTIVr=0; 
et cette équation, qui sera satisfaite par la valeur zer, le sera aussi 
par toutes les autres valeurs 


Le u 


x = ee oos 
"dont le nombre se réduira à la moitié, puisque js — p=", Mais comme 
ces racines résolvent l'équation X = 0, elles seront communes aux deux 
équations X — 0, x,=0. Les autres racines qui résolvent Véquation 
X —0, sans résoudre l'équation X,— 0, seront de la forme 

com ru; wm... © — p 
et ne pourront pas résoudre l'équation X, — 0; car si l'une d'elles, ri par 
exemple, pouvait résoudre cette équation, comme on a toujours — 

rte — re, | 

en substituant cette racine supposée x = ré, dans l'équation X, — 0, elle 
deviendrait de la forme Ky 

r’-L n? Ay eru Ji iyi 
mais cette équation est absurde, puisque l'on a i 

rt Quer HiFi r= o. 
Donc les deux équations X — 0, X, —- 0, auront les p racines communes 

rey r^, owes d res 


et en cherchant le plus grand commun diviseur 4 entre X et X,, on aura 
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» : n" n-—1 4 
l'équation A = 0, qui sera du degré —.—, et qui contiendra toutes jes ra= 
cines de la forme x = r^, | 

$ xS 2p+ 1 était de la forme 47 + 3, au lieu de l'équation 
(41.) on aurait trouvé l'autre 

a a a m ¢ * d 
A = x + les X? TEFL V(—n) — 0; 

ei en cherchant ie plus grand diviseur commun entre 


X= "ing, et X, = 0, 





on obtiendrait l'équation qui a p racines de la forme 

er, #2 r,s. — p, 
et Pégnation X = O0 serait encore décomposée en deux autres du des . 
gré He 

i; laut remarquer ici que lorsque 7 est un nombre premier de ia 

forme 477 --1, les coefficiens des diverses puissances de x dans i'équa- 
tion A= 0, sont des fonctions de -— 5X yen général, tandis que 
les coefliciens des puissances correspondantes daus. l'équation Ex = À, = 0, 
sont des ioncüons semblabies de —z+3V% En effet, si l'on fait 

A= x? + dat HA, = 0; 

A, = x + Ba... + B, = 0; 
les coelheiens -4,, 4,, .,. -4,, pourront s'exprimer exclusivement pac 
ia somme des puissances des racines de l'équation A — 0, somme que 
nous indiquerons en général par P,; et les coefficiéns ERNEST EN 
sexprimeront de la même manière par la somme des puissances des rae 
eines de l'équetion A, — 0, somme que nous indiquerons en général par 
P,; ef comme, lorsque 7 n'est pas un multiple de z, on a ioujours 

P.—-—ic-iyn; P. = —1; PR = -—£diy2, 

ii ny aura d'autre différence entre P, ef F,, que dans je signe de iy^ 5; 
par conséquent si l'on désigne par Y la somme de tous ies termes de 
Féquation À = 0, qui ne contiennent pas V2, et par Z yz la somme d 
fous ceux qui contiennent y^7, on aura | 

&—kFqRZyna; A = Y—Zyn 


et partant | 
xX BR a” — À € AA; 


^ A PD 
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Sin était de la forme 4m + 3, on trouverait 
x — pup 


ni 


et en general on obtiendra 

A= Pons Clips 
n étant un nombre premier quelconque, et Y, Z, étant des fonotions 
entières et rationnelles de x. On trouvera ‘aisément, par la comparaison 
des coefficiens dans l'équation 


E 
AA = EE 
que les coefficiens numériques des diverses puissances de x dans les équa- 
tions A == 0, A, = 9, 5e peuvent adméttre d'autre diviseur que le nombre 
2; et l'on déduira de là que Péquation 

A(x"—1) _ yryn7? 

| a — 1 sr Y 

(dans laquelle Y ef Z sent deux polynomes en x entiers ot rationnels, 
A coeffichens entiers) aura doujours lieu. 


Pour donner une application de ce théorème à la théorie des con- 

gruences, nous observerens que puisque la eongruence 
! x* — 1 0 (mod. 7), 

a toujours 2 solutions, lorsque z est un nombre premier de la forme 
ar + 1; et puisque, si a est un nombre premier impair on a aussi 
4(a^—1) = (x—1)(Y teZ), | 
A s'ensuit que Fa est résidu quadratique de «r+t, où il faut prendre le 
signe +, si c est de la forme 4m +1, et le signe —, sia est de la forme 
4m 43. On déduit aussi de ce qui précède que lorsque @ est un nom» 
bre premier, on peut tonjours résoudre l'équation 

! | Aas = x key | 
en nombres entiers, quel que soit Texposant *, pourvu qu'il reste toujours 
entier et positif, dans laquelle il faut prendre le signe +, si @ est de la 
forme 47m --3, et le signe —, lorsque & est de la forme 4 +1. On 
treuve de méme que l'équation | 4 

= x tay +1 | 

est toujours résoluble en nombres entiers, lorsque c est un nombre. pre- 
mier. quelconque; et il sereit facile de treuver un grand nombre dé pro- 
. positions de ia même nature. | 


" See DI 
Dass i équation 


x=n 9m 
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| Qa 
A= 2 (cos 


> (008 + an) «ey 1) ), 


trouvée précédemment, on n'a pas déterminé le signe du radical; vepen- 
dant en observant que l'on a | 


A= (Qy¥(—1))* sin = sin 


2 
nm 








62 . 10z 
sin 


n 





sc 
"n «s 8in2(n—2) 7, 


4 
, 


et en cherchant combien de sinus positifs et de sinus né gatifs il y aura 
dans le second membre de cette équation, on trouvera que, quelle que 
soit la forme du nombre premier 2, ii faut tonjours prendre le radical 
avec le signe + dans la valeur de 4. Maintenant en faisant 7 = 2p +1, 
et en exprimant toujours par a, un résidu quadratique queiconque du nome 
bre premier 2, et par 4, un non-résidu quadratique du même nombre, 
on aura les deux équations 














vp 2 a, 7t LO: 2 TEN 1 
| E (cos EV (1) sin = — I iyu 
42 | wc n n À 2 2 — 
toy 2bun . 9b,m 41514 
— cerro me SA CERE) al f ^. 
E (8 7 Y C70 sin) g3—3Y(9 


dans les seconds membres desquelles il faut prendre le signe +-, lorsque 
n = 4m + 1, et le signe —, lorsque 7 = 4n + 3, 
Dans l'équation 


dm —DmYtI& 
Waco eom em 


il y à plusieurs manières de trouver les ooefficiens de x dans les poly- 
nomes Y et Z; et ce manières sont tout à fait iudépendantes, comme 
l'on sait, de la considération des résidus quadratiques. Maintenant, parmi 
les deux équations 

| ¥+4y(tn)=0; ¥—Zy(tn)—0, 
que nous avons déjà trouvées, il y en a toujours une qui a toutes ses 
racines de la forme bite 


4 


Di ; 
m = 04 Y 1) sin 22, 


eu prenant pour 2o, successivement tous les résidus quadratiques ‘de 7; 
tandis que l'autre de ces deux équations aura ses racines de la forme 
2 b. . 2b, 
= 087 — + ¥(—1) sin ——, 
en prenant successivement pour 5. ‘tous les non=résidus quadratiques de 7. 
24 * 
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fi résulte de là une méthode directe pour savoir si un nombre quelcon- 
que est résidu quadratique, ou non-résidu quadratique d'un nombre pre- 
mier donné. 

En effet si l'on ordonne Téquation 

EY 4+1Zyn = 0, 

par les puissances descendantes de x, on pourra, par les formules con- 
nues, trouver la somme des puissances de ses racines; alors en appellant 
P, la somme des puissances a" des racines de cette équation, on aura 
en général P, = P,, si & est un résidu quadratique de 2, et P, — 1 — P, 
dans le cas contraire. | | 

On doit remarquer ici que comme les coefficiens de x, dans les 
polynomes Y et Z, se déterminent d'après la forme de 7, et non d'apres 
sa valeur numérique, on pourra transporter à tous les nombres premiers 
Vane forme donnée, les théorèmes qu'on aura trouvés par induction pour 
des petits nombres. Cette proposition, qui est de la plus haute importance, 
méviterait de longs développemens que nous réservons pour un travail par- 
iiculier. On en peut déduire des conséquences fort singulières sur la ma- 
nióve de vévifier les résultats de l'observation dans l'analyse pure, en 
suivant la route tracée par Euler dans cette branche de l'algébre, route 
qui à été quittée trop tôt par les géomètres. On pourrait tirer aussi de 
iX da démonstration de la loi de réciprocité énoncée d'abord par M. Le- 
gendre; mais comme M. Gaus à déjà donné cette démonstration, en 
partant des équations (42.), nous ne nous arréterons pas plas long temps 
«ur ce sujet, puisque ce qui précède renferme toute fa théorie des con- 
omsences du second degré, déduite de la seule équation fondamentale (24.). 
Mais en partant de cette méme équation nous allons reprendre la réso- 
lution générale des équations à deux termes: en commençant par énon- 
cer quelques propositions sur les résidus de tous les degrés, dont nous 
omettons les démonstrations qui sont irés faciles à retrouver. 


(La suite dans le cahier prochain} 
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45: 

Observatio arithmetica de numero classium divisorum 
quadraticorum formae yy +422, designante A 
numerui primum formae 47-8. 

( Auct. C. G. J. Jacobi, prof. math, Regiom.) 





N otum est, divisores numerorum, qui forma y y 4-4 zz continentur, sub 
formis quadraticis exhiberi posse a y y+ by z - 62, in quibus 40 c — b bi— 4, 
quoties à impar, sive ac— 7 — 4, quoties 4 par, easque formas semper 
revocari posse ad tales, in quibus 4 ipsis @ et c minor est, quae formae 
reductae vocantur; formas reductas autem alias in alias transformer: now 
posse. Unde formas omnes e yy + byz +czz, quas divisores numeri 
yy +42 induere possunt, in varias classes.discerpere licet, ita ut quae- 
vis classis omnes amplectatur formas, quae in eandem reductazn transfor- 
mari possunf; quarum igitur classium idem est numerus atque formarum 
reauctarum. 

Statuaraus 4 esse numerum primum formae 47-13, inveni lezem 
singularem, per quam ciassium Harum sive formarum reductarum nume- 
rum exprimere lice,  Defnimus autem eo casu formas reductas ita, ut 
pro 7 pari statuatur 5 impar, pro 2 impar! sit 4 par, uti a Cl. Legen- 
dre factum est in tab. V. Theoriae numerorum... Sit enim P summo re- 
siduorum quadraticorum numeri primi #, Q summa non-residuorum, ipsis 
residuis et non-residuis in numeris minimis positivis exhibitis; inveni nu- 
merum illum, quem per /Y denctemus, dari per formulam: 


RI 


it e.g. 4223, emnt formae reductae ( Les. Téorie des nombres, Tab. V. 
VI 23522, Syyt?ys+8:% 
tiooque /V—2; fit porro | 


Pi LOL 37 AE 6-E- 8-12 0-19: 1410-18 25 4925 


Q m 5--7--104-11-4-144-15--17-E19-1-204-21--22 461, 


uti fieri deber. 
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Korum in usum, qui theorema antecedens exemplis probare volunt, 
adjungam e tabula V. Theoriae numerorum Cl. Legendre formas reduo- 
tas pro numeris primis formae 4n+-3 usque ad 103. 


AN 

Loe 
11 
19 
23 


Mom om 


to 


31 


43 1 
47 3 


59 2 


A N 

yy +7zz Die 
yy+yz+3:z 71 4 
yy+yzt9:z 

yy--23zz 
Jyy- -2yz4-8zz 

yy-+sizz 79 3 
Syy+4yz+7zz 
yy+yz-+11zz 

yy+47z22 835 27 
3yy+2yz+16zz 
7yyd-6yz-r8zz 103 3 
yy ysci5sz 
BY Y bY RIES 


yytyz+17zz 
yy-+71zz 


3yy+2yz+24zz - 
Iyy+?2y=z+8zz 


Syyt4yz+15zz 
YY +79zz 
5yy-+2yz+16zz 
117Y +6yz+823z 
¥¥ bye Maz 
3yYY +yz+72z 
y y +103 sz 
yy +2yz4+ 822 
Tyy+6yz-+16z:. 


Nec non addam tabulam pro residuis quadraticis numeri primi 4, 
inde ab AG usque ad 4 — 103; moduli 4 in facie positi; in margine 
"sunt residui in valoribus minimis exhibiti, quorum signum “+ aut — in 
tabula appositum est. | : 


19 23 31 43 47 59 67 71 79 83 103 


ME EP ep quan ne eo 18 . 
2— ++-4+-—-++-+[/2. 
3 + — +++ + —]20. 
Bb tt +++ +++ + JM. 


ios. uc Donne wem se eti rr | eit 
6+ HET = 185. . 
Fe YO T posu au wel 24 
re rift rdg 4 PL eT PIN 25 . 
vod rom EUR 
10% ht = rate 
1. ——+————+4 —] 28. 
12.7. Eds 
13 . + ————+— + 1 30 


14. Aa res x dares Far r 


16 . 
EP. 


| . —cT-—---——-ji22. 


19 23 31 43 47 59 67 71 79 83 103 
ee 


Mice nf PE HE à e 
nn reso beep creme 
Abe 

LET s 
++ 4 
te 
ann 
her c HE 
ch pe + — 
aad D REC bee Lo 
++ ++ + 
eh + + 

cem + pe ou + 

T cc DM 
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19 23 31 43 47 59 67 71 79 83 103 19 23 31 43 47 59 67 7179 83 103 


35 . e PLAN] WER » ,% ——— — As ? * ar 9 te + e " PE D Verre 
36 » * * + € a M LÀ + + 45 + * . * * e ^ » TNI \ wg 
37 > 0 2.29279 ^. E — + TUNE 6 + ^5... we te Te M CQ! o» oje 
38 E E * + + (dA AE air ee + 47 ir MR rat ones es, lobe Sd UT CUT PT 
39 + E . + ‘+ * eo) TANT TE oe 48 ° % o > w o» ¢ $ + PTE 
40 . Sy Cappa avg ouest Le à d ES 49 $? $78.46. ^. «et 8. sw + eo 
41 + * ^ * * » e * wb d À 50 ? 2 LJ & » 4 *» * r3 » d 
42 . " ° sa vw s ^C» Me os) fore 51 &. oe Ve | e E e D MEN 229 Ro ees 
43 2 ^ + * 6 * > ° 


Ut invenias numerum 7, quae est summa residuorum quadratico- 
' rum numeri primi 4, in valoribus minimis positivis exhibitorum, pro quo- 


libet 4 primum summandi sunt numeri in serie verticali positi usque ad 
ew E . ° 9 ° * ‘gf 1 LJ © » 
= 5—, singulis tributis signis 4- aut —, quao in fabula opposita sunt; sit 


ea summa 94; sit deinde numerus residuorum, quae signum habent ne- 
gativum, m; patet, fore 





P = 4[m-S$h 
nam ut residua minima signo megativo affecta valores minimos positivos 
obtineant, singulis addendus est .4. 
Fit porro P-L O aequale summae numerorum usque ad 4— 1, sive 
(400, ] 


unde 





2N—1 = a — mt S), 

sive posito 4 = 4n +3: 5s 
| N=r-+1i1—m—S. 

Observo, numerum n + 1—.$ semper parem esse, Sit enim summa 


residuorum, quae signum habent negativum, — 7, erit 45 + 27 aequale 


4—1 . 
summae numerorum usque ad —5—, sive 


(an 4-3)8 427 = CE-OCCED. — (on + 1+ 0 
unde videmus, numeros S et n-|- 1 simul aut pares aut impares esse, 
quod probari debuit, Unde etiam, cum sit JY +m = n + 1 — 5, facile 
patet, ipsos 72, IV simul aut pares aut impares esse. Quod exemplis fa- 
cle probatur; valores enim ipsorum JV, 77 erunt, ut e tabulis anteceden- 





tibus patet: 


192 15. l'acohi, observ. arithm. de numero class. divisor. quadrat. formae Y zz; etc. 


Lt 3. 4. 6 9. 9 10. 15. 14. 17. 16. 23. 

I x 1% 2. o IR 3. 43 1. 4. aT 23 SE 
Numerum JV etiam pro numeris primis 4 satis magnis sine negotio 

computari, notum est, Quoties enim 2 par, ponuntur pro 5 numeri omnes 


vis 7 qn T 23. 31, 43. 47. 59. 67. 71. 79. 83. 103. 
| 


IV 


3 A e. » e 
unpares «7 V EE quoties 2? impar, ponuntur pro b numeri omnes pares 


AVE 


ee se ARE, bb . 
«yt =); ei pro singulis 4 discerpitur aut ——;—— aut 4+- in factores 


a, ©, e quibus ii tantum eliguntur, qui ipso 5 non minores sunt; quo facto 
JV eri numerus valorum, qui ipsis. c, 5, c conveniunt, casibus non nume- 
rotis, qui e commutatione ipsornm a, c proveniunt. 


Per computationem numeri JV obtines solutionem problematis ele- 
gantis, a Cl, Lejeune-Dirichiet olim in hoc Diario propositi (Vol. Tit. 


i 4d -—1 
p. 407.), videlicet determinandi casus, quibus productum 1 2,3. An, (=), 
per À divisum, relinquat +1 aut — 1 residuum. Alterum notum est fieri, 
quoties numerus residuorum quadraticorum minimorum ipsius 4, quae 
signo negativo affecta sunt, est par; alterum, quo idem numerus impar 
est; sive reiectis multiplis numéri primi A, est: 


(Ad nl 


1.2.3.4... (5 Lv. 


Unde etiam e lege antecedentibus proposita, reiectis muttiplis ipsius 4, fit 
£1 5 f. i d 14 x 7V 
1.2.3.4. eei YA. = (— 1" 
Regiom. 13. Juhi 1823. 
D.S. In exemplis antecedentibus omissus est valor 4 z— 5, quippe qui est 
exceptionis casus, 


RS SI TEE ET, IRE LALA SIRO Up ALLE EI nn 


16. Gudermann, Potenziol- Funciionen Taf. II. : (Vortsetzung.) 193 


-k.. . .log, Sof, x. D. log. Gin. k. D. log. Sang, k& OD. 


4,500 1,653 3487 66 4311 87 1,653 2415 73 4344 02 9,999 8828 07 215 
4,501 1,653 7829 53 4341 93 1,053 6750 78 4344 Qi 9,099 8930 22 2 13 
02 54 2171 41 4341 88 64 1103 76 4344 0% 8932 35 214 
03 ' 54 6513 29 4341 88 54 5447 78 4344 01 3934 49 2 13 
04 55 0855 17 1341 88 54 9701 70 4344 00 8936 62 219, 
05 65 5197 05 4341 83 55 4155 79 4344 Og 8938 7% 2 13 
4,506 1,655 9538 03 4341 89 1,655 8479 80 4344 00 9,900 8040 87 2 11 
07 56 3880 82 4341 89 56 2823 50 4344 00 8942 08 211 
03 56 8222 71 4341 89 56 7167 80 4344 00 8945 09 211 
09 57 2564 60 4241 80 57 1511 30 4344 Q0 8947 2) 2 it 
10 57 6906 40 4341 C) 57 5855 80 4344 00 8949 31 211 
4,511 1,588 1248 39 4341 90 1,658 0199 80 4343 09 9,099 8951 44 210 
2 58 5590 28 4341 €) 58 4543 70 4343 99 8953 51 20e 
13 5S 9032 18 4341 90 58 $887 78 4343 99 8955 60 2 08 
14 59 4274 09 4341 90 $9 3231 77 4343 93 $057 68 2 0S 
15 59 8615 99 4341 OB 59 7575 75 4343 99 8959 76 2 08 
4,516 1,660 2957 90 4341 O1 1,660 1010 74 4343 98 9,099 8961 84 2 08 
47 ' 60 7299 80 4341 9i GU 0263 72 4343 98 8963 92 207 
ig 611641 71  . 434194 55 0607 70 4343 97 8065 99 2 06 
.- 19 61 LO83 03 * 4341 91 61 4051 07 4343 08 8968 05 2 06 
20 62 0325 54 4341 02 61 9295 65 4343 97 8970 11 2 05 
4,521 1,662 4667 46 434i 02 1,662 3620 62 4343 97 9,999 8972 16 205 
29 62 9009 38 4541 92 62 7933 59 4343 97 8974 2i 2 05 
23 63 3351 30 4341 92 63 2327 56 4343 97 8976 26 2 05 
24 63 7693 22 4341 02 63 6671 53 4343 97 8978 34 205 
25 64 2035 14 4341.02 64 1015 50 4343 96 $980 36 20% 
4,526 1,664 6377 07 4341 93 1,664 5350 46 4343 06° 9,999 8082 30 2 02 
27 65 0719 00 434) 93 64 9703 42 4343 96 8082 42 2 03 
^S 65 5060 93 4341 93 65 4047 38 4343 96 .BUSÓ 45 2 03 
99 65 9402 86 4341.93 65.8301 24 4343 ut 8988 48 2 03 
20 66 3744 79 4341 93 66 2735 30 4343.95 8990 51 201 
4,531 1,066 8086 73 4341 94 1,666 707925 343.95 8,999 8992 52 2 0t 
32 67 2428 07 3541 04 67 1423 20 4343 95 8994 53 2 0L" 
33 €7 6770 61 434i 94 67 5767 15 4343.95 8996 54 201 
34 68 1112 55 4341 94 :68 0111 10 4343 04 8998 55 ? 06 
85 68 5454 40 4541.95 68 4455 04 4343.95 9000 55 2 00 
4,536 1.668 9706 44 4341.05 4,568 8798 99 4343 94 9,999 9002 55 1 09 
37 69 4138 39 4341 95 69 3142 93 4343 94 S004 54 . 1399 
38 69 S480 34 4341 95 . 69 7486 87 4343 93 9006 53 108 
39 : 49 2822 29 4341 96 70 1830 80 4343 94 9008 51 .— 498 
40 70 7104 25 4341 96 70 6174 74 4343.93 9010 49 197 
4.541 1,671 1506 21 4341 96 1,071 0518 67 4343 93 9,009 0012 46 107 
42 c 11 5848 17 4341 06 71 4862 60 4343 93 9014 43 1*0? 
43 72 0190 13 4341.96 .71:9205 53 4343 93 9016 40 197 
44 72 4532.09 4341 97 :72 3550 46 4343 92 3018 37 197 
45 72 8874 05 4341 97 .72 7894 38 4343 93 Lac — 9020/33 1 96 
4,546 1,673 3216 02 4341 97 1,073 2238 31 494392 9,999 0022.29 1% 
47: 73 7557 99 4341 97 73 6582 23 4343 02  . 9024 24 i95 
48 74 1899 96 4341 97 74 0026 15 4343 92 9026 19 13 
49 "74 6241 93 4341 97 34 5270 07 4343 91 9028 14 193 
50 15 0583 01 74 9613 98 .. 9030 07 
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194 16. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. IL. 


k. log. Gof, k. D. log. Gin, k. D. log. Xang.k. D. 


4,550 1,675 0583 91 4341 08 1,674 0613 98 4343 01 9,9999 030 07 1 95 
4,551 1,075 4925 88 4341 08 1,675 3057 00 4343 91 9,9999 032 02 1% 
52 75 9267 66 4341 98 75 8301 81 4343 0L 033 95 1 93 
53. 16 3609 84 4341 98 76 2645 72 4343 91 035 88 19 
54 76 7951 82 4341 98 76 6989 63 4343 90 037 81 192 
55 17 2293 81 4341 98 77 1833 53 4343 91 039 73 190 
4,556 1,677 6635 79 4341 90 1,077 5677 4& 4343 90 9,9999 041 65 10 
57 78 0977 78 4341 99 78 002134 4343 90 043 56 191 
58 78 5310 77 ^ 4341 99 78 4365 24 4343 90 045 47 191 
59 78 9661 76 4341 90 78 8700 14 4343 90 047 38 191 
. 60 79 4003 75 4342 00 793053 04  . 4343 90 049 29 19) 
4,561 1,679 3345 74 4342 00 1,679 7396 93 4343 89 9,9999 051 19 1 89 
62 80 2687 74 4342 00° 80 1740 82 4343 89 053 08 189 
63 80 7029 74 4342 00 80 6084 71 4343 89 054 97 1 89 
64 81 1371 74 4342 00 ‚81 0428 60 4343 89 056 86 1 88 
65 81 5713 75 4342 00 ‚81 4772 49 4343 89 058 74 1 88 
4,566 2,682 0055 75 4342 01 1,681 9116 37 4343 80 9,9999 060 62 1 88 
67 82 4397 76 4342 01 82 3460 26 4343 89 062 50 187 
68 82 8739 77 4342 OL 82 7804 14 4343 88 064 37 187 
69 83308178  : 434201 83 2148 02 4343 88 066 24 1 87 
70 83. 7423 79 4342 01 ‚83 6491 90 4343 87 068 11 1 86 
4,571 1,684 1705 80 4342 02 1,084 0835 77 4343 88 9,9999 069 97 4 86 
72. 84 6107 82 4342 02 84 5179 65 4343 87 071 83 185 
73 85 0449 84 4342 02 $4 9523 52 4343 87 073 68 185 
74 95 4701 86 BR 02 85 3867 39 4343 87 075 53 18 
75 .85 913388 434202 85 8211 26 4343 87 077 38 1 85 
4,576 1,686 3475 90 4342 02 1,686 2555 13 4343 86 9,9999 079 23 134 
77 86 7817 92 4342 03 86 6898 99 4343 96 081 07 1 83 
78 87 2159 95 4342 03 87 1242 85 4343 87 082 90 1 84 
79 $7 6501 98 434^ 03 87 5586 72 4343 85 084 74 182 
80 88 0844 01. 4342 03 87 9930 57 313 86 086 56 183 
4,581 1,688 5186 04 4342 0% 2,688 4274 43 4343 86 9,9999 088 39 1 82 
82 88 9528 08 434? 04 88 8618 29 4343 85 090 21 182 
83 89 3870 11. 4342 04 89 2962 14 4343 85 092 03 181 
84 89 821? 15 4342 04 89 7305 99 4343 85 093 84 181 
$3 90 2554 19 4342 04 90 1649 84 4343 85 095 65 asi 
4,586 1,690 6899 23 4342 04 1,690 5993 69 4343 84 9,9999 097 46 1 80 
87 91 1238 28 4342 05 9i 0337 53 4343 85 099 26 1 80 
88 91 5580 32 4342 05 91 4681 38 4343 84 $01 06 1 79 
89 9j 9922 37 4342 05 91 9025 22 4343 84 102 85 1 79 
90 92 4264 42 4342 05 92 3369 06 4343 84 104 64 179 
4,591 3,602 $606 47 4342 05 1,692 7712 90 4343 84 9,9999 106 43 159 
' 92 93 2048 52 4342 08 93 2056 74 4343 83 10822 178 
93 93 7290 57 4342 06 93 6400 57 4343 94 110 00 178 
94. 94 1632 63 4342 06 04 0744 41 4343 83 111 78 178 
95 94 5974 68 4342 06 94 5088 24 4343 83 113 56 177 
4,596 1,695 0316 74 4342 06 1,004 0432 07 4343 83 9,9909 115 33 172 
97 95 4658 80 4342 06 95 3775 90 4343 83 117 10 1 76 
93 95 9000 87 4342 06 05 8119 73 4343 82 118 86 a 76 
99 96 3342 93 4542 07 96 2463 56 4343 82 120 63 175 
4.909 96 7685 00 96 6807 38 122 38 


30 


4,631 
2 

3 

34 

35 
4,636 


3 
38 


40 


4,641 
42 
43 
44 
4% 


4.646 
47 


49 
50 


\ 


16. Gudermann, Potenzial- Functionen Tof. II. 


log. Gof. k. 


1,696 7685 00 


1,697 2027 07 
_ 97 6369 14 
98 0711/21 
98 5053 28 
98 9395 36 


1,699 3737 44 
99 8079 52 
1,700 2421 60 
00 6763 68 
‘OL 1105.76 


1,701 5447 85 
O1 9789 91 
02 4132 02 
02 8474 11 
03 2816 21 


1,703 7158 30 
04 1500 39 
U4 5842 49 
05 0184 59 
05 4526 69 


1,705 8863 79 


06 3210 90° 


06 7553 00 
07 1895 11 
07 6237 22 


1,708 0579 33 
08 4921 44 
08 9263 56 

. 09 3605 67 
09 7947 79 


1,710 2289 91 
10 6632 03 
11 0974 15 
11 5316 28 
$1 9058 40 


1,712 4000 53 
12 8342 06 
13 2684 79 
13 7026 92 
14 1369 06 


1,714 5711 19 
15 0053 33 
15 4205 4j 
15 9737 61 
16 3079 75 


1,716 7421 90 
17 1764 04 
17 6106 19 
18 0448 34 
38 4790 49 


D. 


4312 07, 


4342 07 
4342 07 


4342 07 


4342 08 
4342 08 


4342 08 
4342 08 
4342 08 
4342 08 
4342 09 


4342 00 
4342 09 
4342 09 
4342 09 
4342 09 


4342 09 
4342 10 
4342 10 
4342 10 
4342 10 


4342 11 
4342 11 
4342 11 
4342 11 
4342 11 


4342 11 
4342 11 
4342 12 
4342 12 
4342 12 


4342 12 
4342 12 
4342 12 
4342 13 
4342 13 


4342 13 
4342 13 
4342 13 
4352 13 
4342 14 


4342 14 
4342 14 
4342 14 
4342 14 
4342 14 


4342 14 
4342 15 
4342 15 
4342 15 


log. Gin. X. 


1,696 6807 38 
1,697 1151 20 
97 5495 02 

97 9838 84 

98 A182 65 
98 8526 47 
1,699 2870 28 
99 7214 09 

© 1,700 1557 90 
00 5901 71 
01 0245 51 


1,701 4589 32 
01 8933 12 
02 3276 92 
02 7620 72 
03 1964 52 


1,703 6308 31 
04 0652 11 

. 04 4995 90 
04 9339 69 
05 3683 48 


1,705 8027 27 
06 2371 06 
06 6714 84 
07 1058 62 
07 5402 40 


1,707 9746 18 
08 4089 96 
08 8433 73 
09 2777 51 
09 7121 28 


1,710 1465 05 
10. 5808 82 
11 0152 59 
11 4496 35 
11 8840 12 


1,712 3183 83 
12 7527 64 
13 1871 40 
13 6215 16 
14 0558 91 


1,714 4902 57 
$4 9246 42 
15 3590 17 
15 7933 92 
16 2277 07 


1,716 6621 41 
17 0965 16 
17 5308 90 
17 9652 64 
i8 3996 38 


D. 


4343 32 


. 4343 82 


4343 82 
4343 81 
4343 82 
4343 81 


4343 81 
4343 81 
4343 81 
4343 80 
4343 82 


4343 80 
4343 80 
4343 80 
4343 SO 
4343 79 


4343 80 
4343 79 
4343 79 
4343 79 
4343 79 


4343 79 
4343 78 
4343 78 
4343 78 
4343 73 


4343 78 
4343 17 
4343 78 
4343 17 
4343 77 


4343 77 
4343 77 
4343 76 
4343 77 
4343 76 


4343 76 
4343 76 
4343 76 
4343 75 
4343 76 


4343 75 
4343 78 
4343 75 
4343 75 
4343 74 


4343 75 
4343 74 
4343 74 
4343 74 


log. Tang, X. 


9,9999 122 38 


9,9999 124 13 
125 88 
127 63 
129 37 
131 11 


9,0099 132 84 
134 57 
136 30 
138 03 


139 75 ° 


9,9999 149. 47 
143 18 
144 9) 
146 61 
148 31 


9,0999 150 OL 
151 72 
153 41 
155 10 
156 79 


9,9999 153 48 
160 16 
161 84 
163 51 
165 18 


9,9999 166 85 
168 52 
170 17 
171 84 
173 49 


9,9999 175 14 
176 79 
178 44 
180 08 
181 72 


9,9999 183 35 
184 98 
186 61 
188 24 
199 86 


9,9999 191 48 
193 09 
194 70 
196 31 
197 92 


9,0999 199 52 
201 12 
202 71 
204 30 
205 89 


25* 


D. 


175 
175 
175 
174 
174 
173 


1 73 
173 
173 
172 
172 


147 


172 
3 71 
1 70 
170 
1 71 
1 69 
1 69 
1 69 
1 69 


168 
168 


|: 2 67 


1 67 
1 67 


i 67 


165 


1 67 
1 65 
1 65 
1 65 
1 65 
1 65 


1 64 


1 63 


1 63 
1 63 
1 63 
1 62 
162 


1.61 
1 61 
1 6i 
i 61 
1 60 


1 60 
1 59 
159 
4 59 


195 


196 


K. 


4,650 
4,651 
52 
53 
54 


55. 


1,656 
57 
58 
59 
60 


4,661 
62 
63 


65 


4.506 
67 
58 
69 
rey, 

é 


4,571 
72 
73 
74 
75 
4,676 
17 
78 
79 


4,681 
82 
83 
84 
85 


4,686 
87 


88 
89 
90 


4,691 
92 
93 
94 
95 


4,696 
97 
99 
4,700 


16, Gudermann, Potenzial - Functionen Taf. II. 


log. Gef. x. 


1,718 4700 49 


1,718 9132 64 
19 3474 79 
19 7816 94 
20 2159 10 
20 6501 26 


1,721 0843 42 
21.5185 58 
21 9527 74 
22 3869 90 
22 8212 07 


1,723 2554 24 
23 6896 41 
24 1258 58 
24 5580 75 
24 9922 93 


1,725 4265 10 
25 8607 28 
26 2049 45 
26 7291 64 
27 1633 82 


1,727 5976 € > 
28 0318 18 
28 4660 37 
28 9002 56 
29 3344 75 


1,729 7686 94 
30 2029 13 
30 6371 32 
31 0713 51 
31 5055 71 


1,731 9397 91 
32 3740 11 
32 8082 31 
33 2424 51 
33 6766 71 


1,734 1108 92 
34 5451 12 
34 0703 33 
35 4135 54 
35 8477 75 


1,736 2819 97 
36 7102 18 
37 1504 40 
37 5846 61 
33 0188 83 


$,738 4531 05 
38 8973 27 
.39 3215 50 
39 7557 72 
AQ 1899 94 


D. 


4542 15 


4342 15 
4342 15 
4342 16 
4342 16 
4342 16 


4342 16 


4342 16 
4342 16 
4342 17 
4342 17 


4342 17 
4342 17 
4342 17 


4342 17 


4342 17 


4312 18 : 


4342 18 
4342 18 
4342 18 
A342 18 


4342 18 
4342 19 
4342 19 
4342 19 
4342 19 


4342 19 
4342 19 
4342 19 
4342 19 
4342 20 


4342 20 
4342 20 
4342 20 
4342 26 
4342 20 


4342 21 
4342 21 
4342 21 
4342 ?1 
4342 21 


4342 21 
4342 22 
4342 22 
4342 22 
4342 22 


4342 22 
4342 29 
4342 22 
4342 22 


log. Gin, X. 


1,718 3996 38 
1,718 $340 12 
19 2683 86 
19 7027 59 
20 1371 33 
20 5715 06 


1,721 0053 79 
21 4402 52 
21 8726 24 
22 3089 97 
22 7133 69 


1,723 1777 42 
23 6121 14 
24 0464 86 
24 4808 57 
24 9152 29 


1,725 3496 01 
25 7839 72 
26 2183 43 
26 0527 14 
27 0870 85 


1,727 5214 56 
27 9558 26 
28 3901 97 
28 8245 67 
29 2589 37 


1,729 6933 07 
30 1276 77 
30 5620 47 
30 9964 16 
31 4307 85 


4,7 


em 
D 
e 
© 


3 i 

32 2995 24 
32 7338 92 
33 1632 61 


33 6026 30 - 


1,734 0369 98 
34 4713 67 
34 9057 35 
35 3401 03 
35 7744 71 


1,730 2088 38 
36 6432 06 
37 0775 73 
37 5110 4t 
37 9463 08 


1,738 3806 75 
38 8150 42 
39 2494 08 
59 6837 75 
£0 LI8i 41 


IX 


4343 74 


4343 74 
4343 73 
4343 74 
4343 73 
4343 73 


4343 73 
4343 72 
4343 73 


4343 72 


4343 73 


4343 70 


4343 72 — 


4343 71 
4343 72 
4343 72 


4343 71 
4343 71 
4343 7L 
4343 71 
4343 71 


4343 70 
4343 71 
4343 70 
4343 70 
4343 70 


4343 70 
4343 70 
4313 69 
4343 69 
4343 C9 


4343 60 
4343 69 
4343 69 
4343 69 
4343 68 


‘4343 69 


4343 68 
4343 68 
4343 68 
4343 67 


4343 68 
4343 67 
4343 68 
4343 67 
4343 67 


4343 67 


4343 66- 


4343 67 
$323 66 


log. Zang. k. 


9,0909 205 S9 


9,9999 207 48 
209 07 
210 65 


212 23 . 


215 80 


9,0999 215 37 
216 94 
218 50 
220 06 
221 62 


0,9999 223 18 
224 73 
226 28 
227 82 
229 36 


9,9909 230 01 
232 44 
233 97 
235 50 
237 03 


9,9909 258 56 
240 08 
241 60 
243 11 
244 62 


9,9999 246 13 
247 64 
240 15 
250 65 
252 14 


9,9999 253 63 
255 13 
256 61 
258 10 
259 59 


9,9999 261 07 
202 58 
264 02 
265 49 
266 95 


9,9999 268 41 
269 87 
271 33 
272 79 
274 25 


9,0909 275 70 
277 15 
278 59 
280 03 
281 47 


D. 


159 


159 
158 


158 
‘#57 


157 


152 
152 
152 
151 
151 


151 
151 
1 50° 
1 49 
149 


1 50 
14 
1 49 
1 49 
14 


1 48 


. 1 47 


1 47 
1 46 
146 


146 
1 46 
1 46 
1 46 
2 45 


1 45 
1 44 
1 44 
1 4 


k. 
4,700 


4,701. 


02 


03. 


04 
05 
4,706 
07 
03 
Qa 
10 


4.511 
12 


14 


. 


15 
4,716 


18 
19 
20 
4,2 
22 


€ 


rs 
4,726 
27 
28 
29 
30 
4.731 
32 
33 


35 


4,736 
37 
38 
39 

40 


4,741 
43 
44 
45 

4,746 


48 
49 


23 


16. Gudermann, Potenzial-Functioncn "Taf. 1, 


log. Gof, k. 


1,740 1899 94 
1,740 6242 17 
41 0584 40 
41 4926 63: 
41 9268 86 
42 3011 10 


1,742. 7953 33 
43 2205 57 
43 0037 80 
44 0980 04 
44 5322 28 


1,744 9664 52 
45 4096 4 
45 3349 04 
46 2691 25 
46 7033 50 


1,747 1375 75 
47 5715 00 
43 0060 25 
48 4402 50 
48 8744 75 


1,749 3087 01 
49 7429 27 
50 1771 53 
50 6113 79 
51 0456 05 


1,751 4708 31 
51 9140 57 
62 3482 84 
52 7825 10 
53 2167 37 


1,753 6509 6% _ 


54 0851 91 
54 5194 18 
54 9536 46 
55 3878 73 


1,755 8221 01 
56 2563 28 
$6 6905 56 
57 1247 84 


57 5590 12- 


1,757 9932 40 
58 4274 68 
58 8616 97 
59 2959 25 

© 59 7301 54 


4,760 1643 83 - 


60 5986 12 
61 0328 41 


61 4670 70. 


61 9012 99 


D. 


4342 23 
4342.23 
4342 23 
4312 23 
4342 23 


4342 23 


4342 24 
4342 24 
4342 24 

342 24 
4342 24 


4342 24 
4342 24 


4342 25 
4342 25 


4342 25 


4342 25 
4342 25 
4342 25 
4342 25 
4342 26 


4342 26 
4342 26 
4342 26 
4342 26 
4342 26 


4342 26 
4342 27 
4342 27 
4312 27 
4342 27 


4342 27 
4342 27 


4342 27° 


4342 27 
4342 ?8 


4342 28 
4342 23 
4342 28 
4342 28 
4312 28 


4342 28 - 


4342 28 
4342 29 
4342 29 
4342 29 


4342 26 
4342 29 
4342 29 
4322 29 


log. Sin, k. 


1,740 1181 44 


1,740:5528 07 
40 S868 74 
41 4212 40 
41 8556 05 
42 2899 71 


1,742 7243 37 
43 1587 02 
42 5930 67 
44 0274 33 
44 4617 97 


1,744 S961 62 
45 3303 27 
45 7648 92 


46 1902 56 


46 6336 20 


1,747 0670 84 
47 5023 48 
47 9367 12 
48 3710 76 
48 8054 40 


1,749 2393 03 
49 6741 66 
50 1085 30 
50 5428 93 
50 9772 55 


4,751 4116 18 
51 8459 $1 
52 2803 43 
52 7147 06 
53 1490 68 


4,753 5834 30 
$4 0177 92 
54 452i 54 
54 8865 16 
56 3208 77 


1,755 7552 39 
56 1896 €) 
56 6239 61 
57 0583 22 
57 4926 83 


1,757 9270 44 
88 3614 04 
58 7057 65 
$9 2301 25 
59 6644 35 


1,760 0988 45 
60 5332 05 
60 9675 65 
61 4019 25 
61 836? 54 


D. 


313 06 
4343 67 


4343 66 
4343 65 


:4343 66 


4343 66 


4343 65 . 


4343 65 
4343 66 
4343 65 
4343 65 


4343 65 
4343 65 
4343 64 
4343 64 


4343 6% 


4343 64 
4343 62 
4343 64 
4343 64 
4343 63 


4343 63 
4343 64 
4343 63 
4343 62 
4343 63 


4343 63 
4343 62 
4343 63 
4343 62 
4343 62 


4343 62 
4343 62 
4343 602 
4343 61 
4343 62 


4343 61 
4343 61 
4343 61 
4343 68 
4343 61 


4343 60 
4343 61 
4343 60 
4343 60 
4343 60 


4343 60 
4343 60 
4343 60 
4343 59 


log. Tang. X. 


0,9909 281 47 
9,0999 28% 9C 
284 34 
285 77 
257 19 
288 bi 


9,9999 290 04 
291 45 
292 87 
294 29 
295 69 


0,9699 297 10 
298 51 
299 01 
301 31 
302 70 


0,9999 304 09 


305 48 
306 87 
308 26 
309 65 


9,9990 311 02 
312 39 
313 77 
315 14 
316 50 


9,9999 517 87 
319 24 
320 60 
321 96 
323 31 


9,9999 324 56 
326 01 
327 36 
328 70 
330 OF 


9,9999 331 33 
332 72 
334 05 
335 38 
336 72 


9,9900 338 04 
339 36 
349 68 
342 00 
343 31 


9,9999 344 62 
345 93 
347 24 
348 55 
913 85 


D. 


£ 43 


‘144 


iat 
2 43 
14 
145 


44 


1 41 
1 42 
1 42 
4 40 


2 4f 
141 


.1 49 


3 40 
139 


1 39 
2 39 
1 39 
1 39 
1.37 


4 37 
1 38 
137 
i36 
137 


337 
136 
1 55 
135 
3 35 


197 


198 


69 


4,771 
32 


= 


74 
15 


4,776 | 


17 


78% 
80 . 


4,781 
84 


4,786 


87 


83 


90 


4191 
92 
93 


4,796 
G7 


4,800. 


16. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. IL. 


log. Gof, k. 


1,761 9012 99 . 


1,762 2355 29 
62 7697 59 
63 2039 88 
63 6382 18 
64 0724 48 


1,764 6066 79 ^ 


64 9409 09 
65 3751 40 
65 8093 70 
66 2436 01 


1,708 6e 32. 


67 1120 63 
67 545294 
' 67 9805 25 
68 4147 56 


1,768 8480 87 
69 2832 19 
69 7174 51 
70 1516 83 
10 $859 15. 


1,771 0201 47 
71 4543 79 
71 8886 12 
72 3228 44 
72 7570 71: 


1,773 1913 09 
^ 33 6255 42 
14 0597 75 
"74 4940 08 
74 9282 41. 


1,775 3624 75 
75 7967 08 
76 2309 42 
76 6651 75 
71 0994 09° 


1,777 5336 43 


71 9678 77° 


48 4021 11 
78 8303 45 
. 79 2105 80 


1,779 1048 14 
80 1390 49 
80 5732 84 
81 0075 19 
81 4417 5% 


2,781 8759 89 
82 3102 24 
82 7444 59 
83 1786 95 


as 2 


83 5129 32 


D, 

432 30 
4342 30 
4342 30 
4342 30 


4342 30 
4342 30 


4342 30 


4342 31 
4342 34 
4842 31 
4342 31 


4342 31 
"4342.31 
- 4342 31 


4342 31 


. 434231 


4342 32 
4342 32 
4342 32 
4342 32 
4342 32 


-4342 32 


4342 32 
4342 32 
4342 33 
4342 33 


4342 33 
4342 33 
4342 33 


4342 33 


4842 33 


4342 33 
4342 34 
4342 34 
4342.34 
4342 34 


4342 34 
4342 34 
4342 34 
4342 34 
4342 34 


4342 35 
4342 35 
4342 35 
4342 35 
4342 35 


4322 38 


4342 35 
4342 36 
4542 36 


log. Sin. ke 


1,761 8362 84 


1,702 2706 44 
62 7050 08 

- 63 1393 62 
'63 5737 21 
64.0080 80 


1,764 4424 39 
C4 8767 98 

- 65 3111 56 
65 7455 15 
66 1798 73 


1,766 6142 31 
67 0485.89 
67 4829 47 


67 9173 05. 


68 3516 62 


1,768 7860 20 
69 2203 77 
69 6547 35 
70 0890 92 


70 5234 49 


1,770_9578 06 
71 3921 62 
71 8265 19 

. 72 2608 76 
72 6952 32 


4,773 1205 88 
73 5639 44 
73 9983 00 
74 4326 56 
74 8670 12 


. 1,775 3013 68 


15 7357 23 
76 1700 79 
76 6044 34 
77 0387 89 


1,777 4731 44 
77 9074 99 


> 


78 3418 54 . 


78 7762 09 
79 2105 63 


1,779 6449 18 
‘80 0792 72 
80 5136 26 
80 9479 80 
81 3823 34 


1,781 8160 88 
82 2510 42 
82 6853 96 
63 1197 49 
$3 5541 02 


D. log. Zang. % D. 


- 4343 60 


4343 59 
4313 59 
4343 59 
4343 59 


' 4343 59 


4343 59 


. 4343 58 
:4343 59 


4343 58 
4343 58 


4343 58 
4343 58 
4343 53 


4343 57. 


4343 53 


4343 57 
4343 58 
4343 51 
4343 57 
4343 57 


4343 56 
4343 97 
4343 57 
4343 56 
4383 56 


- 4343 56 


4343 56 
4343 56 
4343 56 
4343 56 


4343 55. 
4343 56 
4343 55 
4343 55 
4343 55 


4343 55 
4343 55 
4343 55 


4343 54 


4343 55 


4333 54 
4343. 54 
4343 54 
4343 52 


4343 5t . 


4343 54 
4343 54 
4343 SS 
A343 52 


9,9099 349 85 


9,9999 351 15 
352 44 
353 74 
355 03 
356 32 


9,9999 357 60 


358 89 
360 16 
361 45 
362 72 


9,9999 363 99 
365 26 
366 53 
367. 80 
369 06 


9,9999 370 33 
|^. 37158 

' 372 84 

374 09 

375 34 


9,9999 376 59 
377 83 
379 07 
380 32 
381 55 


0,9999 382 79 
384 02 
385 25 
386 48 
387 72 


9,9999 388 93 
390 15 
391 37 
392 59 
393 80 


9,9999 395 01 
396 22 
397 43 
398 64 
399 84 


9,0900 401 04 
^ 40223 
403 42 

404 61 

405 80 


9,0900 406 99 
408 18 
409 37 
410 54 
aii 78 


22:30 


129 


° 4 30 


1 29 
1 29 


‘128 


1:29 
1:270 
129 
1 27 
1 27 


127 
1 27 
1 27 


. 1 26 


1 27 


125 
1 25 
1 25 
1 25 
1 25 


1 24 
1 24 
1 25 
1 23 
124 


193 


‚123 


123 
123 
122 


122 
122 
1272 
1 21 
121 


1 21 
121 


‘£28 


120 
320 


3 19 
1 19 
119 
1 19 
119 


i19 
1 19 
117 
117 


k. 


4,800 


4,801 
02 
03 
04 


4,806 
07 
08 
09 
10 


4,811 
12 
13 
14 
15 


4,816 
17 
18 
19 
20 


4,821 
22 

23 
24 

25 
4,826 

: 2 
28 
29 
30 


32 
33 
35 


4,856 


37 
38 
39 
49 


4,841 


43 
44 
45 


4.846 


47 


48 
49 


16. Gudermann, Polenzial- Functionen Taf. II. 


log. Gof. k. 


* 3,783 6129 31 


1,784 0471 66 
. 84 4814 02 
84 0156 38 
B5 3498 74 
65 7841 10 


1,786 2183 47 
| $6 6525 83 
87 0868 19 
87 5210 56 
87 9552 93 


1,788 (3805: 30 
88 8237 67 
89 2580 04 
89 6922 41 
90 1264 78 


1,790 5607 16 
90 9949 53 
91 4291 91 
91 8634 29 
92 2976 67 


1,792 7319 05 
93 1661 43 
63 6003 82 
04 0346 20 
94 4688 59 


1,794 9030 97 
95 3373 36 
95 7715 75 
66 2058 14 
06 6400 53 


1,797 0742 92 
97 5085 31 
97 9327 70 
98 3770 10 
98 8112 49 


1,700 2454 89 
09 0797 29 
1,300 1139 69 
00 5482 09 
.Q0 9824 49 


4,501 4166 89 
OL 8509 29 
02 2853 70 
02 7194 it 
03 1536 51 


1,903 5878 9? 


04 0221 33 - 


04 4563 74 
0€ 8906 15 
05 3248 56 


D. 


‘4342 36 


4342 36 
4342 36 
4342 36 
4342 36 
4342 36 


. 4342 36 


4342.36 
4342 37 
4342 37 
4342 37 


4342 37 
4342 37 
4342 37 
4342 37 
4342 37 


4342 33 
4342 38 
4342 33 
4342 33 
4342 38 


4342 38 
4342 35 


* 4342 39 


4342 30 
4342 39 


4342 39 
4342 39 
4342 39 
4342 39 
4342 39 


4342 30 
4312 39 
4342 39 
4342 40 
4342 40 


4342 49 
4342 40 
4342 40 
4342 40 
4342 40 


4322 4 
4342 4] 
4342 4& 
4342 40 
4342 4f 


4342 4$ 
4342 41 
4342 4$ 
4342 41 


log. Gin. k. 


1,783 5541 02 


1,783 9884 56 
84 4228 0€ 
84 8571 62 
85 2915 15 
85 7258 67 


1,786 1602 20 
86 5945 73 
87 0289 25 
87 4632 77 
87 89:6 39 


1,783 3319 82 
88 7603 34 
89 2006 86 
89 6350 37 
90 0693 89 


2,790 5037 40 
90 9380 92 
91 3724 43 
91 8067 94 
92 2411 45 


1,792 6754 96 
. 93 1098 47 
93 5441 98 
93 0785 49 
94 4128 99 


2,794 8472 50 
05 2316 00 
7159 50 

96 1503 00 
96 5846 50 


1,797 0190 00 
97 4533 50 
97 8876 99 
98 3220 49 
98.7563 9S 


1,706 1007 48 
99 6250 97 
9,800 0594 46 
00 4937 95 
00 9281 43 


1,801 3624 92 
OL 7968 41 
02 2311 89 
02: 6655 37 
03 0998 86 


1,803 5342 34 
03 9635 82 
04 4029 30 
04 8372 78 
Q5 2710 26 


D. 


4343 54 


4343 63 
4343 53 
4343 53 
4343 52 
4343 53 


4343 53 
4343 52 
4343 52 
4343 $3 
4343 52 


4343 52 
4343 52 
4343 51 
4343 52 
4343 51 


4343 51 
4343 51 
4343 51 
4343 51 
4343 51 


4343 51 
4343 51 
4343 51 
4343 50 
4343 91 


4343 50 
4343 50 


,4343 50 


4343 50 
4343 50 


4343 50 
4343 49 
4343 5G 
4343 40 


4343 50 


4343 40 
4343 49 
4343 49 
4343 48 
4343 49 


4343 49 
4343 48 
4343 48 
4343 49 
4343 48 


4343 48 
4343 48 
4345 48 
4343 48 


9,9999 411 71 


9,9999 412 90 
414 07 
415 24 
416 41 
417 57 


9,9999 418 73 
+ 419 90 

421 06 

492 21 

423 37 


9,9999 424 52 
425 61 
426 82 
427 96 
429 11 


9,9999 430 25 
431 39 
432 52 
433 05 
434 78 


9,9999 435 91 
437 04 
438 16 
439 28 
4^0 40 


0,9029 441 52 
442 G4 
,443 75 
444 86 
445 07 


9,9999 447 08 
448 19 
449 29 
450 39 
451 49 


9,9999 462 59 
453 68 
454 77 
455 86 
456 94 


9,9000 458 03 
459 12 
A60 19 
461 26 
462 35 


9,0009 455 42 


464 49 
465 56 
466 63 


467 70: 


log. Zang. rk. D. 


1 19 


117. 


4 17 
1 17 
1 16 
i 16 


4 17, 


i 16 
1 15 
1 16 


1 15 


4 15 
115 
114 
115 
414 


2 14 
113 
a 13 
113 
$13 


13 
112 


2112 
212 
& 12 


212 
Git 
a 51 
i ii 
a ti 


3 St 
4 10 
£ 10 
4 iG 
2 16 


$ 09 
1 09 
i 09 
1 08 
1 09 


4 09 
107 
107 
1 09 
1 07 


207 
407 
a 07 
& 07 


199 


200 16, Gudermann, Potenzial - Functionen Taf. IL, - 

É. log. Gof. % D. log. Gin. X. D. Jog. Tang.# D, 
4,550 1,05 334856 4342 41 2,505 271696 — 4313 47 9,9099 467 7 1 05 
4,851 1,805 7500 07 4342 Al 1,805 7050 73 4343 48 0,0000 468 76 106 

52 06 1933 39 4342 AR CS 1403 21 4343 48 469 82 à 07 

53 06 6275 80 4342 42 06 5746 69 434347, 470 B9 105 

54 07 0018 22 4342 42 07 6200 36 4343 47 471 94 105 

55 07 4960 64 4342-41 07 4433 63 4343 47 47299 £06 
4,356 2,807 9303 05 4342 42 1,807 8777 10 4313 47 0,9909 474 05 1 05 

57 09 3645 47 4342 72 09 3120 57 4343 47 47510 — 105 

53 03 7087 89 4342 42 08 7464 04 4343 47 47615 105 

59 09233031 4342 42 091807 51 4334347 47720 — 105 

60 09 6672 74 4342 42 09 6150 98 &343 ^5 478 24 105 
4,861 3,810 1015 16 4342 42 1,810 0404 44 4343 47 9,0099 470 28 104 

62 10 5357 58 4342 43 10 4937 O1 4343 46 480 32 102 

63 10 9700 0i 4342 43 10 9181 57 4313 46 481 36 10% 

64 11 4042 44 4342 43 $1 3524 83 4343 47 482 40 10% 

65 21 8381 86 4342 43 11 7568 30 4343 46 485 44 103 
4,866 1,812 2727 29 4342 43 1,812 2211 76 4343 46 9,9999 484 47 103 

67 12 7060 72 4342 43 12 6555 22 4343 46 485 50 103 

68 13 1412 15 4342 43 13 0898 68 4343 45 486 53 102 

69 13 5754 59 4342 43 13 5242 13 4343 46 487 55 102 

70 44 0097 02 4342 43 43 9585 59 4343 46 ASS 57 i02 

4,871 1,814 4439 45 4342 44 4,814 3929 05 4343 45 9,9999 489 59 — 102 
12 i4 8781 89 4342 44 14 8272 50 4343 46 490 61 2 02 
73 15 3124 32 4342 44 15 2615 06 4343 45 491 63 1 92 

4 45 7466 76 4342 44 15 6059 41 4343 45 492 65 101 
73 16 1809 20 4342 44 36 1302 86 4343 45 493 06 101 

4,876 $,816 6151 64 4342 44 1,816 5646 31 4343 45 9,0909 404 67 t. 01 
12 17 0494 03 4342 44 15 9089 76 4343 46 495 68 1 0L 
78 37 4836 52 4342 44 17 4333 ?1 4343 45 496 69 101 
79 17 9178 V6 4342 1 17 8676 06 4343 44 497 70 100 
80 18 3321 40 4342 44 18 3020 10 1343 44 498 70 1 00 

4,88 1,818 7363 35 4342 45 3,518 7303 55 4343 45 9,9999 499 70 100 
ao 19 2206 29 4342 45 49 1706 99 A343 44 500 70 0 99 
93 19 6548 74 4342 45 19 6050 43 4343 45 50169 100 
84 20 0391 19 4342 44 20 0393 88 4343 44 502 69 1 00 
35 20 £233 63 4342 45 20 4737 32 4343 44 503 69 0 99 

4,828 1,820 9276 03 4342 45 1,820 9080 76 4343 44 9,9099 504 68 0 09 
8T 21 3918 53 4342 45 21 3421 20 4343 44 605 67 0 99 

85 21 3260 98 4342 45 21 7767 64 4343 44 506 66 0 98 

89 22 2603 44 4349 45 22911108 ^ — 4223 43 507 64 0 98 

90 22 6945 89 4342 45 22 6454 51 4393 44 508 62 0 9s 
4,891 1,023 1288 34 4342 45 4,823 0797 95 4343 43 9,9999 50060 098 

92 23 5630 80 434? 46 23 5141 38 4343 44 510 58 0 98 

93 23 9973 25 4342 46 23 0484 82 4343 43 511 56 0 98 

94. 24 &3i9 7L 4342 46 24 3828 25 4343 43 512 54 0.97 

95 24 8658 17 4342 46 24 8171 68 4343 43 513 81 0 97 
4,396 1,825 3000 63 4342 46 1,825 2515 11 4343 43 9,0000 51448 — 097 

97 25 7342 09 4342 46 25 6858 54 4343 43 515 45 0 97 

98 26 1685 55 4342 46 96 1201 07 | — 4343 43 $16 42 0 97 

99 26 6008 01 4312 46 26 5545 40 4343 43 $17 39 097 
4,900 27 0370 47 36 9883 83 518 36 


23 
4,900 


4,901 
02 
03 
04 
05. 


4,906 
07 
08 
09 


10. 


4,914 
12 


13 


15 


4,916 
47 
18 
19 
20 


4,021 
2 


23 
24 


9 


Ld 


4,926 


4,946 
47 
48 
49 
50 


16. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. II. 


log. Gof, x. 


1,827 0370 47 
4,327 4712 ot 
27 9055 49 
28 3397 87 
28 7740 34 
29 2082 80 


1,829 6425 27 
30 0767 74 
30 5110 21 
30 9452 63 
31 3795 16 


1,831 8137 63 
32 2480 10 
32 6822 58 
33 1165 05 
33 5507 53 


1,833 9850 01 
34 4192 49 
34 8534 97 
35 2877 45 
35 7219 93 


1,836 1562 41 
36 5904 89 
27 0247 38 
37 4589 87 
37 8932 35 


1,838 3274 84 
38 7617 33 
39 1959 82 
39 5302 31 
40 0644 80 


1,840 4987 29 
40 9329 78 
41 3672 28 
AL 8014 77 
42 2357 27 


3,842 6609 76 
43 i042 2 
43 5384 76 
43 9727 2 

44 4069 75 


1,844 8412 25 
45 2754 76 
45 7097 26 
46 1439 76 
46 5782 27 


1,947 0124 77 
47 4167 28 
47 8809 79 
48 3152 29 
48 7404 80 


D, . 
4342 46 


4342 46 
4342 47 
4342 47 
4342 46 
4342 47 


4342 47 
4342 47 
4342 47 
4342 48 
4342 47 


4342 47 
4342 48 
4342 47 
4342 48 
4342 48 


4342 48 
4342 48 
4342 48 
4342 48 
4342 48 


4342 48 
4342 49 
4342 49 
4342 48 


‘ 4342 49 


4342 40 
4342 49 
4342 40 
4342 49 
4342 49 


4342 49 
4342 50 
434z 49 
4342 50 
4342 49 


4342 50 
4342 50 
4342 50 
4342 50 
4242 50 


A342 52 
4342 50 
4342 50 
4342 61 
4342 50 


4342 $1 
4342 51 
4342 50 


14332 53 


Creile’s Journal d. M. Bd. IX, dft. 2. 


log. Gin. k. 


1,826 9888 83 


1,827 4232 25 
27 8575 68 
28 2919 10 
28 7262 52 
29 1605 94 


11,820 5949 36 
30 0292 78 
30 4636 20 
30 8979 62 
31 3323 04 


1,831 7666 45 
32 2000 87 
32 6353 29 
33 0696 70 
33 5040 11 


1,833 9383 52 
34 3726 94 
34 5070 35 
35 2413 76 
35 6757 17 


1,836 1100 57 
36 5443 98 
36 9787 38 
37 1130 79 
37 8474 19 


1,838 2817 59 
38 7160 99 
39 1504 40 
39 5847 SU 
40 0191 19 


1,830 4534 59 
40 8877 99 
41 3221 39 
4i 7564 78 
42 1008 18 


4,842 6251 57 
43 0594 96 
43 4938 35 
43 9281 75 
44 3625 14 


1,844 7968 53 
45 2311 01 
45 0655 30 
46 0998 69 
46 5342 07 


1,940 9635 46 
47 4028 84 


47 8572 22 


48 2715 60 
48 1058 99 


D. 


4343 42 


4343 43 
4343 42 
4343 42 
4343 42 
4343 42 


4343 42 
4343 42 
4343 42 
4343 42 
4343 41 


4343 42 
4343 42 
4343 41 
4343 41 
4343 42 


4343 41 
4343 41 
4343 41 
4343 AL 
4353 41 


4343 42 
4343 41 
4343 41 
4543 40 
4343 40 


4343 40 
4345 41 
4243 40 
4343 39 
4343 40 


4343 40 
4343 40 
4343 39 
4343 40 
4343 39 


4343 39 
4343 39 
4343 40 
4343 39 
4343 39 


4342 38 
4345 39 
4343 29 
4343 33 
4343 39 


4343 33 
4343 33 
4343 38 
4343 39 


9,9999 518 36 


b,9999 519 32 
520 28 
521 23 
522 18 
523 14 


9,0999 524 09 
525 04 
525 99 
526 94 
527 88 


9,9999 528 82 
529 77 
530 71 
531 65 
$32 58 


19,9099 533 52 
534 45 
534 38 
536 31 
537 24 


9,9999 538 16 
539 09 
540 00 
540 92 
541 94 


6,9999 542 75 
543 66 

544 58 

| 545 49 

546 39 


9,9909 547 30 
548 21 
549 11 
550 02 
550 91 


9,9999 551 81 
552 70 


9,0009 560 69 
561 56 
562 43 
563 33 
564 19 


log. Xang. x D, 


9 96 


0 96 
0 95 
9 95 
0 96 
9 95 


0 95 
0 95 
Q 95 
0 94 


094 


0 95 
0 94 
0 94 
Q 93 
1 94 


0 93. 
0 93 
0 93 
0 93 
0 9x 


0 93 
0 91 
90 92 
0 92 
D 92 


6 92 
0 92 
0 91 
0 90 
90.91 


0 91 
0 90 
0 90 
0 90 
0 90 


0 80 


"039 


6.30 
0.90 
089 


08 
0 :8 
14 80 
0 88 
0 38 


0 37 
0 37 
0 88 


0 S8 


201 


292 


Ke 


4,950 
4,051 
52 
53 
5d 


55 


4,9565 
87 
38 
59 


80 


4,964 
62 
53 


GR 


13 


25 
4,055 


ri 


". 
+ 


^4 82 
QU 


4,9% 


ang mi WE 94 


D. tee Qe to 


i 
ce) 

4 —4 

N wt à 
- "à ed 


D i as 
E Oe 


084 


84 
" 85 


4,986 
7 


88 
S3 
90 


4,991 
92 
93 
94 
95 


4,996 
97 
98 
99 
3,600 


log. Gof. k. 


1,848 7404 S0 


1,849 1837 31 
49 6179 52 
50 052% 33 
50 466% 8% 
50 9207 36 


1.851 3549 87 
$1 7092 38 
52 2234 M 
52 6577 42 
$3 0919 93 


2,953 5262 45 
53 9604 97 
54 3947 49 
54 8290 01 
55 2632 53 


$,855 6075 05 
56 1217 58 
56 5660 10 
57 0002.63 
57 4345 15 


1,857 2637 68 
$8 3030 21 
58 7372 73 
50 1715 26 
39 6057 79 


1.260 0400 32 
00 4742 85 
90 9085 39 
61 3427 92 
61 7770 45 


1,862 2912 99 
62 6455 52 
63 0708 06 
63 5140 60 
63 9483 14 


1,862 3825 68 
64 8168 22 
65 2510 76 
65 6853 30 
66 1105 84 


1,866 5538 38 
66 9880 93- 
74223 47 

67 8566 02 
58 2908 56 


868 7251 11 
69 1503 66 
69 6936 20 
70 0278 75 
70 4621 30 


D. 


4542 52 


4342 51 
4347 5i 
4342 5k 
4342 52 
4342 51 


4242 51 
4342 52 
4342 52 
4342 51 
4342 52 


434? 52 
4342 52 
4342 52 
4349. 52 
4342 52 


4342 53 
4342 52 
4342 53 
4342 52 
4342 53 


4322 53 
4342 52 
4342 $3 
4342 53 
4342 53 


$342 53 
4342 5% 
4342 53 
4342 53 
4342 54 


4342 53 
4342 54 
4347 4 
4342 54 
4342 54 


4342 54 
4342 54 
4342 54 
4342 54 
4342 54 


4342 55 
4342 54 
4312 55 
4342 54 
4342 55 


4342 56 
4312 54 
4342 54 
S342 $5 





1,848 7058 09 


4,849 1492 37 
49 3745 74 
50 0089 12 
50 4432 50 
50 8775 88 


1,851 3119 25 
5i 7462 63 
52 1S06 (0 
52 6140 38 
53 0492 7C 


1,853 4836 12 
53 0179 49 
54 3522 86 
54 7866 23 
35 2209 60 


£,455 6552 96 
56 0896 33 
56 5239 69 
56 9533 06 
57 3926 42 


1,857 8209 79 
58 2613 15 
53 6956 51 
59 1299 37 
59 5643 23 


1,859 098: 59 
69 4320 95 
60 8673 31 
81 3016 66 
61 7360 02 


3,862 1703 38 
62 8046 73 
63 0390 08 
63 4733 44 
63 9076 79 


1,864 3420 14 
64 7763 49 
65 2106 84 
65 0450 18 
66 0793 53 


1,866 5136 88 
66 9480 22 
67 3823 57 

' 67 8156 91 
68 2510 26 


4868 6853 60 
69 1196 94 
69 5640 28 
989 9383 62 
39 4226 96 


D 


4345 38 


4343 37 


4343 38 
1343 38 
4343 33 
4343 37 


4343 38 
4343 37 
4343 38 
4343 38 
4323 


we 
ns 


A343 37 
4343 37 
4343 37 
4345 37 
4343 36 


233 3; 
4343 30 
4343 27 
4343 36 
4343 37 


4343 3h 
4343 26 
4343 36 
4343 36 
4345 36 


1343 36 
4343 36 
4343 35 
4343 365 
4313 36 


3343 35 
4343 35 
4343 26 
4343 35 
4543 35 


4343 35 
4343 35 
4343 34 
4365 35 
4343 35 


4343 34 
4343 35 
4343 34 
4343 35 
4343 25 


1343 34 
4343 34 
4343 34 
$343 38 


log. Tang. k. 


9,9999 564 10 
3,9999 585 06 
565 92 
556 79 
567 66 
508 52 


9,9999 569 38 


9,9999 573 6 


cx 


€x 
<ı St 
m 
EE 
LS] 


3,9999 


ano 
Ss à 
> 
at 
[^1] 


= er 
Ox 
wn 
© 


3,9998 382 13 
582 94 
583 78 
584 61 
585 44 


9,9999 556 27 
587 10 
587 92 
88 
39 


en en 


4 
7 


ne. 


9,9999 590 39 
591 21 
592 02 
592 81 
593 65 


9,9990 594 46 
30r 27 
296 08 
596 88 
697 69 


0,9900 598 50 
' 899 30 
600 10 

600 90 

501 70 


9,9999 an? 16 
905 Le 
304. 08 
50€ 87 
906 66 


D. 


0 87 


0 36 
0 87 
0 87 
3 86 
(^ 86 


€ 87 


-{ 88 


966 
0 86 
e 55 


0 55 
0 55 
0 85 
0 85 
0 84 


60 85 
054 
e 84 
9.54 
f) 34 


053 
0 34 
0 53 
1 8S3 
0 83 


0 83 
4) $2 
0 82 
0 $3 
082 


082 
0 8t 
0 57 
U 81 
9 SE 


0 BL 
g Sí 
0 80 
9 81 
0 81 


0 36 
0 80 
0 sa 
f) 80 
079 


) 79 
0 80 
0 79 
0 39 


Kk. 


5,00 
5,01 
02 
03 


93 


5,06 
07 
08 


09 
10 


5,14 
13 
14 
15 


5,19 


ay 
4A 


18 


49 
on 

w 

5. Di 
32 
Led 
23 
24 


un nn 
aid 


16. - Gudermann, Poterzial- Functionen Taf. 1I, 


log. Gof. x 
(870 4521 305 


1,874 3046 818 
1,870 1472 469 
1,883 4808 166 
1,887 8323 938 
1,892 1749 732 


1,806 5175 G98 
TR 

h OUO Soy 633 

4,905 2027 738 

1,909 5453 $59 

3,013 3880 046 


1,018 2306 298 
1,922 5732 613 
1,026 9158 990 
4,031 2585 428 
1,935 6013 926 


1,039 0138 492 
i44 9855 095 
1,048 6291 76% 
3,052 9718 499 


1,957 3143 267 


2,96: 6572 008 
1,005 0094 JBL 
2,970 3225 915 
1.974 6852 802 


1,979 0279 93& 


1,083 3707 Gf& 
9,087 7134 138 
2,992 0561 341 
1,906 2988 530 
2,006 7415 792 


2,005 0843 027 
7,009 4270 445 
2.013 7697 835 
2,018 1125 205 


2,02: 4552 736 


2,026 7980 248 
2,035 1407 793 
2.035 4835 378 
2,030 2263 008 
2,014 1690 659 


2,048 5118 353 
2.052 3546 1182 
2,957 1973 346 
f.001 5401 64X. 
2,008 3829 470 





2,070 2257 336 
2,07% 5585 223 
2,073 9113 146 
2,083 2544 90 
2,097 5908 092 


D. 


43425 545 

43425 623 
25 607 
25 77 


25 $44 


= € > 
25 516 


3425 988 
26 055 
26 121 
26 187 
26 252 


43420 315 
26 377 
26 438 


26 408 _ 


20 556 


43426 613 
26 669 
26 725 
26 778 
26 834 


43496 897 
26 934 
25 984 
27 032 


27 OSG 


45327 127 
27 273 
27 219 
27 262 
27 305 


43427 248 
27 390 
27 430 

21 ATL 
27 509 


43427 548 
27 585 
27 623 
27 658 
27 694 


43427 720 
27 703 
27 796 
91 829 
27 860 


43407 808 
"97 923 
27 553 


27 963 


log. Gin, X. 


1,879 4226 995 


1,874 7600 317 
1,879 1003 593 


1,883 4526 792 : 


1,887 7059 917 
1,892 1392 979 


1,806 4525 OBE 
1,900 8258 862 
1,905 1601 704 
1,909 5124 430 
1,913 8557 190 


1,918 1989 834 
1,922 5422 414 
1,926 8854 935 
1,931 2287 303 
1,005 5719 792 


1,939 0152 133 
1,944 2584 416 
3,048 9016 643 
1,952 0448 815 
1,057 2880 034 


1,06: 6312 999 
1,065 2745 013 
1,970 3176 975 
1,974 6608 388 
4,979 0040 762 


1,983 3472 569 
1,087 699% 333 
1,097 0336 06i 
1,996 3767 740 
2,000 7199 374 


2,005 0630 968 
2,009 4062 514 
2,013 7492 021 
2,013 0925 487 
2,022 4356 913 


2,026 7788 300 
2,031 1210 648 
2,035 4650 959 
2,039 8052 233 
2,044 15i3 471 


‚2,018 4944 674 


2,05? 8275 842 
2,057 1806 975 
2,00? 528% 076 
2,06" 8659 143 


2,070 2100 179 
2,074 5531 183 
2,078 $92 355 
2,083 2303 099 
2,027 5825 Gad 


D. 


43433 352 


43433 276 
33 199 
33 125 
33 053 
32 961 


43432 91? 
32 842 
32 776 
32 709 
32 045 


43432 584 
32 520 
32 458 
32 399 
22 341 


43432 283 
32 227 
32 172 
32 116 
32 065 


42422 OH 
32 962 
22 913 
32 8p 
32 817 


43432 769 
au 7213 
31 679 
31 634 
34 591 


43431 BER 
31 507 
31 466 
31 426 
31 357 


43431 348 
31 311 
31 274 
34 238 
3t 203 


43451 168 
31 133 
31 101 
31 06? 
31 086 


43435 002 
20 273 
30 i3 
36 974 


log. Zang. X. 


9,9999 605 662 
9,9999 613 469 
621 124 
628 626 
635 079 
643 198 


9,9999 650 253 
657 179 
663 966 
670 621 
677 143 


9,0999 683 536 
€89 802 
695 945 
701 965 
707 866 


0,9909 712 551 
719 321 
724 879 
730 326 
735 607 


0,0900 740 991 
746 032 
75i 060 
755 989 
760 821 


9,0039 765 558 
770 200 
774 750 
779 210 
783 587 


9,909 78" 868 
79% 060 

| 206 186 

$00 222 

804 177 


9,0999 808 055 
SLL 855 
815 581 
$19 232 
822 812 


9,9999 826 321 
820 760 
833 130 
836 435 
839 673 


9,0998 84: 849 
$45 969 
849 010 

857 000 

854 931 


26% 


Yt 


« 


7 80 
? 653 
7 502 
7 353 
4 209 
7 065 


6 925 
6 787 
6 655 
6 522 


6 303 


6 266 
6 143 
6 020 
5 901 
5 785 


67 


4 201 
+ 117 
4 O36 
3 955 
3 878 


39 
3 726 
3 651 
3 580 
3 509 


3 430 
3 570 
3 308 
3 236 
3 176 


311 
3 ed 
2 990 
2 93! 


204 


k. 
5.50 
5.51 

52 
53 
54 
5 


5.56 


38 
39 


5,61 


62 
63 


65 
5,66 


5,86 


88 
89 
90 


5,91 
92 


93 


4,96 
97 
93 
09 

6,00 


16. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. IL. 


log. (Sof. ke 


2,087 500 082 


2,003 9397 094 
006 2825 134 
2,100 6253 203 
2,104 9631 293 
2.109 3109 421 


2,113 6537 569 
2,117 9965 745 
2,122 3393 043 
2,126 6822 167 
2,131 0250 416 


2,135 3678 628 
2,139 7106 084 
2,144 0535 302 
2,148 3963 643 
2,152 7392 006 


2,157 0620 390 
2,101 4248 795 
2,165 7677 221 
2,170 1105 667 


. 2,174 4534 133 


2,178 7002 618 
2,183 1391 123 
2,187 4810 646 
2,101 8248 188 
2,196 1676 747 


2,200 5105 324 
2,204 3533 918 
2,209 1062 530 
2,213 5501 157 
2,217 8810 SUL 


2,222 2248 461 
2,226 5677 137 
2,230 9105 528 
2,235 2534 534 
2,239 5963 254 


2,243 039! 989 
2,248 2820 738 
2,252 0210 501 
2,256 9678 278 
2,261 3107 068. 


2,265 6535 870 
2.269 9964 686 
2,274 3303 514 
2,278 6822 355 
2,283 0251 207 


2,287 3680 071 
2,291 7108 947 
2,206 0537 834 
2,300 3966 732 
2,304 7395 642 


D. 


43428 012 
43428 040. . 


28 069: 
28.095 


28 123 
28 148 


43428 176 
28 198 
28 224 
28 249 
28 272 


43428 206 
28 318 
28 341 

‘28 363 
28 384 


43428 405° 


28 426 
_28 446 
28 466 
28 485 


43428 505 
28 523 
28 542 
28 559 
28 577 


3428 594 
28 612 
28 627 
28 644 


28 660: 


43428 676 
- 28 601 
28 705 
28 720 
28 735 


43428 749 
28 753 
28.771 
28 790 
28 802 


43428 SiS 
28 828 
28 Sti 
28 852 
28 864 


43428 876 
28 887 
28 39S 
28 910 


: log. Gin. k, 


2,087 5824 013 


2,091 9254 897 

2,096 2685 754 

2,100 6116 582 

2,104 9547 383 

2,109 2978 157 
it 


2,113 6408 Jor 
2,117. 9839 627 
2,122 3270 323 
2,126 6700 995 
, 2,131 0131 643 


2,135 3562 267 
2,139 6992 868 
2,144 0423 446 
2,148 3854 002 
2,152 728% 536 
2,157 0715 048 


2,164 4145 559 


2,165 7576 010 


2,170 1006 460 
2,174 4436 890 


2,178 7867 301 
2,183 1207 693 
2,187 4728 066 
2,191 8158 421 
2,106 1588 758 


. 2,200 5019 078. 


2,204 8449 380 
2,209 1879 665 
2,213 5309 933 


2,217 8740 186 


2,222 2170 422 
2,226 5600 643 
2,230 9030 849 


2,235 240i 039 . 


2,239 5801 215 


2,243 9321 376 


2,248 2751 524 
2,252 6181 657 
2,256 0611 777 

, 2,26173041. 884 


2,265 6471 977 
2,269 9902 58 
2,274 3332 126 
2,278 6762 182 
2,283 0192 226 


2,287 3622 258 
a 204 7052 279 
2,296 0482 288 
2,300 3912 286 
2,304 7342 274 


D. 


. 43430 884 


43430 857 
30 828 
30 80L 
30 774 
30 747 


43430 723 | 


30 696 
30 672 
30 648 
30 624 


43130 601 
$0 578 
30 556 
30 534 
30 512 


43430 401 
30 471 
30 450 
30 430 
30 411 


43430. 392 
30 373 
30.355 
:30 337 
30 320 


43430 302 
30 285 
30 269 
30 253 
30 236 


43450 921 
30 206 
30 190 
30 176 
30 160 


43430 149 
30 133 
30 120 
30 107 
30 093 


43430 081 
30 068 
30 056 
30 044 
30 032 


43430 021 
30 009 
.29. 998 


log. Sang. . D. 


0,9999 854 931 
9,9999 857 803 
860 620 
863 379 
866 085 
868 736 


9,9999 871 335 


873 882 


876 380 
878 828 
881 227 


9,9999 853 570 
835 234 
$88 144 
890 350 
892 530 


9,9999 894 558 
806 744 


898 789° 


900 793 
902 757 


9,0990 904 683 
906 570 
908 429 
910 233 
612 OLE 


9,9999 21% 754 
915 462 
917 135 
918 776 
920 385 


0,999 921 961 
923 506 
925 02i 


926 505- 


927 961 


9,9900 929 387 
930 786 
932 156 
933 499 
934 816 


9,9909 936 107 
937 372 
938 612 
939 827 
941 019 


9,9999 949 187 
943 531 
944 454 
945 554 
946 632 


2 372 
2817 
2 759 
2 706 
2 651 
2 599 


2 547 
2 498 
2 446 
2 399 
2 352 


2 305 
2 260 
2 21% 


am 


2 128 


2 086 
2 045 
2 004 
1 264 
1 926 


1 887 
1 850 
8:3 


1 
1.778 
i 


BA pe m m ba 
T 
= 


545 
ols 
485 
456 
426 


f De ja fe jet 


399 
370 


i je 


1317 


1 291 


1 265 


| 240 


1 215: 
i 192 
1 i08 


1 143 
1 122 
11% 
1 078 


K. 


6,00 
6,01 
02 
03 
04 
05 


6,06 
07 


10 
6,11 


12 
43 
14 
15 
6,16 
27 
18 
i9 
20 
6,21 
"25 


2? 
23 


24 
25 


6.26 
21 
28 
29 
30 

6,31 
32 

33 

34 

35 


6,36 
37 


38. 


39 
40 


6.41 
42 
43 


6,46 


47 


48 
49 
80 


16. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf, LI. 


log. Gof, ke 


2,304 7395 642 


2,309 0824 561 
2,313 4253 492 
2,317 7682 432 
2,322 1111 383 
2,326 4540 343 


2,330 7069 313 
2,335 1398 203 
2,339 4827 282 
2,343 8256 280 
2,348 1685 287 


2,222 5114 302 
2,356 8543 326 
2,261 1972 359 
2,365 5401 400 
2,300 8830 448 


2,374. 2259 505 
2,378 5688 570 
2,382 9117 642 
2,337 2546 721 
2,391 5975 S08 


2,395 9404 902 
2,400 2834 003 
2,402 6263 11K 
2,408 9692 226 
2,413 2121 347 


2,417 6550 475 


2,421 9979 609 - 


2,426 3408 749 
2,430 6837 895 
2,433 0267 048 


2,439 3696 206 
2,443 7125 370 
2,448 0554 539 
2,452 3983 714 
2,456 7412 895 


2,501 0842 981 


.2,465 4271 272 


2,469 7600 468 
.2,474 1129 669 
2,478 4558 875 


2,482 7988 086 
0,487 1417 301 
2,491 4846 521 


2,495 8275 746 


2,500 1704 975 


2,504 5134 208 
2,508 8563 446 
2,513 1992 688 
2,517 5411 934 
2,521 8851 184 


D. 


43423 919 


43428 931 
23 910 
28 951 
28 960 
‘28 970 


43428 980 
28 989 
28 993 
29 007 


29 015 ' 


43429 024 
29 033 
29 041 
29 048 
29 057 


43429 065 
29 072 
29 079 
29 087 

‘29 094 


43429 101. 


29 108 
29 i15 
29 121 
29 128 


43429 134 


29 140 


29 146 
29 153 
29 158 


43429 16% 
29 169 
29 175 
29 181 
29 186 


43429 191 
29 196 
29 201 
29 206 
29 ?11 


43420 215 
29 221 
29.225 
29 229 
29 233 


43429 238 
29 242 
29 246 
29 250 


log. Gin, k. 


2,304 7342 274 


2,309 0772 250 
2,313 4202 216 
2,217 7632 172 
2,322 1062 118 
2,326 4492 054 


2,330 7921 980 
2,335 1351 897 
2,339 4781 805 
2,343 8211 703 . 
2,345 1641 593 


2,352 5071 473 


. 2,356 8501 345 


2,361 1931 200 
2,365 5361 065 
2,360 8790 912 


2,374 2220 752 
2,378 5650 584 
2,382 9080 408 
2,387 2510 225 
2,391 5940 035 


2,395 9369 837 
2,400 2799 632 
2,404 6229 421 
2,408 9659 203 
2,413 3088 978 


2,417 6518 746 
2,421 9918 509 
2,426 3378 265 
2,430 6808 015 
2,435 0237 759 


2,439 3667 497 
2,443 7097 229 
2,448 0526 956 
2,452 3956 678 
2,456 7386 393 


. 2,461 0816 104 


2,465 4245 809 
2,469 7675 510 
2,474 1105 205 
2,478 4534 895 


2,482 7964 581 
2,487 1394 262 
2,491 4823 938 
2,495 8253 610 
2,500 1683 277 


2,504 5112 940 


2,508 $542 599 
. 2,513 1972 254 


2,517 5401 904 
2,521 8831 551 


D, 


43429 976 


13129 966 
29 956 
29 948 
29 936 
29 926 


43129 917 
29 908 
23 893 
29 890 
29 830 


43429 572 
29 864 
29 856 
29 847 
29 840 


43429 832 
29 824 
29 817 
28 810 
29 302 


129 795 
29 789 
29 


29 


43429 763 
29 756 
29 750 
29 744 
29 738 


43129 732 
29 727 
29 722 
29 715 
29 711 


43420 705 
29 TOR 
26 693 
29 690 
29 686 


43420 681 
29 676 
29 672 
29 667 
29 663 


43120 650 
29 655 
29 650 
29 617 


log. Tang. E. 


9,990999 40 632 


9,99999 47 689 
48 724 
49 740 
$6 735 
si 711 


4,99999 52 667 
53 604 
£4 523 
$5 423 
$6 306 


.0,90999 57 17. 


68 019 
63 859 
59 665 
ec 464 


6,99999 61 247 
62 014 
62 760 
63 504 
61 227 


9,99999 64 935 
65 629 
6E 310 
66 977 
67 631 


9,0009 G3 271 
68 900 
69 516 
70 120 
70 711 


9,99999 71 201 
^ 71859 
72 417 

72 964 

73 498 


5,06909 74 023 
74 537 
75 012 
75 536 
76 020 


9,99999 76 495 
76 961 
77 417 
7: 864 
78 302 


2,90090 78 732 
79 153 
79 566 
79 790 
80 307 


D. 


2057 
1035 
X O16 
0 99S 
0 976 
0 956 


|: 0 937 


0.919 
0 a» 
0 883 


: 9 S05. 


0:848: 
0 831. 


9 515 
0 793 


0:783 - 


0 767 
Q 752 
0 738 
9 723 
9 709 


9 694 
6 681 
0 667 
9 654 
0 640 


0 629 
9 616 
0 60% 
1) 591 
6 580 


6 568 
0 553 
© 547 
0 53€ 
9 525 


e 514 


9 505: 


6 494 
60 484 
9 475 


0 466 
0 436 


0 447° 


0 438 
G 430 


0 221 
0 413 
0 402 
G 397 


205 


20€ 


" 


K. 
6. ‚RO 


in XM Run i 
WARD dace 


6, 56 


58 
59 
56 


6,61 
62 
3 
GA 
65 


$,65 
67 
68 
69 
70 


its 
5,71 
iP] 
4x 


73 
74 
vi 


0,76 
77 
T8 


ke à 
; 


80 


as 34 


16. 


log. Gef, X. 


2.621 8853 184 


1,526 2280 437 
2,530 5709 695 
‘2,534 9138 056 
2,539 2568 222 
2,543 5997 490 


2,547 9426 263 


2,552 2856 038 . 


2,556 6285 318 
2,560 9744 600 
1,565 3143 886 


2,569 6573 175 
2,574 0002 467 
2,578 3431 763 
2,582 6861 061 
2,587 0290 36? 


2,591 3719 566 
2,595 7148 973 
2,600 0578 283 
2,604 AU07 596 
2,008 7436 913 


2,513 0866 220 
2,617 4205 540 
2,021 7724 872 
2,626 1154 198 
2,030 4583 526 


2,634 8012 956 
2,639 1442 180 
2,643 4871 524 
5,047 8200 861 
2,052 1730 200 


2,686 5150 542 
2,660 8588 385 
2,605 2018 254 
2,609 5447 570 
2,675 8876 928 


' 2,678 2305 280 


2,682 5735.634 
2,086 9164 989 
2,0901 2594 346 
2,693 6022 706 


2,609 9453 065 
2,704 2882 429 
2,708 6311 795 


2,712 9741 159 


2,747 3170 527 


2,731 6599 806 
2,756 0029 287 
2,730 3458 639 
2,734 6888 012 
2,739 0317 388 


D. 


434?h 253 
43€29 858 | 


29 261 
^e 266 
29 268 
39 273 


43429 275 
29r 236 
29, 382 
29 286 
28 280 


43430 202 
?8 296 
28 498 
29 301 
29 304 


42420 307 
29. 310 
29. 313 
29 315 
29 s18 


$3429 320 
29 323 
29 326 
29 328 
26 330 


43420 333 
29 335 
29 337 
20 339 
23 342 


43429 343 
29 346 
29 348 
29 349 
29. 352 


43420 354 
26 355 
20 354 
23 360 
29 360 
43429 352 
2G 364 
29 366 
26 358 


29'369 


42429 378 
29 372 
29 374 
29 375 


log. Sin. k. 


2,521 8231 551 


: 9,526 2261 393 
2,530 5600 832 
2,534 9120 467 
2,539 2250 008 
2,543 5079 726 


2,547 0400 350 
2,552 2838 970 


: *.2,956 6268 588 


2,560. 9693 20% 
2,565 3127 812 


2,509 6557 419 
2,573 9987 023 
2,578 3416 625 
2,582 6846 278 
2,587 0275 818 


^ 95,01 3705 410 


2,595 7134 099 
2,600 0864 536 
2,604 3994 169 
2,003 7425 751 


2,613 0853 329 
2,617 498% 005 
2,021 1712 478 
2,026 1142 049 
2,030 4871 018 


2,34, 8001 184 
9,639 1439 748 
2,643 4850 309 
2,047 8289 868 
2,052 1719 425 


2,656 5148.980 
2,060 8579 353 
2,605 2008 084 
2.669-5437 882 
2,673 8387 178 


2,578 2206 728 
‘2,682 5126 287 
?.680 0155 807 
2,601 2585 347 


"5,605 6014 S84 


2,699 9244 479 
2,704 2873 053 
2,708 6303 485 
2,712 3733 016 
2,717 31627 545 


2,721 6592 072 
2,726 0021 597 
2,730 3451 121 
2,734 6880 644 
2,739 0310 165 


D. 
43120 642 


43429 639 
29 635 
20 631 
29 628 
20 624 


43420 620 
29 618 
20 613 
29 611 
29 607 


43429 604 
20 602 


29 598: 


29 595 
29 592 


43425 589 
29 587 
29 533 
29 582 
24 578 


434529 556 
29 573 
"29 571 
29 569 

29 506 


43429 564 
29 50k 
29 559 
29 557 
29 555 


43420 583: 


29 53i 
29 548 
29.547 
29 545 


43499 513 
29 543 
20 540 
20 537 
29 535 


45279 534 
29 532 
23 53k 
29 529 
5 527 


43429 525 
20 524 
26 523 
29 $21 


Gudermann, Potenzial - Functionen Taf. IE. 


leg. Zang. Kk. 


9,900999 80 367 


9,99999 80 756 
$1 137 
81 511 
81 876 
82 236 


-9,99999 82 587 
82 902 
83 270 
$3 GOL 


83 926. 


9,00909 84 244 
84 556 
84 852 
85 162 
85 456 


| 9,99909 85 744 
86 026 
86 303 


86 573 


86 840 


6,99090 87 190 
87 356 
97 606 
87 851 
88 092 


' 9,090000 83 328 
38 589 
88 735 
89 007 
89 225 


‘9, 89939. b 432 
S48 

o 853 

90 653 

90 ?51 


9,404 00 444 
30 633 
90 318 
91 001 
91 178 


9,9090 9i 353 
„1 82% 
‘SE 692 
A 857 
£2 Dis 


9,9999 9? 175 
92 330 
92.482 
52 632 
92 777 


D. 


389 


381 
274 
365 
36) 
351 


345 
338 


+332 


325 
318 
312 


306 
300 


294 : 


288 


282 
277 
270 


267 


245 


241 


236 


232 


183 
477 


175 


UE 
308 
E55 
451 
158 


449 
446 


k. 


7,00 
7 Gi 


7,16 


18 
20 


vv 


22 


24 
25 


7,26 


16. Gudermann, Potenzinl- Funetionen Tof. &. 


log. ef. x. 


2,739 0317 388 


2,743 3'M5 766 
2,747 7176 143 
2,752 0du5 522 
3,756 4034 908 
2,160 7464 295 


2,763 0893 669 
2,769 4323 063 
2,773 7752 439 
2,778 1181 827 
2,732 4611 215 


2,786 8040 605 
2,701 1469 996 
2,798 4809 388 
2,799 8328 781 
2,804 1758 175 


2,806 5187 570 
2,812 8016 966 
2,817 2046 364 
2,822 5475 762 
2,825 S905 161 


2,830 2354 561 
2,834 5763 963 
2,838 0193 365 
2,272 2620 768 
2,827 6052 172 


2,861 9481 577 
2,856 2910 082 
2,860 6340 389 
2,864 9769 796 
2,869 3199 204 


2,873 6628 613 
2,878 0068 623 
2,882 3487 433 
2,886 6916 845 
2,891 0346 257 


2,895 3775 669 
2,899 7205 083 
2,904 0654 407 
2,908 4063 911 
2,912 7493 327 


2,917 0922 743 
2,921 4352 160 
2,925 7781 571 
2.930 1210 095 
2,934 5040 413 


2,938 5069 832 
2,943 1499 252 
2,947 4928 672 
2,991 8358 093 
2,966 1787 515 


D. 


43429 376 


43429 379 
29 379 
26 3S1 
29 332 
29 354 


43429 384. 
20 386 
20 388 
29 388 


29 3090 


43429 361 
29 392 
29 393 
19 39€ 
29 395 


43422 706 
29 398 
29 398 
29 299 
29 400 


43429 402 
29 402 
29 403 
22 404 
29 105 


43429 405 
29 407 
29 407 
29 408 
29 409 


43420 410 
29 410 
29 412 
29 412 
29 412 


43426 414 
29 414 
20 414 
29 416 
29 416 


43425 417 
28 417 
26 418 
26 418 
29 419 


43429 420 
29 420 
20 421 
29422 


log. Gin, X. 


2,739 0310 165 


2,743 3730 686 
2,747 7169 203 
2,752 0598 790 
2,756 4028 $36 
2,760 7457 780 


4,765 0837 *63 
2,769 4316 774 
2,773 7746 283 
2,778 1175 704 
2,732 4005 302 


2,782 8034 809 
2,791 1464 814 
2,795 4803 819 
2,799 8823 322 
2,804 1752 824 


2,808 5182 325 
2,812 8611 825 
2,817 2041 325 
2,828 5470 823 
2,826 306) 326 


2,830 2329 816 
2,934 5759 311 
2,838 9188 805 
2,843 2618 268 
2,847 6047 791 


2,851 9477 283 
2,856 2908 773 
2,860 6336 203 
2,864 9765 752 
2,869 3195 220 


2,873 G624 728 
2,878 0054. 215 
2,882 3483 700 
2,888 6913 135 
2,894 0342 670 


2,605 3772 154 
2,809 7201 637 
2,904 0631 119 
2,903 4060 601 
2,912 7490 062 


2,917 0919 592 
2,821 4349 042 
2,925 7778 $21 
2,930 1207 999 
2,934 4637 477 


2,938 8066 654 
2,943 1406 431 
2,947 4025 47 
2,051 8355 383 
2,956 1784 858 


- D. 


43429 520 


43429 518 
29 517 
29 316 
29 514 
29 513 


43429 53h 
29 514 
29 509 
29 508 
29 597 


43429 805 
29 505 
29 603 
29 502 
23 508 


43428 Sun 
23 500 
28 493 
20 497 
29 496 


43400 405 
29 394 
20 493 
29 493 
29 402 


43429 449 
29 400 
29 489 
29 488 
29 488 


43429 481 
29 485 
20 ABS 
29 485 
26 484 


$3419 435 
29 482 
29 482 
29 481 
29 180 


43429 480 
29 479 
29 478 
29 47e 
29 477 


43420 477 
29 476 
29 «76 
29 275 


log. Zang. k. 


9,999 900 2 777 


8,999 099 2 923 
. 3 060 
3 198 
3 333 
3 465 


8,009 509.3 594 
3 721 
3 546 
3 967 
4 087 


9,999 999 4 204 
"o4 318 

4 431 

4 54 

4 649 


9,969 €09 4 755 
4 859 
4 901 
5 064 
5 159 


0,999 999 


en 


255 
348 
440 
530 
5 619 


tr 0 


an 


2,995 999 5 706 
791 
874 
856 


036 


ta 


an CV en ta 


9,999 999 6 115 
6 192 
6 267 
340 
6 413 


9,099 999 6 485 
6 554 


6 622 . 


6 690 
6 756 


9,999 999 6 819 
6 832 
6 944 
7 004 
7 064 


9,909 939 7 122 
709 
1235 
7 500 
? M3 


D. 


93 
92 


65 


63 
62 


88 


ST 
56 
$5 
35 


207 


208 


f. 


7,51 
52 
53 
54 
55 

7,56 


53 
59 
60 


7,61 
62 
63 
64 
65 


7,66 
cr 
07 
ne 
6S 


69 
70 


7:31 
qu 


73 


- 
ow 


Ml 
mi ve mé 


D --cCc 


D) ~a 


E 
—_ 


46. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. II. 


log. Gof. %. 


2,956 1787 515 


2,060 5216 937 
2,064 8616 359 
2,069 2075 782 
2,973 5505 205 
2,977 8034 629 


2,982 2364 054 
2,986 5793 478 
2,990 9222 904 
2,995 2652 330 
2,090 6081 756 


3,003 0511 182 
3,008 2940 610 
3,012 6370 037 
3,016 9799 465 
3,021 3228 893 


3,030 0087 
3,034 3517 180 
3,038 6946 610 
3,043 0376 O40 


2,025 5658 3 
7 
1 


047 3303 471 
051 7234 902 
3.056 0664 334 
3,060 4093 758 
3,064 7523 197 


3,069 0952 629 
3,073 4382 064 
3,077 781i 494 
3,082 1240 927 
3,086 4670 961 


‚020 3059 795 
095 1526 229 
009 4958 663 
2 8388 098 
3,108 1817 532 


= 
= 
es 


3,112 5246 987 
3,116 8676 405 
3,121 2105 839 
5,125 5535 275 


3,129 5004 Ti 


5.13234 2204 147 
438 5823 484 
{42 9253 021 
$41 2682 457 
151 5111 895 


3,155 0541 
3,500 2970 
3,164 6400 208 
2,188 9329 646 
3,173 3259 084 


D. 


43429 422 


43429 422 
29 423 
29 423 
29 424 
29 425 


43429 424 
29 426 
29 426 
29 426 
‘29 426 


43429 428 
29 427 
29 428 
29 428 
29 429 


43429 429 
29 429 
29 430 
29 430 
29 431 


43429 23i 
29 432 
29 431 
29 432 
29 432 


£3429 432 
26 433 
28 433 
29 45% 
29 434 


5129 434 
29 434 
?9 335 
29 434 


29 435 


43429 435 
29 436 
29 236 
29 436 
2° 436 


42490 437 
| o4 
29 436 
26,438 


29 437 


43295 433 
X 438 
28 438 
25 438 


log. Gin. Kk. 


2,956 1784 858 
2,960 5214 332 
2,061 8643 806 
2,069 2073 280 
2,973 5502 752 
2,977 8932 225 


2,082 2361 697 
2,086 5791 168 
2,990 9220 640 
2,995 2650 110 
2,999 6079 580 


3,003 9509 050 
3,008 2938 519 
3,012 6367 988 
3,016 9797 457 
3,021 3226 925 


3,025 6656 392 
3,030 0084 860 
3,034 3514 327 
3,038 6943 793 
3,043 0373 259 


3,047 3802 725 
3,051 7232 191 
3,056 0661 656 
3,060 4091 121 
3,064 7520 585 


2,060 0050 049 
3,073 4379 513 
3,077 7808 977 
3,082 1238 440 
3,086 4608 903 


3,090 8098 365 
3,005 1527 828 
3,099 4957 22 

3,103 9380 754 
-3,108 1816 213 


3,112 5245 674 
3,126 8675 135 
3,121 2104 596 
3,126 5534 057 
3,129 8063 517 


3,134 230% 917 
3,138 5822 437 
3,142 9252 896 
3,147 2631 355 
3,194 6110 815 


3,155 0546 273 
3,160 2960 732 
3,454 639€ 101 
3,168 9828 649 
3,173 3258 107 


D. 


43429 474 


43429 474 
29 474 
29 472 
79 473 
.9 472 


43420 471 
29 472 
29 470 
29 470 
29 470 


43429 469 
29 469 
29 469 
29 468 
29 467 


43129 468 
29 467 
29 466 
29 465 
29 466 


434529466 
29 465 
29 465 
29 464 
29 464 


43429 164 
-25 45% 
29 263 
29 463 
29 462 


43423 363 
29 462 
29 461 
29 462 
29 468 


45429 462 
20 461 
29 461 
29 460 
29 469 


43429 450 
29 459 
26 459 
2^ 460 
29 458 


43429 459 
29 459 
29 458 
29 458 


(Die Forisetzung folgt.) 


ce EEE ET TEN Ten 


log. Zang. ke 


9,999 999 7 343 


..9,999 999 7 395 
7 444 

7 498 

7 547 

7-596 
9,999 999 7 643 
7 690 

7 736 

7 780 

7 824 


$,999 099 7 868 
7 909 
7 951 
7 992 
8 032 


9,099 999 8 070 
8 109 
8 147 
5183 
8 219 


9,999 999 3 254 
8 289 
8 322 
8 356 
$ 383 


9,209 692 8 420 
8 452 
S 483 
8 513 
8 242 


0,900 900 8 570 
8 590 
8 627 
8 553 
8 681 


0,095 999 8 707 
8 732 
8 757 
8 7&2 


8'306 


© 553 
$8 875 
8 gun 
8 920 


9,599 999 8 948 
& 362 
5 983 
9 003 
9 023 


D. 


. 52 


52° 
51 
49 
49 
47 


kes 


RE 


41 
42 
41 


38 


23 
22 
23 
22 
21 


17. Richelot, de resolutione algebraica aequationis X07 = 1, 209 


1 R 

De resulutione algebraica aequationis X” —1, sive de 

divisione circuli per bisectionem anguli septies repetitam 
in partes 257 inter se aequales commentatio coronata, 


(Cont. Diss. Vol. IX. Fasc. 1. et 2.) 
( Auct. Richelot, Doct. phil. Regiom.) 





| x. 
À utroducatur haec notatio: 
à In .. LR ER , . 4 ; 
Sit ¢ = 6085-7 --!SID 357 radix quaelibet imaginaria aequationis 
X71 adhuc indeterminata. —- lisdem deinde signis pro c ac in arti« 
culo I, pro r adhibitis, uncorum vero forma commutata, ponatur: 


D] =n = 0 ++ SH 11) +B) = [1] +1256) 


[3] & p» = Oboe = (3) BU] = 13] + D54] 
[53] = À = be I] D] = [9] + DS] 
[3] = p, =o + = [9] HI = 27] + [230] 


etc. 
12537] = pi LU. “as = [317] - [3551 ae [TIR [257 — 3] 


ubi rursus in uncis multipla numeri 257 desumere licet a potestatibus nu», 
meri 3. Jam per se clarum est, valores p,, D, + » « + Pin convenire 
cum his: 

256 x 


6x 
2 cos —— 7057-9 


257 ? e 9993 2.008 


4n 
257 ? 257 ? 
ficet in prorsus alio ordine scriptis, 
Asquatio 1286 ordinis, cuius radices sunt p,, Pis Poy « + © + Pris ex 
aequatione hao: 


’ PL: 
9605 —, 2COsS— = 


Ses + Nu ot. $00 +. X + 1 T 0; 
. D d + * 1 y e ^ Ah : te " 
ibi substitutione y = X + adhibita, oriatur necesse est. Ouae aeqnatio | 


Crelles Journal d. M. Bd. IX. Hit. 3. 27 


210 17. Richelot, de resolutione RE aequationis X?9? zzz i 


128t ordinis, ft: 
0 — y? y? y -— 127 y! — 126 y p — = a qu = 23 EE 


125 .124. 123 LUEUR 124.123. am, y" 
1723 gie OQ eae EE s em. 


Cuius aequationis coefficientes RADEON evolutae formulae (y—2)^* 
secundum modulum 257 congruos esse nofum est. 





iJ . 7t LÀ e 
Ponamus porro: & = cos zy + zsin 64? unde bae aequationes in se« 
quentibus saepissime adhibitae derivatae sunt: 
Rustm QUSS i 
nec non posito z < 64: 
j nm I R'+r arm 0, 


- "d y Set ETE 
) Rt. RA = 97 sin "ei? 


i. 
E esc Ren e P. eos - ae - 
23? i, Re =—-1, RY = — à, RU — 1. 
Rursus denique fit: . 
23 == Po + p, R + Pa m À. etc. +. Pu R™, 


J23 ^ 9 fi > $c. p 
vetere gaudeant significatione, quae functiones sequenti retione determinane 
dae sunt, Rursus vero eri: 


nec non: 


Jing = — 1. 

Notas esse pono nec alia ratione quam in artic. VII, demonstran- 
das propositiones has: Primum: productum fi. fm semper fore formae: 
z[F(R)|.fu.5:)5 ubi F(R) nonnisi quantitafis R potestates contineat, haud 
vero quantitates pj 


deinde: F(R) esse coefficientem quantitatis p,, provenientem im evo 
lutione producti illius, omnibus productis quentitatum p ad lineares func- 
tiones quantitatum p reduotis; 


tum.“ productum p,.p, evolutum in lineatem formam quantitatum 
p non contenturum esse quantitatem p, nisi aut 4 — 7, aut p, et p, tales 
quantitates [2,37] et [2,3"] sint, quazum looo aequivalentibus (2, x) atque 
(2, v) substitutis, (ubi x et y 128,) » et v conditioni y — x41 satis- 
faciant. 


17. Richelot, de resolutione algebraiea aequationis X’ = 1, 211 


Postremo: Ex aequatione: 
d Á f = P(A) .f, *J On) > 
protinus derivari posse hano: 

M Soy Sem = LFU] fee; 
ubi 77 et s integros numeros siguificent. 


Quarum propositionum tertiam adhuc ita focile demonstremns, 
Habemus: | 


Pye Ps = [2, €1- 02, v], 
[2,0] = fx] + [257—5] sit, 
[2, ] == D] + [257—30s 


xx theoremate satis nofo est: 
[2,4]. [2,9] = [rtv + [3,257 — 43], 
sive ie [25 muse etn mL UE 
Ut igitur hic proveniat quantitas p, sive [2,1], fiat necesse est: 
x-ymí m 2907 —4—y== 1, 
aut 257—zx-]-vzz1 aut —9 dy um1, 
aut 257—y-Lxzz1 aut —y-Fx-1. 
Inde clarum fit, pro x et v inter se inaequalibus, ex sex illis conditionis 
bus, cum x et v positivi numeri < 128 sint, nonnisi quartam et sextam 
stare posse, qe d. e. | 
Sia vero «<=, etiam fore constat: 
(pg em Dou] x] = 1522] + 12,2571, 
= [2,2] + [0] + [257], 
= 2+ [2,2]. 


sive cum 


noc non 


Hance ob rem, cum habeamus: 

2 = —2p,—2p,—2p,e0te. —J2pw, 
‘coefficientem -quantitatis p, in evolutione quadrati (p,)’ omnino esse = — 2 
clarum fit, 

Casus unus excipiatur vero necesse est, si x — y = 128 est; tum 
enim fit [2,2%j==[2,1]==p,, unde sequitur in hoc uno easu coeflicien- 
tem quantitatis p, fore = —1. 

Ad usum sequentem tertiam construxi tabulam, ubi in superiori sine 
gula serie posita sunt aggregaia formae[2,x], ita ut numerus x ex ordine 
legatur, in inferiori singula quaeque quentitas >, cum singulo quoque aggre- 
gato [2, x] supra stante cengruens. 


212 47. Richelot, de resolutione algebraica aequationis A ene À 


Tabula tertia. 

(5n (2,2) [231 [24] 125] [26] [27] (£281 [29] [2.0] [211] [2.12] 12,13] (2141 i2451 VR 
Po Ps Pı Ps Ps Pas Ps Pis P2 Pros Pos Por Pıw Ps Ps Pe 
(08:177 [2,18] [2,19] [220] [221] [222] [2:23] [224] [225] [2,261 [227] [228] [229] [2,30] 12,31] [2,321 } 
VPro Ps Pas Pas Pe. Pus Pas Pır Puo Pw Ps Ps Pos Pia Pus Pa À 
ad [2,34] [2,35] [2,36] [2,37] [2,38] [2,39] “12,401 [2,41] [2,42] [2,43] T 244] 12,45] (2,46! 12,471 12,45] ! 
Po Po Pi Pos Pa Pas Po Pn Pu Ps Pr Ps Ps Pi Per Pos ! 
(12,491 [2,50] [251] [2,52] [2,53] 12,54] [2,55] 12,56] [2,57] [2,58] [2,59] 12.501 [2,61] [2,62] [265] 12,64) | 

À Po Po Pim Pr Ps Por Pis Pror Pre Pu Pus Pa Po Pa Pa P» 
0265] [2,66] [267] [2,68] [2,69] p,70] [271] [2,72] [2,73] [274] [275] [2,76] [2,77] [2,78] [2,79] [2,80] | 
Ps Pur. Poo Pss Po Po Ps Pu Pa Pu Pur Pos Pas Pu Page Pus 
0281] 1282] 1283] [284] [2,85] [286] [2,87] [288] [289] [290] [291] [292] [2,93] [294] [2,95] [2,96] ! 
À Pa Du Pas Pa Par Pur Pos Pe Pu Pus Po Pir Pus Puis Ps2 Pus 
(297] [2,98] [299] [2,100] [2,101] [2,102] [2,103] [2,104] [2,105] [2,106] [2,107] [2,108] [2,1091[2,110] [2,111] [2,112] 
i P» Po Pro Pis Ps Pa Pis Pus Pis Po Pa Po Ps Pa Po Pu h 
£2,443] [2,444] £2,415] [2,446] [2,117] [2,118] [2,119] [2,120] 2,121 [2,122] [2,123] [2,124] [2,125] [2,126] [2,127] [2,128] 
Ps Ps Pe Po Pus Ps Pn Pu Ps Ps Pa Pa Ps Pr Pa” Po fe 
Ex tabula tertia primum derivatur, illam quantitatem 2, , quae cone 
gruat cum [2,128], hancque ob rem cuius quadratum p; contineat non 
—2 sed —1 tanquam coefficientem quantitatis Pos 8856 = que | 
Tam vero nunc nihil est facilius quam determinare //H); cum enim 
habeamus 
f =p R +p’ +p, + ete. + po; RE 
fn = P + PR pR”+ p, RH ete. + pis ne 
in producto f,.f,; coefficiens quantitetis p,.p, erit = Rrtm _ pe sig 
et 7 inaequales sint; sin vero 7==7, coefficiens ille fit = Rr), 
Ex tabula igitur tertia sensim sensimque icguntvr omnia producta 
p,.p,, binas ibi se excipientes quantitates p coniungendo, ex singula vero 
quoque producto desumitur coefficiens At" 4 7*7". Ad summam omnium 
harum potestatum quantitatis À significatam per Z(A"*7^ -]- Art") adiicia- 
tur hoc aggregatum: _ 
+ 2(1 + Roe) Rem) 4- etc; of. TERN PX), 
quod ex coefficientibus quadratorum quantitatum p derivatur; inde sequitur: 
Lob dae | SATT trem) p Ree) he b 
pm 92 (1 ROY Ah nO Lei, + RY 
Quia vero omnes exponentes potestatum Z hic provenientes; mul- 
tipla numeri 128 subtrabendo < 128 reddendi sunt, ad construendam pro 
singulo quoque numero 7n aggregatum zm 4 Rite, adhiberi potest 
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tabula, minima residua posifiva et negativa numerorum horum: 
NT, Pins 3m, © «eto, 127 m 

secundum modulum 128 continens, unde igitur residna minima producto- 
rum zm et 27» protinus inveniantur. 

"Trausgrediamur igitur primum ad determirandam quantitatem FR 
pro 7 —4Í1; ubi ipsa FR significetur per /*(/), ita ut habeamus: 

ff, = (FUR) fe 

Aggregatum & (Rts 4. Rot"), fiet in hac suppositione formae 

Z(2HC*"», Altera pars quantitatis F"R ex quadratis quantitatum p, emae 


nens erit: OLA ERP ete. 4- A) p Ro 
sive — d APA RIL ASL RSL. ete, RM) L RY, 

ita ut Leur hunc valorem ipsius F"R: | 
quen * +B ote p. ARS + ns À R'ALRS +RPLER'S #7405 +RS +R +R" + RME Ree +RYS ‘ 
+ =e + RY LAS +f 26 4 RUE 74 4. R16 IAS TRU gs! LR? +RS +R IA? TR +RS 
at nes 4. RAILS" as 4. R8 TRU TRO TA? lIRS 4A R85 LAUS AS +h 1483 TRIS 
+ F107 LR? TR 25 LASS + : 4. RS +R” +R® +R +RS + RR TRA TAS IAS TAM TAOLMLBAUS 
; fi { HR) E R® +R” + 7259 +R 4RY + EJ > 289 + RS + R>3 + R°? LS +RP2HRT. TRUSlLAS +R® TAS 
| H5. Ra TAS TRO + RIZ 7246 lH 4. R51 + R58 TA? + 9 TR? TRUM. RS +R +R" 


NI 


LA +A! +R? TR) +R* + RUG $RML RE +R’ +R? IA +R? TR?) TRMEABS THO 
+ BS RP. R TRU TAS IAS TRA +28 + 7% TS + F102.) RUIL PH + RSS +R® 
RR DR ete. —2R'US, 
Per se clarum est, inde 7*(/*) derivari eo posse, quod ubique A* 
pro ipso A ponatur. 
Quem ad (inen::sequentes aequationes ex iis derivatae, quae sub 1) 
continentur, afferantur. 
Numerus x est, quod attinet ad formam suam: zs 
aut 128 2, aut 64/2741), aut 32/2241), aut 16(2n--1), 
aut  8(224-1), aut 4(2n--1), aut 2(2n +1), eut  (2n4-1), 
ubi 7 numerum quemlibet significet; quibus positis hae aequationes re- 
spective valent pro singulis ipsius x formis: 
3. pes 1, Re gren =0, RY-ROM—0, ROL AO — 0, 
Re R= 0, RER RE CH =H, peep RAGHD 0, A Rt = 0, 
ubi s quemlibet significet numerum integrum positivum, | 
Unde sequitur, pro omnibüs formis numeri x, prima excepta, hanc 
stare aequationem: 
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4 R2+ RE LRN RY + ete. + RFF == 0, 

quia pro omnibus ceteris formis, quisque terminus hebest in bac expres- 
sione talem alterum, quo adiecto, summa fat = 0. 

Eodem modo facile intelligitur, sequentes aequationes pro omnibus 
formis numeri x valere, utraque priori excepta: 
Rx + RE R™ L ete. ae RE 6, 
Re L RE LH R* Lee 0 + ET = 0. 

Prorsus simili ratione ex iisdem causis progrediendum esset, 

Omnibus his aequationibus ad functiones formae F*(R*) quam fae 
cillime derivandas ex generali formula Æ*(22) ita at'mur. 

Primum eum clarum sit: A55 esse — AR == 1, in quantitate F'(R) 
pro quaque singala potestate ipsius A, R*5 scribendum est; ut inde effi- 
ciatur: P/'(AH'"5., Inde fit: 

9, FRS) = — RS =: - À, 
Deinde eum habeamus: A+ — RY - — 1, of RO RM = +1, in 
F*(R) pro omnibus imparibus potestatibus ipsius À scribendum est es 
pro omnibus vero paribus Æ°°, ut inde efficiatue Fr RD), Inde fit: 
: Jr) == —- 129 RES 4 128 E", 

* Isve == — 257. 
Pre emnibus vero quantitatibus #*{RY*), ubi x ceteras formas induit, non 
roinus formula generalis raulto brevior reddi potest. Cum enim pro his 
formis habeamus aequationes (5.), etiam ed illum valorem generalem adii- 
cere possumus has expressiones: . 

d 9 Qiu +- R* d- He of. ete, == RU? 

| —2°R FRR + eto, +R), fgg 

quippe quae in omnibus ceteris suppositionibus pro x,‘ excepta x == 1287 
et x== 64(2n—+1), ipsae manent = 0. 

Quo facto expressio generalis quantitatis F*(A), unde F7(R*) loco 

ipsius À posito Æ* semper adhuc derivari potest, haec fit: 14 
/— 3 2m u IR +28! +4-2R° —2RY QRH +2R” —2 RIS IR" 
+2R* 41.28” 2h T2287 --2 8? — IR? —2m -——0m* —9m:' + R*® 
LORS —IR® HORS IRB —IR® --2R" IR" --2R" +2R# +2R* 
8. F'(R)==f 42K 4-2R® --289 —2R* --285 —2R" QAR —2RS —2H* IR 
—9R8 __IRB 9m? —_2RR 9m» —29R* 2 R9 +2 ne +2 R9? —2R” 
—QR? HORS IRL IR 4-2 ga mw. 2 gie — RP RIE IR 
—29gus DORE) n 12 RS, 


^ 
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In qua formula ubique pro ipso À positis respective R?, R', R5, RY, EP, R, 

| omnibusque exponentibus inde emergentibus < 128 redditis, adhibitisque 
in quoque singulo casu aptis aequationibus inter. hos: A*- R9 = ur 
R! +. RH == 0, eic., has invenimus formulas: 

9. P(R#)=— 141687, 


10. F(R5)E 15— QU 


pa 
H. P(R)- 94 2 RADARS 


RE 4.29 2 pea 16 
12, Pe — 14 2 s del A gel ts MED ius 
12. FURS) a do —RP_RE+ RN d b — R28 PUR (+R! 
ROL UL Hes POLE Z5 ) RSL RS. p EM 
14, F(R)=-—R” | AE 

wn R TED EA ARS ES Reb, ROL PS RSs Rit mp gea DSL Py p 

OR RUE RE pH) LES. pug po. pe pe. pe pus RULES 

—R$ MUR? RS 

at np RSEAS Rf" 

Ex his formulis ubiquo EC^*? fooo ipsius A posito, sive cmnium 
potestatum ipsius A exponentibus per (22 -]- 1) multpliostis, iude oriuntur 
verae formulae functionum: "eu 

p REC), Fi Riser+s, Ft Fee), p pie, pmo, pgpeu. 

Quippe quod per aequationes (3.) clarum fit, quae docent, iilas aequa- 
tiones E" -- R* == 0, A'-I- H? = 0, etc, quibus adhibitis generalis for- 
aulae (8.) termini im speciali quoque casu minuti simt, loco E posito. AP, 
haud mutari. 

Priusquam bas functiones F’R relinquamus, de memorabili sarum 
natura disserendum est. 

Primum facile ex formulis (9.), (10.) etc, desumitur, quadrata coef- 
ficientium potestatum ipsius À esso == 257. Habemus enim: 

in formula (9.): 1 + 16? == 257, 

in formula (10.): 15°-L 2.4? <= 257, 

in formula (11.): 9*-.-2. 4^ -- 4, 67 == 257, 

in formula (12.): 146,274 2.4 4-2,6?1-2.8 =z 257, 
in formula (13.): 19,2*-I-6,4^ -- 2, 6^ == 257, 

4n- formula (14.): 144-16,2? - 844 = 257, 
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Quippe quam proprietatem jam in priori parte animadvertimus, et 
unde sequitur harum functionum indolem cum numeri 257 compositione: 
ex quadratis arctissime cohaerere. 


Tum vero et per se clarum est, et ex formulis comprehenditur 
quantitatem PR" æ forma %(Qn+1), ubi «77, gaudeat, ex ter- 
minis solis formae mA? "#5, ubi mm et £ numeri integri sint, componi, 
nec non significari posse, his conditionibus valentibus: F* FR” per 2m R? tents), 
si antea fuerat P^ RU per 277 gh expressum; qua propriefate adhibita, 
baec memorabilia thereomata sequuntur: 

Si, x == 2^Qn-4-1) posito, 4<6>>0 est, semper erit 
PR = FRO 


ang <= 0:35.02 XM can | 
- 3 Fi <= = Re E. 2 sea): 


Demonstratio: Numerus 64 — eodem forma, qua x ipse, gau- 

det, erit enim: : 

64—2 = 64 —2 Qn +1) = VAM —2—Y) F1); 
hanc ob rem 64-- x loco ipsius æ in omnibus formulis ubi 4 «76 est, sub- 
stituere licet. 

Formulas vero omnes accuratius perspicientem haud fugere potest, cui- 
que termino formae mR? + alterum subscriptum esse formae 77 pensez! 
(in formulis praemissis ipsis 2 = 0 est) eosque binos terminos in formulis. 
(9.), (10.), (11.), (12.), si À est numerus impar, eodem signo, si £ est nu- 
merus par, contrario frui signo, Ex qua regula soli primi termini inte- 
gros numeros continentes excipiuntur. Ponere igitur licet 


ih » abs 
p pio jeep n > +m R a +1) + 9 R AI 
+ m Rs? CHERE y 9 RE? nomm +m 
ubi 7, m, 9, 1 numeri integri sunt. Jam vero si loco ipsius 2^(2n +1), 
64—2^ (2 n +1) substituamus, fit, aequationibus (1.) et (2.) adhibitis : 


+ m RP DOr) fit: +m poi erty ely "tm perro ci, orgy, 
+ mR Pet fit: m pe eee) 

hc A TAS * | 3 

+ 9 m . 21. anh fit: +9 y Mens (2n+1))24 E. i9 Ror ,21n4- 


Ag ROAR IH fit: +9 RC oen 
uibus valoribus congregatis, siemoque 2; adiecto, formulaque inde emer- 
qu tei At 3 J 
2 Mg i 1 
gente pro ad esed eee Ee cum arffa allata pro IF" EI com-. 
parata, positis, sponte inde fluit theorem? demonstrandum primum: 


17. Richelot, de resolutione algebraica aequationis X35 = 1, 217 


F noon dac pois ena 

si A<6 et 70 ponatur, 

Si vero À —O est, formula (13.) provenit, cuius prorsus contraria 
natura haud difficilius in oculos cadit. 

Quamquam etiam hic inveniuntur. termini bini correspondentes, 
m ROMY et m ROMO) tamen hie, si ^ est numerus par, sunt signa 
utriusque fermini paria, si 7 impar, imparia; praeterea ibi legitur unus tere 
minus scelus: — ARD, 

Ponere igitur possumus: 

an HH) Lr, fOn-O(4- ale) 

F'Rrt — __ ReONT) a ra Ares n M d 4 | 

Tam ibi ponamus: 
| Jy = 2'—n-d 
= Jin 

unde fit; 


(+7 55 6-27} 2-5) — 77 nel) 
IRON) e logqX0e9m) t Ss { qe n: 3 RE | | 
. B g In) + g RSSS- 25)(68—21j 
Fam rursus ex aequationibus (2,) scquuntur hae: 
m 12326327) — “fs RIGHT 
+ m RO-DnOHD — + 77 ROME G41) 
+ RER —_ 39 POMEL) 
g Ry a g ROS) (64-21) 


" fa (63—20)(64—21) 


HB 


vi Ü ; pev emt, 
7 


Quibus veloribus supra rursus substitutis, tota formula cum superiori cole 
lata atque 7Y zz 7 posito, theorema secundum demonstrandum se offert: 

EROS m qx ROE Crt) LB, Fear), 
Haec fuerunt theoremata quae ex functionum 7" forma sola, derivari po- 
tuerunt; quippe quae functiones quasi fundamentales in tota solutione erunt, 
his sequentibus solis adiectis, 

Ponamus enim secundum; 

Jf. = [FOR A. 
vbi rursus 7”(R”) quantitas, quae ex integris potestatibus ipsius A, integris 
coefficientibus gaudentibus, eomponitur, Id vero licere ox prima buius arti- 
a propositione fluit, Prorsus simili in via proficiscentes ac apud functiones 
generales formas functionum F"(R' i YA al Poe a FY(R®) etc. nancisoi 

A quae loco ipsius A, AH'"*' posito, verae manerent, Unde has 
—— Crelles Journal d. M. Bd, IX. HA. 8. : 28 
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senerales formas eruimus: 

FRS 1, FR) FURY — 257, FURN—riR, 

Frl = 2 RO 3 Ra Le RL AIRS, | 

E" (RY) = (4—R9)4-2 (84 RU ROL? 1 R5 3t E 84.4; RL RARE) LS 
diu HpHm8A R9? 4 RS RS i80 y SL PSL RMA R554. 4,60 Re? IR 


Fr" R? — | 
: 1-304 RR nu ne. no LAURE LES HU. em spi A" 
, R'+R 10.4. 1219.4. 7 204. 7222. no 4. R° + 7949. i. FRE ur te PAS L FC. D 
—1—Ri—m R9 Rv. go» RS RS no gu... p p qs 
F' (R°) = 


+ 9 ( RR? ERSHPEE RSA RO qme puso AITNE s py 
CH CHSRIDHAUCERPEAES RO HRS pen +5 (PEERY ERO RY 
Hic rursus in functionibus (RN, EURE, 5 j^ f FR summa quadrato- 
rum coeíficientium potestatum jpsius Az 5. enia 
p 

apud F" (A) == sicut apud à" AY ==: 257, 

epud FR) = 2?--3?-+ 62+ 8? 4-12" == 207, 

apud FP (m) 2 = t d- 9 e 7 4 > 2 ° i + 3 * 4? ot 2 : + 12? = > o /, 

apud Ls (AR?) emo. d 9.22? + 6.2 4-4 EL ar 52 a DE asi 57; 

apud FR! --28.1/4-12.2"-- 9. 3* -- 4, 2^ == 207, 
Tam transeamus ad novas quantitates 7", hac aequatione sequenfeg: 
fax En 


quarum. formae generales, i. e. "dues in quibus RP” loco ipsius À snb- 


Ud 


ipia licet, sunt hae: 
ps(meS—..1, F(R) = F(R) PRS — 57, PR EY R), 
pH | R+RP+ REN R8+2(RY— R*-3(1— —R"—1 R®) +4( RÀ R4 5( 03 RW) GR. 10R*, 
In) = He MM T —RU"—BRSOL9UDPTRUL aie pet RS RP pe - Re) 
OTE 3 (1ERERE + RY +R? RIRES) + 4 (ROR) + SET CH + 6( m, 
R3+R7 +RÉLRSERSLRE min EAN 4 
Be Qo gu mu... Ris R5 ms-m.- Hy RS ne R9 
10 ( (Rh mne + R34 R® + BR + R’? + ROR qu |. RP. qn 22 S 2 H3 RY. RB— fs 
E3094 RY RS RARE RS) HRS RP ROR R45 ; 
rursus habenis summam quadratorum coefficientium potestatum ipsius BR: 
apud FE seyt apud Ft RS = 257, 
apud F"R= 4.474 2,943.3? +2.212. 5%. 62-4 10? — 257, 
apud FR = 8A +4 8.247.342.4442 ie 0e 
apud F"R!-22.1*- 15.2? - 6.3? 46.4 +5 
Contemplemur similiter quantitates /"", per DEUS Sa Fix = 
(FY(R*) f. explicatas. Quarum generales formulae sunt: 
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ERS 1, FRA) ENTRE EE pr Bou Er RS — 937, FR ce FOR, 
yes Mort RORIS LR RS RR gua 9 (RER RSIRel pel gs) 00 
Fb BRA RRR RE RB) ARF 50994 ph RY) + o( go poe, 
/ RH n A H8 À R54 RL RALR: 33 x 2 RSA LAS R94 p b qme t pes : 


: n jg RRB RY ms... 2?8 R99... Bs. 38 Luo 2 ee RE. RSR R9. RS. 26. po 
& ( ) "TT \+ Qe Di R?+ Re TRUIAUl R94 n 164 "n SL RE Ti P—IR— nm qme RS) 
i T3( DE mnaRNS RAS i- AU. 4 1271 ER 2 à HI Ress RS) 4. 4s + TR”, 


Summa quadratorum coefficientium est: 
apud FE) sieut apud FRS = 257, 


4 
apud FY (Ah) = 7.1*-L- 6,2+ yes ne Pu M == 257, 
apud F"(A) ==28,1°-4+14, 2?- AR LÉ 
Zam habemus posito fL. sem )/5. has E cii formules: 
BYR) ah, om UP RP) RULES IBFUBHL-257, F(R aR, F(R, 


me on d. 
2 


n. Bu +R Resa A4 i . R5 + R94. Rey} BR OL BR’ uu Fr qno Er m Pe B9» qo 


S EQUI RO RE RU RE RÉ ILE BSE ROG RSS BOL RM) 
NW IM ei x M3 77 i » 
(BR ( 3-R 5 3 RU pun pos qu por pe pes pu ) 


ORT ge. Ln. RS Re HU Ry. TAM RY. qne. R®)+ 5(— IO, 
summae quadratorum coefMentinm je FR? est sicut apud PUR) == 257, 
apud 4° A = 17.1'4-22,2?-- 7.3 --4, P? 459 = 257, 
Si denique ponamus: 
Jet fue = (EVR) fuas, 
hae generales formae, ubi igitur 57". loco ipsius À ponere licet, inven- 


tae sunt 
FUR )=—1, PE (Be T di ETES ES à "VI (R#)= a FRET vi Pl TD —257, 


1827 PUUUD ES RE, rin, 
ub: rursus suraraa quadratorum eoeffcientium in LF == 257 est. 
Postremo vero pro x z—2^(2n-I-1), ubi 2 «77, 70 est, invenimus esse 
19. ic: E0257; 

Ouod theorema aeque ac ES iud praecedentium a priori demon- 
strare licet, simili caleulo, quam in articulo VIIL secuti sumus, adhibito, 
Demonstremus exempli BS theorema (19.) ita. Habemus 
A = p.p. B ps Up, Ul ete, + po; RU 

nec non 
fu; py p, Et p, Reb p, RL ete. de pa RU, 


51 
ef ASS 


unde sequitur: 
28 * 


"um 
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I fim = (Epp (E p.p) {RAR} + (Ep, p) € +R} + ete, 
+ (= Po Pos) {RH AT, 


= Po Po = Po Po + PrP + P» Pa -L etc. D Pi Past a 


EPols = Pork PiPe + PaPs tete + Din Poy 
etc. 


ubi: 


positum ost. 
Yam vero f,./.; haud mutatur, in utroque factore indices quantita- 
tum p per 1 augendo, quo fit : 


ex fr," Rf, Cet ex fish ME" fas 
ex h^ ii , Ref «Jin T Ji ef s 


hanc ob rem 


tes quantitatum À, A? etc. funcliones tales ipsorum p e quae s indices 
augeantur valorem non commutent, Itodem modo iam o por inteilizore 
pofuissemus, quia f,./; vaiorem, pro PP, A? vel pro 17, RS etc. sabstitu- 
tis nen commeutant, in formula ipsius f,f er EU ipsorum A et R' 
sive R** et R7* eosdem esse, non minus quam ipsorum A? et A? 


eio. 
lam rero clarum est: © ( Ps P s) necativam SURIMO esse cor. 
ntium ipsorum p,, p, ete. in evolutione Hnevri quantifatis p, »,. 


Habemus vero, propositione tertie articuli huius achibiia: 


iy " Po Pa == Px Cb Pys 
unde indices augendo: 
Pi Pats T finns + "Pais 
| etc. 

unde orılur: 

M owe ee À t SANS . 

a Dy Pm = zip, Hp 2 Do = — ?, 
Si vero habeamus m == 0 erit: 

Po fo = E. Per 


Lol "y 
Pa Pr = = I Peut, 


Z PP = 20128 + Zp, = 2.178 — f. 
Quibus collectis habemus: 
heo = 2.128 —1——2 2 IE! LS oe Hho ap HT + Git, “+ EL R 2 : 
‘sive eum habeamus: : 
RR Leo + [BUS m1, 


sequitur z 
Ji Ji m Ua d $ 
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unde sequitur: 
Sr» fix = far fi = 257, 
uno excepto casu si x formae est: 2".(2n--1), tum enim 
| Ri +R? + ete. + RS fit: 
R*-+-R* + et, -+ R= non = —1, 
Similiter theorematum (18.) a priori possunt priora demonstrari; 


habemus enim: 
opi — (MARY PN 
x = 128 posito, habemus: 
Firs e Kisses = (F PHP. 


Thes == Jive — YB3 1, 


iii 1 =— Fv RE, 


Si vero x == 64 ponomus, babemus: 
Jis fenes == C Re fa = CHAT fis, 


sive cum Ju. = fa iss 257 (ex aeq. 19.) sit: 
Viv Re9 — ._ 257 : 
Eodem modo a = 32 a sequitur: 


Ja 2.03 = EN (£57) fossa 


Sa) == 257 = — F™ RR, | 
Eodem valculo etiam ceterarum functionum F(R) formulae a priori de- 
rivantur. 


unde cum 


babemus: 


sive 


Simile quoddam theorema, ac (19.) apud functiones f, de omnibus 
functionibus FR valet, quae nec == — 1 nec == — 257 erant. Nimirum 
habemus: 

20, (7 (R*)). (F(R) = 257, 
ubi a formula 2*(2n-1-1) exprimitur, pro functionibus F LINT DCUM LAIT ois 
PF", FT, tamen apud functiones F" casibus ubi z > 6 exceptis, apud func- 
tiones F® adeo ubi 477 5, apud /"" praeterea ubi A7» 4, apud F'* adhuc 
ubi 1773, opud F7 praeterea ubi 42, apud F" denique casibus ub: 
h1 exceptis, 

Quo theoremate supposito facile intelligitur in omnibus his functio. 
nibus, quae in theoremate (20.) contiueantur, summam quadratoram coef- 
ficientium quantitatum R’, RP, eic. R* ad quas omnes ceterae potestates 
ipsius À redigere licet, esse == 257, 
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‘Ponamus enim: 
F R* 
tum erit 


unde efficitur: 


(F RY), (FRS) — a? + o2 + dj etc. 
+ (2, 8; + 4$ 05 + etc. 
+ (2,05 + 0,0, + ete. 


etc. 


+ (0, 054 ad, ete. 


etc, 


— a, R +0,R? +a, P? + ete 
FR'®* — a, R T4 o, RT + a; R4 eto. 


algebraica aequationis X^?! zz 1, 


-L ey 


ob (2, Ga 0, Ags) (RO +R) 


+ fa, au) P 


sive cum 
R'LRT = los. = — (ROW RI 
£ ». "ÁN 0 Arps, 
RR’ 2 cos = — AA. RS 
etc, 
2 32m 
RPL ROY = 9008 ET = 0 
sit, hahemus: 
a + el te cb 75 


| 4- 2 (a 


ps 2 (165 -} 


\ 4 ~~ eto. 


Tob 2 (Gy byob 5 C3 ete, 


"n + 


~ Ao @ a, À- ete, 


unde seg antur, 


057 ¢ dia + 
oec nom 
ces + 0,0,-l- ett, + Cu = 
0,05 - t Cindy ve efe, + Og Gg. == 
ete, 
0,04, 0505, ete. le = 


a, + 0,0, + ete, 


263 -—03 
+R), 


1 
(7 gs Us 
Je Coo A ETE 


qu € € 2 


2 
eic, t+ Cis» 


Ti £54 
(1, €; 0508 


a, CET 2 e. Ts À ete, 


Bao 


^M # 
— 04,64) COS AF 


7 


+ Co, RO. 
+04 RE, 


Di 


64 


misc Tea € € pum MT 2 Ta Sena 


r 
“Fr 
BASE 


cum quaniitates ineommensnvabiles comperentur 


ma 


+ 255 054) (EER) 
+ Ga Ces) (HR) 


+ 03: 04) (HR) 
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Yen vero fheoremata (20.9 a pricri demonstrare reliquum cst. 
Posoimcss m universo , si À esi numerus <Q 7 integer, atque 


mam 1 
x un 0! dh C n L1), É a 
Je em FD m 4 Je 


vx? cok —1)x 25 xy? 


Inde sequitur, ubique 128— x ioco ipsius x usi: 

3 — NOIRS) f 

J (o8 e) D coh n von (A / * ^ 298 x) 
Jam vero ex significatione :psius f sequitur, sémper fore: Pon il PT 
m est numerus integer, unde derivatur: 


rg 
nn 


TE -1)(128--x) J ! ins ta y? 


A 
J k(x} TT Ff (208—255 )* 


Ovibus valoribus in aequatione superiore substitutis, utraque priori inter 


se multiplicatis, officitur: 
£ c f E mm FORK DE Pk Titer - 
Ja T ej ( D "pae # R e b X 6 f 


x : 2.1 ^ 
x) *J 1128-35 Oe (05 —1)x) 128— (2-133) Folks * J (os ok 


Tam vero loco ipsius x, valore suo 2^(n-L- 1) substitute, theoremateave 9.) 
adhihito sequitur: 


pee ES e 
Án eis ok = 257, 
; ip 
Jat s * J iae Qo 1)x 257, 
fa 4 sias, 


v (x) (128-2) 
nisi x nctestatem numeri 2 Do quam sextam continet; hane ob 
rem adiiciatur conditio 2^(275-L.1) non continere potestatem maiorem 
quam sexfam, sive 


k-th T, 
qua conditione repleta, erii: 
257.997. —— FOIS) Eo Be 257; 
sive: 
FH R=. ya (k) [9x — = 2 Era 
At thooremata domonstranda, nihil aliud continent, quam omnes casus, in 
quibus # +4 «77 fieri potest, dum À respective valores 1, 2, 3, .... 6 
sccipiat. 
Habemus denique ex forma functionum FR demonsiratum summam; 
ji " Rx +. Fr FRU 
ser;ner esse quantitatem realem. Qua animadversione cum aequaticnibus 
(20.) apte collata facile invenitur, functiones |" quae in theorem. (25,5 eon- 
tinentur has induere posse formas: si x rursus == (2 n+ 1) est: 
21. FRY = y (257) (cos 9, + isin?) 
iis exceptis casibus ubi 4 7» 5, 
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FY RY = y (257) (cos n, + isinn,) 
exceptis casibus ubi 47 4, 
FR == y (057) (eos t, + i sini.) 
exceptis casibus ubi ^73, 
| FY RY = (257) (cos. + i sink) 
exceptis casibus ubi ^72, 
FY RY = V(257) (cosa, + 2 sin À.) 
exceptis casibus ubi A>i, sive nonnisi pro a — 2(25-1-1) et (2n-+ 1), 
p" R* : Lm v (257) (cos 2, d- i sin Rx) 
exceptis casibus ubi i0 sive nonnisi pro a —2n-- 1. 

Haec fuerunt omnia, quae de functionibus F memorabilia int enims. 
Quamquam enim his.sex generibus functionum #, F1 F". ete, FP" exe 
ceptis, adhuc 121 genera existere, quae oriantur, s! f, respective per 
fus fic Jie» Sexy foxy Ole fus, multiplicetur, facile int telligitue, tamen 
ibi nec leges tam concinnae quam apud illas se offerunt, nec ad verum 
finem nostrum, funetionum / valores determinandi, aliquid afferunt. Ad 
quem finem assequendum, jam functiones F* prorsus sufficerent, nisi ambi- 
guitatis valorum causa nonnullge ex aliis quinque formis adhibeantur ne- 
cesse esset, 


LE 
LAS 


Aggrediamur igitur nunc ad deterrainationem aique coniputaiionem 
angulorum 9; nec non inter ceteros eorum, quornm valores in sequenti- 
bus adhihebuntur. : 

Primum per aequationum (21.) primam clarum fit, angulos 9, et 
oc non inveniri, Quibus exceptis remanent cenfum viginti et sex deter- 
minandi, quorum vero numerus ad dimidium refertur, adhibito theore- 
mate hoc: 

22. Velos) MA 360? — 9. 
quod fluit ex aequat. (20.) et (21.). 
Numerus remauentium adhue minuifur his theorematibus adhibitis : 
m Jie = Dix s 
23. 05 y, == 150° 4 5 
M (Ga (24-1) — un re V{2x+1) 
k | ve e . : 
multiplis ipsius 360° desumtis; quippe quae theoremata ex aequat. (16.) 
et (17.) derivantur. 
Hane ob rem formulis his 
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Ra 


|” = cos ii i sin 
— : i in 
/ cos er i-r s 


: mo... mm 
fS eos — isn 
| | S 64 SID & 4 


: XI 
| [9x — __ 008% + j sin 22 
64 + Sin Gy 


adhibitis, deriventur nonnisi: 












unus angulus formae 9, ex formula (9.), 
unus angulus = Metal © ~ (10.), 
duo anguli - Dun) = - (11.), 
quatuor anguli = Quand) = - (12.), 
octo d ; = Pant) = - (13.), 
sedecim - - Son * - (14.). 
Hac via progressi, invenimus: 
us TU 
cos 9,, = m OO e m -sin Se. == Jae, — nee QE 
TUER UY (52. v«257) BE Y 1957) NOV E957) ? 
1 15 sv; —8sin 4. 
cos 3, = xu uL = sn = = — + 
2 vV 1257) Voss a Y (257) Y (257) ? 
+ 9 cos z +8 cos > 12 (sin — + sin = 
cos = yon Sin de = —— Van 
7% 
a 
NEED "Mick ote as 
T Y (257) Es V ADOT) ee 
+ 9 cos — 8 cos 77 12 (sin F + sin =) 
00834 = — 71257) sina = — — vr (387) ei 
| eL 
.€ r ER 
u 98V oe 
oP "yv (297) Vi (207) wt 
| a 
cos9, = ver 251 — 40085 E -16 cos 7 à 4 cos — +, 
7 m) 
Bind, == 7375 2 sin jin i8 — 3sin i» 


1 


COS 9, > vmi 4eos 7 ae 1660s | — 4 cos - 


on ae a c 
ex er oo” 


ge 


. 7 
sy. = van TE + sin 16 T 3sin4 
Crellés Journal d. M. Bd. IX. Hit. 3, 
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cos S, == vn 1 4-4 co527 4160082 yx + 1 cos ah 


L4 ns ER | e 7 m LA 3 T} 
sind, = fais 16 — sin 16 — 3 sin 150° 


1 h a + RE In 
cos Ts = Tani! + 4cos d 16008; — Loos}, 
: | 4 rer Y Hi 2 Dt 
sin Es = Y 257) {2sin ZZ + S10 1G + 3 sin a}? 
1 ne 57 37 75 
0089, == TET (7 +4 (00s € — 0087 -|- cos—— — 608 — }, 


8 16 


: u. ek asin Z7 — 4 sin 18 gin 13 tn 15 
sind, = Y 3575 Sins + EN sin 5 E He 


cos dg = vus {— lin 4 (cos 52 1» 00877, Cos - a cos 27 s)he 








16 

sin 9; = 287 ie sin 7 + tint? — sin 3a; + sin Lx Eine, 
cos 9, = Kat HAE Tr 4- cos sen) 

sin do = ven {—sin $:— 2 sin 27 v. +3 Isin "ee — sin <— 35 — 8l sin, 
cos 9, = rit ecd cos 0 — cos? 7 + eos = m 

sin de — 775 vs amit sin 22 — À sin = 2 sin fe — sin + sin zd , 
cos ds == ip e Mir MIT r3 feos TT eh 

sinis = vost si sin 7 d sine 35 44 I sin — E rts sin in ay — sin zu 
COS In = von rt cos 7 resi id 5 + cos + ooa? 2); 

sin I, == von 5H sin 35 s n is Isin A o Rr dd m 7 +: sin A], 
c08 > = Vu 7+4(+ 00925 pru. mem Ec veri 

sin Vas = VC sin, + Denn i = Ft sin 5- — sin =) 
208 I == rent — 7 + 4 (4 C08 —- Penis TE = +008% stm y, 


* Kcti P 9 in Qa 
Sin 9:5 7 ves SIE -$8 sin ge n +3 2° sn — SID sz 35 + sin — a ris 
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Bere iets n iss m “or c a gt con gg pens rer "67 = 
Fi = AE n 3p + sin 55 3 sing 35 taz 32 à Sin ge Pins nag Din ge — 3} ; | 
cU MCN at ale alt PR | 
sind, = {sin a5 sin LE ME MO —2sin —sin 5 +2sin arti) | 





4 § 6x fia 20m 10% 21% os dim í3z x 
costh; = 7357,95 GE 64 —L —2c08— 6E OS Gq COS pcos ay jap bose 08 7 057 TE deos ug cos 














sind; = En (gt sin in Fein s m — sin is ao — in — " —2 sin — 32 hs 3 | 
cos. = Timer tef cnr peer wg "oi te Gi ; -l-cos ar PME 
p = 85 irr pP sin à 32 5s n = singe sie 32 ag sin 2 32 3; posing pain —25in — 32 +3, | 
4 Oz 97x A i7m _ 29% Lin 7n D5 Qin 15% 23; 
MUR RS Den GE nog 005 Gy “hese t0S Gy tos p —008 0 
sin 9 = an — sin 32 fp Sil ohio n; —2sin 3-5 i Hi) . 
cost), = 785i cosa hos — 0 Hirt à D MEET of UE “7 os t E des sent 
p sin ges 32 A Piin es oo sin 53 gi TEES aa —2sin 3 ee “in 27 Xd. | 
NELLE en den em E 
coss Ja) ror tee 1 in 230 cos gen. —~208-— » nt ns 54 BE FG, me d e 
inum riy fin 3 —- sin oi "s -psin D 39 = unm 37 = F2sin en —2in 27 a ~2sin 37 ar 
eg ta Gi I tos c 64 pros EE pU BE o iT peur ipe 
en sings 39 = +sin = —sin oT sin us sin 7 D Din ae —2sin 57 sin i sin an | 
sou agora t 2000 ZU aa aq tees ne uii NOM no ens © 05 NN | — cos À cos T con ae do a 


127% 7 iin P 2n 


318410 7 . sino 35^ A ts 39 tie a5 DEUS i y sin sin Sin ince sin ita +250 2 39 on ig | 
29 * | 
i 
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cost TET OE Faros gg For —cos or ecu x 207 1-05 77 cos 27 Ga --]-co 0 +c cose feos — coset 
Sin ina +s in. sin qe —sin as sin aa ST 4-2sin at —2sin es —sin ES Mu re 
en“ 64 an e e — d 64 A ELIT = E E 64 7 Hoos sd: . 
E mam 0s d^ at TT ies apes — Cos " E E bed — cos s -— Cos = 4 
sind gm micis nae He SE sine —sin 7 35 a ay +2sin = in ME 

testem ass oet erm bx oe Ge to Ge uc Ge A LA APCE At 64 pig = j 
pada Jason sg —sin 7. sin 37 —sin ae apa ine ein oe 39 oe heine —J2sin — 32 ee We 

cos Tr, ^y ios — E feast ose NN aq boos er 7m pcos cos COS— — 9m id UR oa. zd = I, 
ind am si pr. -—$ d sin si i ne sin 27 sin 27. —2sin — D De OO a 39 7 sin 77 2, 

ross; == Toe m 0 = i a Uu co he Le re - EE e eos n cts 
E uf J3s7A — sin 27. —sin ii = 35 sin ge ein +2si na _ sing in: j- 


"Ex his formulis anguli 9, , 9, a. » +. I, unde omnes ceteri per theo- 
remata (21.)'et (22.) inveniuntur, computati sunt. | 


9, — 04 38 44,72 94 — 244 38 41", 72 = 9, +, 
05 225297304 577,23 fcm Jo à 

Gb 195009404572 I: == 305° 24 15,72 = 9, +, 
S uz 2050,05! 39/4544 — 951 | 

9, == 262° 54 54,45 ee 04. 0444, 49. = Joes, 
d. T 100? 51% 2I 88 = este 

55.227830 97 337/30 ee 59203. 19433 CODE 
Gé OBER EE 

BE 9 : 56 9 $ 

9, e 134° 53! 30/, 55 Is. = 314 53. 30,55 c9, +7, 
S = 2300 5! 98^, 07 = aes ; 

Su z 272° 54! 35", 88 Ju 92" 54 35", 88 = 9, — m 
9, == 71° 29% 50", sine, | 
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9s — 67? of 1.417, 54 Oe — 247? 5 41 = 54 == ep + Wy 
ee SI eo) mU 

$, — 354 4° 22", 65 Sap e 1740 '4/ 99", 65 = 9, — m, 
Og, == 339° 20' 14,48 = PNE a | 
t == 308" 41’ 50”, 60 © I — 128° 41' 50”, 60 = 9, — m, 
9, == 143°. .7' 17,02 = 94, | 

Sn = 20° 46" E 09 Das == 200? 46° 5,09 = So +, 
So == 345° 40-45", 00 = Ja; 

9, — 3370.14 39,83 . ^ Sg — 157 14° 39,83 = 9, — m, 
S = 92? ST 028 25; | | 
So, = D853" 335, 39 gie 998153413515 Wr, Pr, 
&,-- 156 6 7,88 = QS 

$, — 204 22' 8"; 25 m 24° 22% 8,95 — es m, - 
I, == 162° 45° 3%12 = SEM | : 

S, = 317° 50' 57%, 13 wy a7 30! 9/7,13 = Vo — 7, 
Sig == 129" 16/ 37,82 = 36 5 

9,, == 327° 44' 20", 38 Sig — 147 14 20", 38 — S4 — m, 
gu e tee 29 47, 027 = on | : | 
“pte = 304°. 64. 10", 72. 94,2122 6'10",72 = Ji — 7, 
MEE — 93° 34^ 34, 80 I DU | ! 


Jam vero transeamus ad Eus Us A, X, i, 4 computatos valo- 
res, quorum nonnisi ii alleti sunt, qui in sequentibus. adhibentur. 


Ad angulos vero (4 determinandos, revocetur theorema (18.) hoe: 
an tal ae | LE | 


m t p^ 9 

Nec non cum At) = cos neue 1 +7 sin ue a MD sit, inde 
oriatur haec aequatio necesse est: 

3(2n4-1) er 


TON 


Mont.) = Sankt) 
sive hae: 
( vx peo? : 


Sn i 
Conti) == Sang + AE quae pertinent ad / 
24. mE. 


s ft t x 
[P ree) Lo Santa) T 37 quae pertinent ad Fr At», 


Ex formula antea pro /"(A) allata, quae vera mansit loco ipsius &, 
Rt substituto, anguli ipsi ^ cum his functionibus cohaerentes, quippe qua- 
les quotque ad sequentia adhibentur, minus stricte computati, sequuntur hi: 
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À ENT 55! T7" pro g*(R) aod PR PITE 
93 

As ae 91° 38' 57'! pro F*(R5) = Je Fas 
32 


31° 39’ 54" pro F(R’) = Pus ; 
32 


> 
I 


48° 31/ ya Fv RS — 133 -Fr9 
25. 5 BL Ti 


Ay = 151° 47 43" pro Fv (RY) An Es, 
32 


2 
w 
(| 


Ay = 3 35^ 394 pro F*(RY) = Far Sax 
| Y fia 


Pos 118° 47' 30" pro F'(R5) = Fras Sr 
: 32 


(Ms = 139° 58' 60" pro FR) Ah, 
Eodem.modo ex formula pro F A computati sunt hi: 


x zz 19 25! 5“ pro F(R) = A, 
6 
tes o / nA "v DN SE edes 
. 28, x; st 397.59. 54" a pros Kc (Ri) a ie, 


% == 310° 0' 13" pro F(R) m. 
16 
m — 110° 53: 45" pro F(R) — d ' 
8e 
Ex formula ipsius F'" R bi emanant anguli: 


(u = 230 3 9^ pro FREE) 
25. « | 
(o eas 0249/ OE "pro © FPE P s 


24 


Ex formula ipsius F"(R) hio angulus deducitur: 
25. n = 146° 22/ 30" pro FR = Ap. 
e 4 
Haec fuesunt, quae ad veros 128 funetionum f valores determinandos prae- 
anittenda nobis visa sunt, 
(Cont. seq. prox.) 
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18. 


‘Mémoire sur la décomposition des fractions algébriques 
rationnelles, 
(Par l'éditeur.) 


CREER E ee me au 








Note IK pte att 


On présente ordinairement dans les cours d’analyse la décomposition des 
fractions algébriques rationnelles, comme une opération auxiliaire dont on 
a besoin dans Vintégration des formules différentielles fractionnaires ration- , 
 nelles. Comme dans cette iniéógration, les dénominateurs des fractions 
partielles ne passent pas ordinairement le second degré, on suit pour la 
décomposition des fractions, presque dons tous les traitós, la méthode 
qu Euler a donnée en 1780, et qui est assez praticable dans ces cas. 
Mais, outre que cette méthode n'est pas toujours la plus expéditive, parce- 
que déjà dans le cas des dénominateurs partiels du second degré, si leurs 
"facteurs simples sont imaginaires, on est impliqué dans le calcul des ima- 
ginaires, ce qui est incommode, elle est de plus sujette à l'imperfection 
‚de passer par la voie des imaginaires des quantités réelles à des résultats 
également réels. Et si les dénominateurs partiels passent le second de- 
gré, cette méthode est presque impraticable. A cela vient qu'on néglige 
de démontrer rigoureusement l'admissibilité de la ferme de la décomposi- 
tion.“ Ou on la suppose seulement, ef alors elle n'est que vérifiée à po» 
steriori, dans chaque cas particulier ; ou bien on la démontre par le »om- 
bre des coefficiens indéterminés qui entrent en calcul, et cette démonstra- 
tion n'est pas exempte de: doutes. 

Euler a donné dans les Mémoires de apr once tom. 1., 1809, 
| une autre méthode de décemposition des fractions alsébriques, laquelle a 
pour but, d'éviter les calculs des imaginaires, ot.de passer directement des 
dounées réelles aux résultats réels. „Bette methode, remarquahle en so! 
par la nouveauté des réflexions et par les traits de génie. que l'immortel 
Euler déploie en cette occasion comme dans tant d'autres, ne semble pas 
être encore entrée dans les cours d'analyse et dans l'instruction, quoi- 
qivelle y pat être essentieHement utile, Elle offre déjà un perfectionne- 
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ment considérable du calcul des fractions partielles, parcequ'elle évite effec- 
tivement les imaginaires dans fous les cas des données réelles. Mais elle 
n'est pas encore la plus expéditive, ni la plus simple, et elle manque éga- 
lement de la démonstration rigoureuse de la forz:e de décomposition. 

Enfin la décomposition des fractions algébriques en général n'est 
pas attachóe de nécessité à l'intégration des différentielles fractionnaires 
rationnelles. Elle est une opération algébrique indépendante de cette ap- 
plication, et ne doit pas se borner aux besoius actuels de l'intégration. 

Elle est donc généralement encore assez impartaite dans son état 
actuel, et il ne sera pes inutile de traifer cet objet un peu plus à fond. 
C'est ce que nous voulons essayer dans ce mémoire. 

Nous commencerons par la démonstration de la forme de la dé- 
composition, et ensuite nous procéderons aux dilérentes méthodes de 
trouver les numérateurs des jrections pariiclles dans ics diflérens cas. 
Mais pour mieux confronter les différentes méthodes, il faudra que nous 
touchions rapidement aussi les méthodes usitées plus généralement; et 
comme la pratique du calcul est ici ce dont il s'agit principalément, nous 
appliquerons les divers procédés à des exemples en nombres. 


Introduction. 


" r 1. 

Si U, y, N désignent des polynomes rationnels, contenant diver- 
ses puissances de x à exposans entiers, et que, dans les cas ou Ze degré 
du polynome entre en caleul, on marque à cóté des signes des polynomes, 
le plus haut exposant de x, de sorte que par exemple 


| "Mettez ts Han... Hein, 


où les coefficiens ¢ ne contiennent pas x: toute fraction algébrique ration- 


m 


nelle zx peut étre exprimée par 
Ji HIT. Aue 
Uh To Tue, PNE 
où m, n,r, e et s sont des nombres entiers et ou Yon peut toujours 


supposer i ; 
3. m<n, cest à dire m«re- s 
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Car en premier lieu */V peut de nouveau être snpposé de ia forme de 7, 
c'est à dire de la forme "yj'. "Ms “JV, peut encore être supposé de la 
forme "y7* JV, etc. et enfin '/V, , sera de la forme “ky, de sorte co 








4 T mi; mi] Ner, 
, = r 8 TS " 925222 
apo UN PAN, ye, DRITT 
eU 


e Cr. 0; T1. ? 
E 


35. 19 51,7353, oe Ky Tn 
ou.la derniére expression de = embrasse — tous les eas possi- 
bles. En second lieu n= re--5 peut toujours être supposé plus grand 
que zn. Car si n étoit égal à m, ou plus petit que 72, on pourroit diviser 
U par 7. Par cela la fraction se trouveroit décomposée en deux pare 
ties, l'une entière et l'autre fractionnuire. Le reste do la division sercit 
le numérateur de la partie fracticunaire, de laquelle il s'agit seulement; et 
puisque le reste d'une division est nécessairement d'un depré moins élevée 
que le dividende, au moins d'une unité, cette partie fractionnaire, qui vient 


3 ufu U 
seule en considération, se trouvera dans le cas supposé de ve 


RW 


ae 


Tout résultat de décomposicion d'une fraction algébrique quelcon- 
que peut étre représenté sous ia forme 











my = A ; gni rad 2, 
De PN EIS FE T-1 SAY SN 
z e 
La partie détachée —— FN est de nouveau de la forme de la fraction don- 
page te qu'on peut suppose: 
née Fy» de sorte qu'on peut supposer 
| S WEXSZ. RUD due MT a 
an UU Ten d Re GN 
; xy oN y^ y* . 
ici la fraction est encore de la forme de la fraction donnée: dono 


on peut supposer. 
| 4 ri, b ihe. np»; 


"a PCs AN, (ex 2 diss. ON = 
ete, En continuant la décomposition de cette manière et en substituant 
on trouve | y, 3 
i Te Yi Tel Si 
8, = 2- A vus Fe Tuebeecb rt T 3. 
et par là la en est finie, quant au facteur nk du pecia 
Crelles Journal d. ML B4. 1X. Hit 3. 30 


7. 
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de la fonction donnée, On peut maintenant continuer l'opération pour un 
autre facteur ":y': contenu dans */V et épuiser de cette sorte successive- 


fe A w o 2 .9 F U 
ment tous les facteurs de JV. Cela étant fait, la fonction proposée >> 


sera décomposée en une série de fractions de la forme E , qui est celle 
dont on a besoin ordinairement. 

Les problémes qui se présentent dans la décomposition des frac- 
tious algébriques rationnelles se réduisent donc aux deux suivants: 

i, Démontrer que la forme générale de décomposition représentée 
par la formule (5.) a lieu dans tous les cas. 

li. Trouver les numérateurs w et Z des fractions partielles, leurs 
denominateurs y? et y*7 /V étant donnés. 

Nous commencerons par le premier problème, 


er raa ree nme ae EE 


Section première. 
De la forme de décomposition des fractions algébriques rationnelles. 


3. 

En supposant l'expression (5.) on donne ordinairement des coef- 
ficiens indéterminés aux numérateurs w et Z des deux fractions partielles. 
Ces coefficiens trouvés, la décomposition sera effectuée. Dans le ces ou 
l'on a attention à démontrer la forme supposée de la décomposition (ce 
qu'on ne fait pas toujours), on tire comme suit du zombre des coefficiens 
indéterminés la justification de cette forme. 

En multipliant l'expression (5.) par "y*.*/V elle donne 

9, mI] = = in N’ y. az, 
Ici le degré du produit ""w.’N est s-I- r—1, celui du produit "y.Z 
est r--2—r—i==n—-1. Le dernier l'emporte sur le premier, ou lui 
est tout au plus égal, puisque s+-r est plus petit que 2 si e 71, et 
égal à n si e — 1. Done le plus haut degré auquel s'élève x à droite 
dans (9.) est 2—1. Donc l'équation (9.) offre z équations pour. servir 
à la détermination des coefficiens indéterminés qu'elle renferme. fi n'y a 
pas d'exception dans les cas où zz est plus petit que 2—1. Dans ces 
cas quelques unes des 7 équations qu'offre celle (9.) ont zéro à Pun 
de leurs deux côtés, Maintenant les polynomes w et Z, qui sont les 
seuls dans (9.) renfermant des coefficiens indéterminés, en contiennent re- 
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spectivement r et »—r; c'est À dire: le no nbre total des coefficiens in- 
déterminés renfermés dans (9.) est r-l-2n— rz. Ce nombre est égal 
à celui des équations déterminantes. Done le nombre de ces équations 
est généralement suffisant pour donner la valeur des coefficiens indéter- 
minés, et de là on conclut ordinairement que ces coefficiens peuvent tou- 
jours être trouvés de l'équation supposée et que par suite la farme de 
cette équation est toujours admissible. 

Mais il se pourroit bien que parmi les équations déterminantes il 
s'en. trouvât d'identigues. Ci cela étoit, ces équations identiques ne con- 
tr’bueroient pas à la détermination des inconnues; donc, dans ce cas, les 
coefficiens indeterminds ne pourroient être trouvés tous, et par conséquent 
la forme supposée ne seroit pas admissible. El s’agit donc encore de dó- 
montrer one toutes les 2 équations déterminantes sont nécessairement tou- 
jours non-identigues et s'est cette partie de la justification de la forme 
supposée qu'on néglige ordinairement, | 

Mr. Dirksen, en remarquant la nécessité de démontrer la non- 
identicité des équations déterminenses, 4 donné cette démonstration, en 
supposant dans (5.) r==1, cas duquel on peut partir, puis'quon peut sup- 
poser "y décomposé dans ses r facteurs simples. Nous ne reproduirons 
pas cette démonstration parcequ'on peut la voir dans ce journal méme, 
tom. I. cah, 1. page 55, etc. 

Nous passons à une aufre 


Demonstration de la forme de décomposition des fractions algébriques rationnelles, 
donnée par Mr. Cauchy. 


4. 
Cette démonstration se trouve dans le Cours d'analyse de l'auteur, 
tom. I. chap. x1. Nous le reproduirons ici sous une forme un peu variée, 
pour compléter nos recherches. Elle revient à ce qui suit. 


1. - Supposons 
10. ‘y = (x—zj)(r—a)(s—2o)---- (x — 2x.) 
de sorte que Ti Zip Kay eee x, sont les r racines de l'équation 
11. ‘y =O, 
Il. Cela posé, désignons par u, un polgpome de dégré r—1, en- 


core inconnu mais composé des puissances de x à exposans entiers et 
30 * 
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ayaní les deux propriétés suivantes, savoir: d’eire zéro pour toutes les va- 
leurs €», X55 «x, de x et égal à À pour la valeur x, de x. 


il est clair d'abord que ce polynome doit étre divisible par tous 

les facieurs x—2,, x—3,5 .... xr——2,, c'est à dire de la forme 
12, „= C(x—czj(x—x)....(x—2a), 
où le facteur € ne contient pius x. Car si, par ex., z, n'étoit pas divi- 
sible par x— x, mais au contraire „= (x ——2;)g--/22, où R na pas 
xd, pour facteur, on auroit, en mettant x — x, u,— / et non pas 
zéro, ee qui esi contraire à l'hypothése, Ji faut dans d'abord que u, soit 
== (x-—2x,)9,; et puisque uv, doit étre zéro également pour x =x, il faut 
que 7, le soit aussi, c'est à dire que 9, soit —=(x—x,)7,, et par une rai- 
son semblable, = (x——2x,)9, etc, En substituant on trouve 
Uy = (an) (0 —H3)(H— Ta) oo 0 0 (351) Jue 

Mais ie dernier facteur 7, ne peut renfermer x, parceque u, ne doit être 
que du degré r— 1. Donc enfin z, aura la forme (12.). Il ne peut non 
plus avoir quelque autre forme rationnelle, et on ne peut pas supposer 
par ex, „= (x—x,) 9,, où p 221, puisque dans ce cas z, ne pourrait être 
du degré r— 1 seulement, et divisible par fous les facteurs x — zx, 
X— 3,5,» X—X, en méme tems, 


Itt. qoe satisfaire à la seconde condition supposée pour u,, d'être 
— 1 pour x=x,, il faut que | 
13. uy = 1 = C(x,—c)(x,—x)-.. (xi — x. 
Cela donne ke y 
Done, en substituant dans (12.), on trouve 


14. C= 


15;^- PPL ee eta) (cre pues en Coe) à 
Grim)... Ir) 
Ce polynome rationnel et entier de x (car le dénominateur de 
(15.) ne contient pas x) a douc les proprietés prescrites: d'étre zéro pour 
= Hz, Lay oo x, et 1 pour x—x,.. Il est du degré r— 1, 


IV. On írouvera également d'autres polynomes rationnels et en- 
tiers ‘Us, Us, «v. UJ, de degré r— 1 ‘qui soient —1 respectivement 
pour 2 = 1, 56... et zéro pour toutes les autres valeurs que peu’ 
avoir x. Ils sont 
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(z—2,) (x—2x) (x—2.... Ce — X) 
(2,— 21) (21— 24) (254—264). - -(4— Sr) 
AU Ae antt dual Eee 


16. é (25—2,)(14—21)(4— ma). (03 — a.) 








mE i 


PI (x—2,)(x—2:)... eee 2 Ba), 
(as — xz) ( (x — 5) aei fele. a (Dr — Bray)” 
V. Si donc on fait — 
17 um Ai + Ay Ua + Ass cove td, Us 
oa les quantités arbitraires 44, , 44, , A3, e204 4, ne renferment pas xy 
la leitro z représentera un polynome rationnel et entier. de degré r— 1 
qui a la propriété d'être — A, pour x — »,, -—.4, pou? x — x, ete. et 
enfin ==. pour x -x,. Car, comme on voit par les expressions (15. 
et 16,), on a 4, = 1i si l'on fait x — x,, et en même tems u, , Ws, ve. 
eos 4, == 0, Si Pon fait x = x, on à v,== 1 et en méme tex. u,, 4, 
gg es» « U, — O eto. 
On voit aussi, par l'analyse qui précède, qu'il n'existe pas d'autre 
deni rationnel et entier de degré r—1 qui donne 4, pour x == 2, 
«4, pour L'= La ete. 


VI. Cela posé, soit à décomposer la fraction 


U 
CARTE 


. * e 3 9 U 9 Fe 
Désiguous ies valeurs indépendantes de x, que prend la fonction a si Pou 
y donne successivement à x les valeurs déterminées x,, 34, 0 ++: x, , 


racines de l'équation y — O0 (10.), par 
S ud QU 


— — " " 


IS, = == is ENT 775 29 eee SN TS re 


nous avons vu ci-dessus qu'il existe toujours un polyaome 
u = Au, + ud usu, 9 + 4, u., 
eest à dire le polynome 
: U U U F5, 
20. s — ye ay a wp ari 


de degré r—1 dont les valeurs sont respectivement 
eg y) te 
‚N? „N eo.» "N pour I mm ZE Lis Lis X35 Zr Ve 
‘Done, si l'on pose le quantité 


21. U — u IV, 


* 
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cette quantité sera zéro pour les différentes valeurs x,, x5, x4, .... 2,5 
de x. Car en mettant par ex, >= x,, £/ et JV se reduiront à ‚U et, 


: PE 3 hs 2 i : 
et Hu à Urs donc U—uN à iU — = UU = 0. Si l'on fait x — x, 


U et N se réduiront à ,Ü et ,/V et u à u,, donc Ü—ulV à UE UN, 
ry 2 
= ,U—,Ù = 0 ete. 

VIL Mais puisque la quantité Ü—uN est zéro pour toutes les 
valeurs X,, X25»... X, de x, iH faut qu'elle soit divisible par x — 2, 
Kl, X—3X,5 vos Koma, en méme tems, par une raison semblable 
A celle dans le eas ci-dessus de u, (IL). On peut donc supposer: 

99, MU UN = (ua )(2e— 20 (2023) 00 kr) Dey PTIT (10), 

? , Ag nae vet so * 
Lo facteur 7 doit être supposé être un polynome du degré 2 — r— 1, puis- 
que ja plus grande valeur de m est r-— 1 >s—r—1. 

VUI. Si l'on divise (22.) par "y*.'/V, on trouve 

may Lu jer E 
RON tye YEN 

ou bien | mu vi, a IT 

23. Samy = ye Te 
C'est donc lexpression décomposée à laquelle peut être réduite la fraction 
oe On voit que sa forme s'accorde parfaitement avec celle (5.). 
"ai x 
Les quantités et T' dans (23.) sont les mêmes qu'on a désignées par 
w et Z dans (5.) La forme supposée (5.) pour la décomposition des 
fractions se trouve donc justifiée, | 


IX. Cette démonstration est sans doute bien rigoureuse si 7on 
fixe d'abord la forme des dénominateurs des deux fractions partielles. 

Mais sans cela il y a une difficulté, Car dans (VIL). on trouve que 
la quantité D-—-uN est nécessairement divisible par 

(ac — an) — 22) (6 — Hs) «00 (3—2,) = "ys 
parcequ elle est = pour sen, THz, .... LE XL Mais par 
cette seule raison elle pourroit bien être également divisible par ^y^, "y? 
etc. et même par un produit comme (x—2,)"* (æ—2,)"....(2—2x,)", 
où les exposans des facteurs simples sont inégaux. Et si par ex. on avait 
| CROP TU a TER, 

cela, en divisant par 'y* .'IV, donnerait 
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my] vl], n—rmi1m 
25. pete 
ye. SN ea VAN 


ou u a encore /a méme valeur que ci-dessus. El est vrai qu'ane expres- 
sion de la forme (25.) peut avoir lieu effectivement, Elle se présente si 
dans (8.) on réunit en un seul les 7 premiers termes à droite et £ous 
les autres termes dans la seconde fraction partielle, Mais alors le numéra- 
teur u de la première fraction partielle n'est plus le même qu'auparavant, 
fi est alors du degré mr—1 et non du degré r— 1. Pour faire voir 
qu'une méme valeur de z, celle (20.), ne peut convenir également aux 
deux expressions (23. et 25.), il paroit que les cocfficiens indéterminés doi- 
vent étre appelés comme secours, 


Autre démonstration à la forme de décomposition des fractions algébriques 
rationneiles. 
5. 

La démonstration suivante est, comme -on verra, purement élémen- 
taire ef exempte de doutes. Elle ne repose que sur la division ordinaire 
des polynomes. 

nU 

X. Supposons en premier lieu que dans l'expression générale TN 

des fractions qui peuvent se présenter à tre décomposées, l'exposant e 


4 


de y soit — 1, de sorte que la fraction à décomposer soit 


» mU my 
20. ON — d) ou n=s+r 


et où y ne contient que des facteurs inégaux; et soient, comme ci-dessus (10.), 
L— Lis €—3,5,...« 2x, les r facteurs inégaux de y, de sorte que 
27. y = (x—x)(x—2e)(x-—2)..-- (y—2); 
on suppose que ni U ni JV ne soit divisible par aucun des facteurs æ—x,, 
L—Li3 eee. X—2x,. Mais la quantité V sera divisible par tous les fac- 
teurs x—2,, x— a2, ce. X—z,. Si on la divise par x—a,, le quo- 
tient sera du degré z —1; si l'on divise ce quotient par æ— 2%, le nou- 
veau quotient sera de degré n—2 etc. jusqu'au 7"* quotient qui sera "N. 


On pourra dono écrire | i 
y -—(x—amx) 7 


AE, = (x—am) "PV, 
28. 4, == (x — x3) bs c 


e ® e. . + e e e b] 


HY, amm (emu) 
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où la quantité 7, n'est plus divisible par za, eelle P, ne lest pas 
par vr, et r——2, etc, 


II. Cela posé, divisons "U et ar pe P— Lis Puisque les deux 
qvaní'/s ne sont pas divisibles par æ—2,, il y aua nécessairement ua 
reste de chaque division et les deux vestes seront des quantités A et B 
indépendantes de x ou du degré zéro, car le reste d'une division est tous 
jours d'un degró moindre que le diviseur, au moins d'une unité; le divi- 
seur est ici du degré 1, donc le reste, qui d'ailleurs existe zécessairement, 
ne peut être que du degré O, c'est à dire indépendant de x, 

Qn peut donc supposer 

29, "U —"-P(r—zr)-4-4 et 
90. VY, = 0(e—2) LB, 
Multipliant l'équation (30.) par 


94 : 
; 51. vB == À 2 
il vient . : 
39. SAL Pec 16 Ex T 20 (2 = gi) rad 
Soustrayant (32.) de (29.) on aura ° 

53. of EE E, UA m (PM TO) EL)“ 
Puisque le degré z de Z/ ne peut être plus grand que z—1, le degré 
5-—- de Q ne peut être plus petit que le degré ;z;—1 de P, donc on 
peui faire 
4 34. m- D 0 ^ "Se U à -— BER, FU, 
Cela étant substitué dans (33.) donne — 
39. "P9 == Pi hi + TT (x). 

En diyisant cette équation par "P = (a —a,)""'V, (28.) on aura 





mm — n— all? 
56. ‚nF mae 5 ter 


II. On auroit eu le en si m étoi 2: 2—1. La frac. 


*. n—217 ® - . . 

tion 7, dont le dénominateur ne contient qu'une seule fois le facteur 
i j ‘ 

TX, peut donc aussi être décomposée de nouveau et de la même ma- 

Gi, a : 

ap et on aura 

malls 8 ‘A, NSW, 


A305 Le 


€ aS hr 
np ou La a 


niere que l'a été celle — 
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On aura également 
37. 


et ainsi de suite, jusqu'à 


317 o À 
AU E PATH coU 
np T—T, an ob 











n—r 17 025 ere] TT 
38. eS Zn — — 2 — à ° 
5 er A: o — Ey 5N 
Donc en substituant on aura, n—r—1 étant — s— 1 (26.) 
np iy °4 iL °2 en em 
39. AE = rats NT — = + - + NT ade »i0 2 6 + ——— NEUE. 
y. TT y Ki, LT ; LC Lp SN 
| Q2 o0 
IV. Prenant la somme des fractions partielles —I-, — nz SF. 
x—x0,? x—x,? 2 
^. eli de la fi Pals in 
orme ————2————————— mmo: 'équa- 
Soa, elle sera de la GA TUMOR Ga 3 donc l'équa 
tion (39.) donnera ; 
} mE] mT r—iT] PTT. 
45, ay "> oO rg Té ETAT —— 
ns Ty .SN Ty SN 


V. Di est à remarquer que dans cette expression aucun facteur de 
"y ne peut être diviseur de "7 ni aucun facteur de ‘JV diviseur de — 
En effet enia (40.), maltipliée par "y “JV, donne 
TD UD NOT M: Y. rad A 
et cela fait voir que si "y et '77' ou */V et ^" Z, avoient quelque facteur 
commun, ce facteur devoit être en même tems diviseur de” "U, ce qui n'est pas, 
parcequ'on a supposé que "7/ n'a pas de facteur commun avec "y et *JY, 
Done les deux fractions partielles dans (40.) sont irréductibles, et 
expression (40.) conserve sa forme si même 77 a sa plus grande va- 
leur 2 —1. 
VI. Supposons eu second lieu que l'exposant ¢ de y dans l'expres- 
sion générale des fractions algébriques soit >1 et 
mp m 
42. 21 Zu = Te SN 9 
Il est supposé encore qu'aucun facteur de "y ne soit diviseur ni de "Z/ 
ni de *JV, 
Divisons "U par "y.'/V, le quotient sera généralement du degré 
m—r—s et le reste du degré r--s— 1 et on pourra écrire 
A TEN ER 
Il est vrai que le nombre du degré du quotient P peut être plus petit que 
m—r—s et même zéro, et que celui du degré du reste peut être un 


nombre plus petit que r—s—1, zéro non excepté. Mais les nombres 
Crelle's Journal d. M. Bd. IX. Hft. 3, 31 


re 


de sorte que 2 — re +5, 
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des degrés du quotient et du reste ne peuvent être plus grands que m—r—s 
et r—s—41. | 
Il y a aussi à remarquer que le reste R ne pent être divisible par 
aucun facteur de "y ni de */V; car s'il l'étoit, le polynome "Z, en vertu 
de l'équation Gs. ), devroit être également divisible par ce facteur, ce qui 
est contraire a à l'hypothèse. 
"VIL. Maintenant l'équation (43.) donne 


mi; ms p = 
"* ^ € rfs—i PR + . . 
Tot la fraction N est dans le cas de celle nay Elle est irreductible, 


son dénominateur est égal à celui de (26.) et le degré de son numérateur 
est plus petit que celui de son dénominateur, au moins d'une unité. Ce 
est 





* + ,e í* ^ P d 9 BR 
sont ies conditions de forme de fa fraction (26.). Dono la fraction yN 
decomposable suivant l'expression (40.) et on peut écrire 


45 mt7 TTV s—i[j 


dumm re Piel st ee 
; POINT + ry: T SN 


VIII. Comprenons dans un seul terme le premier et le troisième 
terme à droite dans (45.). Ce terme sera une fraction qui a */Y pour 
dénominateur et pour numérateur un polynome Z dont le degré est m—r 
ou s—1 selon que l'un ou l'autre de ces nombres est le plus grand. Le 
plus haut degré de ce numérateur sera 7 —r — 1, puisque la plus grande 
valeur que puisse avoir m est n—1. L'autre nombre s—1 sera toujours: 
plus petit que 2—r—1. Donc on peut généralement écrire 

“ae n—r—1Z 
sel der Es 
et en substituant dans (45.),. | 
: "U IT nMZ 
4T. Ty SN. n Ty AF © 
Divisant enfin cette équation par "y*-* et écrivant w à la place de 7, 
on aura 





. , my]; r—l, n—r—17 
2 TYR SN. Let yal, eng 
et c'est précisément la forme de décomposition (5.) dont il Pise de 
démontrer l'admissibilité. | 
IX. Multipliant l'expression (48.) ou bien (5.) par "y*.* V elle donne 
49, ml] — SN." de ny eel A 
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Cette équation fait voir que "1Z ne peut avoir de facfeur commun avec 
:Y; car sil en avoit, ce facteur devrait aussi être diviseur de "U, ce qui 
n'a pas lieu. suivant l'hypothèse. Mais "17 pourra avoir des diviseurs 
communs avec ^y, car il se pourroit bien que | 

| 50. Te Ve LD 
eût quelque diviseur commun avec "y et fut même divisible par toute la 
quantité "y ou par une puissance entiére de "y. 


y 
« T] : x N . Lé mi; . 
X. Done si l'on veut supposer que la fraction donnée ST soit 
irréductible, c'est à dire que son numerateur 777 wait aucun facteur commun 
ni avec y ni avec /V, il faut, en continuant la décomposition suivant ($. 2.), 


Nr Zz 


avant de décomposer la nouvelle fraction Vater o en élimmer les facteurs 
communs que pourroit avoir Z avec y ou iV. 


XI. Mais voyons comment le résultat se modifie si l'on ne fait 
pas la supposition que "[] wait pas des diviseurs communs avec *y ou */Y, 
en supposant seulement que "y et *N soient prémiers entre eux. 

Soit dans ce cas "U divisible par a -- a, facteur de "y, on aura 
dans (29.) °4 = 0, mais on n'aura pas dans (30.) "B 0, "77, = 

ny P 
26 — TL} 
que "y ne contienne qu'une seule fois le facteur x — x, et qu'il n'ait aucun 
facteur commun avec “N. Doncon aura “A=0 (31.) et cela donne en (36.) 

| | PM ug‘ n2U 
Sl. AL = n—1l s 
y Vi 








E SN Aue * A 
(28.) = er n'étant pas divisible per x —a, vu qu'on a supposé 


« MN: eA RU 
ce qui d'ailleurs est aussi évident par iui méme, car up n'exprime autre 
chose que ce qu'on trouve si l'on divise "I et "7 par leur facteur com- 
mun ©—2;- 

La méme chose à lieu pour tout autre facteur commun de Dot. 
ry. Autant de numérateurs A dans (39.) seront zéro qu'il y aura de fac- 
teurs communs dans "U et 'y. Dono, comme il est facile de voir, le nu- 
mérateur "17 dans (40.) aura commun avec "y les mêmes facteurs qui 
se trouvent dans "U et "y en méme tems, Ces facteurs winfluent. d'ail- 


DATI e : 
leurs en rien sur l'autre fraction —7 (40.) dont le numérateur et le dé- 





nominateur peuvent encore avoir des facteurs communs. On tire aussi ce 
31 
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résultat de l'équation (41.). Car si "Z/ et "y ont des facteurs communs, 
il faut, comme le fait voir cette équation, que ces mémes facteurs soient 
diviseurs de ^37, *N ayant été supposé premier avec "y. 

On peut donc conserver l'expression (40.) et l'appliquer E 


m 





au cas ou la fraction nest pas irréductible, Y/'expression de 77. ne 


U 
nf ul 
3» Ment . 
change dans ce cas qu'en ce que la partie M n'est pas alors irreduc- 
tible non plus. 


Cela posé, on voit que la formule de décomposition (40.) est en- 
rts—i 
core applicable à la fraction TUN (44.), qui ne sera pas irreductible, si 


ÁN ne l'est pas; donc la formule finale (47.) ou (48.) ou (5.) reste en- 
core la méme si "U a des facteurs communs avec "y ou “JY, Il ny a 
pas d'autre différence dans les deux cas dirréductibilité et de réductibilité 
de la fraction donnée, que la suivante: dans le premier cas la première 
des deux fractions partielles qu'un trouve est irréductible, ef dans le se- 
cond cas elle est réductible. 

Done la forme de décomposition (5.) est tout-a-fait générale et 
légitime dans tous les cas. Et si la méthode dont on se sert pour cai- 
culer les numérateurs des fraction partielles u'éxige pas l'irréductibilité de 
la fraction donnée, on peut toujours sans erreur partir de la forme géné- 
rale de décomposition (5.). | 

Voilà la démonstration de la première des deux propositions ($. 2.) 
qui se présentent dans la décomposition des fractions algébriques, savoir de 
celle de la forme générale de décomposition. Nous passons à la seconde 
proposition (No. 2.), au probléme de trouver les numérateurs w et Z des 
fractions partielles (5.). | 


Seconde section. 


Différentes méthodes de calculer les numérateurs des fractions partielles dans lesquelles 
une fraction donnée peut éire décomposée, 


$. I. Première méthode: celle des coefficiens indéterminés, 


6. 
Y, Nous avons démontré ci-dessus que l'expression décomposce 
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mp7 s e A 
x peut toujours être supposée de 
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de la forme : T uc Me 
m Co —r-—1 
ME IE m M SOR 
ou bien de la forme | 
mI mL yy r—ly r—ly roy 17 1 

53. ART boe bye tee IDEM (8.) 
et il s’agit maintenant de trouver les polynomes w et Z dans (52.) ou 
ceux Z7,, Wy Wsy ano. W, et Z dans (53.). 








li. La première méthode qui se présente pour cela est, de sup- 
poser les coefficiens des polynomes w et Z inconnus ou indéterminés et 
de tirer leurs valeurs des équations qu'on trouve en égalant les coefficiens 
des diverses puissances de x à exposans égaux. Ayant vu que les for- 
mules (52. et 53.) expriment la fonction donnée dans fous les cas, il faut 
que les numérateurs w et Z puissent étre trouvés toujours complétement. 


IH. En multipliant (52. et 53.) par "*y*.*/Y on a 
DAME VN pe Oey Zei et 
55. "UJ = [rw rte, Aw Yen, ym PN IZ Ye 

La première de ces expressious offre 7 coefficiens indéterminés dans le 
polynome *'w de degré r--1, et n—r coefficiens dans le polyneme »-7-1 7; de de- 
gré n—r—1. Le nombre total des coeificiens indéterminés est donc n tn—rzn. 

La seconde expression contient r coefficiens indéterminés dans cha- 
cun des e polynomes "2, un, 1 y ee ve T D, qui sont tous de 
degré r—1. Cela fait re coefficiens indéterminés. Elle contient en outre 
s coeíüciens dans le polynome *^Z, qui est de degré s—1. Le nombre 
total des coefficiens indéterminés est donc encore re+s= 7. 

Ce nombre est donc toujours 2, et puisque la plus grande valeur 
de m est n—1, "U peut contenir de son coté également 7 coefficiens dé- 
terminés mais non plusieurs. Si m est «C 2, les coefficiens des puissan- 
ces de x plus hautes que x” et plus faibles que x" doivent être regardés 
— 0. Mais dans tous les cas il existe 7 coefficiens donnés, ou pour mieux 
dire, 7 différentes puissances de x. Donc il y aura aussi dans tous les 
eas 2 équations, renfermant les 7 coefliciens inconnus. Ces équations se- 
ront toujours du premier degré ou de forme linéaire, parceque les poly- 
nomes indéterminés w et Z ne se trouvent multipliós que par ces poly- 
nomes déterminés. Done les coefficiens indéterminés pourront toujours 
étre trouvés sans quelque difficulté de la part de la résolution des équa- 


946 Sect. IE. V. I. No. 7. form.56.— 99. . 18. Crelle, mémoire sur la décomposition 


tions. Et puisqu'on a démontrée que les expressions (52. et 53.) ont lieu 
qe tous les cas, ou est sûr qu'aucune équation déterminante ne peut 

être identique, et que les équations déterminantes suffiront toujours à don- 
ner tous les coefficiens inconnus, Done la décomposition de la fraction 
donnée suivant la forme (52.) ou (53.) pourra toujours étre compléte- 
ment effectuée par la méthode des coefficiens indéterminés. 


IV. I faut remarquer quil vaudra toujours mieux de calonler sui- 

vant la forme (53. et 55.) et méme de décomposer sur le champ ultérieu- 
" : s—1% 

rement la fraction ES si l'on a besoin de cette nouvelle décomposition; 
car le nombre des coefficiens indéterminés, dont la valeur est à calculer, 
est toujours le méme dans (52.), dans (53.) et dans les formules ultérieu- 
rement décomposées, Done en opérant suivant les dernières, on par- 
vient au résultat final par je méme calcul qui n'en donnerait qu'une par- 
tie si l'on calculoit suivant (52.). | 


4. 

Nous donnerons deux exemples en nombres, auxquels mous appli- 
querons les différentes méthodes de décomposition, tant quil sera neces- 
saire pour comparer entre eux les calculs qu'elles exigent. Dans l'un de 
ces deux exemples y sera du | premier degré seulement; dans l'autre, ce 
facteur sera d'un degré plus | élevé: mais, pour ne pas trop agrandir le 
calcul, il ne sera que du secónd degré; c'est le cas qui se présente le plus 
souvent, et, si l'on veut, c'est celui, auquel on peut réduire fous les au- 
tres cas sans tomber dans le calcul des imaginaires, parceque tout poly- 
nome peut etre décomposé, comme on sait, en facteurs du second degré 
à coefficiens réels, combinés avec un rers de premier degré si l'expo- 
sant est impair. Cependant les différentes méthodes de décomposition, 
comme .on le verra, ne sont pas restreintes aux cas ou le dénominateur 
de la fraction donnée a été décomposé en facteurs du premier et du se- 
cond degré; au contraire elles sont Renan applicables. 

I. Premier exemple 
56, "= 0° Oa} 308 — + 230°— 21a 4-35, done m= 6; 

57. Vt = pr dono r=1, £—5; t 

58. *'Nzex —624-22?-4-51x “— 11 Tx+8t, done s==5 et stre=n=10; 
50. PE _ 90 3024 —1221- 232*— 212-35 

Ta hes! — '(x—2) (x5 — 6x +225 + Alc? —117x +81) ° 
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IT. Second exemple 
60. "ZJ-—17a45—145x143129—9645* + 53424 puri tar 42204131, 
done m = 8; 
61. 'y* = (x'—2»--5), done p —2, s es 
62. 'N = 2° +3a*+42°—2x—3, done s—5 et stre=n=1l; 
63 al; en 172°—145x”+431x°- — 9642 °4+5340°— 340° —1943 s amet 
"OT * N eh 2a 5) -5)* (x54 3x* 4-423 —22z — 3) 
3 8. 

I. Pour appliquer au premier exemple ($. 7.) la méthode des coef- 
ficiens indéterminés, en calculant suivant les formules (53. et 55.), il y aura 
à ius 
64 Ec, HD ag op tt, y "Tips, r—1 étant ==0, 

j rZ = A, a* T^c Sx bapa bass 
OÙ ice ss Ape ee As sont les 72 — 10 coefficiens. indéterminés. qu'il s'a- 
git de trouver. . 
La formule (55.) donne 
605.  x9— 9x5 --30x'— 42 x5 +23 2? — 21 x -]-35 

— [2,52 (2—2) n. (20—2) n (2) t as (—2)] [ 5— 62-22 45127—11 72:181] 

+A tara taza? 3 NL As | (x —2) 

= [xxt T (o,—8o5)xt (4—69,12425)a* E (ds e 192, 024; Jat aues ts - S04 F165 | 
X (a — 6x*4- 22^4- 51x°—117x+81) 

te (ax T As a + Asa + Aux T AJ) (x —10 +40 0’ 80 x*4- 80 x — 32). 

En faisant les produits à droite et en égalant les coefficiens d'égales. puis- 

sances de x, on trouve 10 équations de premier degré, desquels on tirera par 

l'élimination les 10 coefficiens indéterminés v, , 3, + «05, Aig Meg eee In 





II. En appliquant au second exemple (No. 7.) la méthode des coef- 
ficiens indéterminés et en calculant suivant les. formules (53. et 55. )> on: 
aura à supposer 
66. Nu: +5 RUE asap. y a UU 63x - D, r—1 étant = t, 
UZ, = Kyat + Nx + Ax Hire À, 

OÙ Li Ur O35, Bry Bas Bs et Ay, yo As sont les nm 11 coefficiens 
indéterminés qu'il s'agit de: trouver. 

La formule (55.) donne dans le cas actuel 
66.  17a*—145a 4 431a —964 5-534 a^ —34 3^ — 1943 — 40? y + 131 

= [vat Qut (sant B2) (a? 2275) (0 2 5) (a5 Y | (534—223) 
T. Aya TAa TN E baat As) (a? -2xT 5). 


70. 
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En fesant les produits à droite et en &galant les coefficiens d'é- 
gales puissances de », on trouvera 11 équations linéaires qui serviront à 
déterminer les 11 coefficiens désignés par «, f et À 

Sans finir le calcul on voit qu'il n'a pas d'autres difficultés que la 
longueur, et qu'il donnera des valeurs uniques ef réelles des coefficiens 
cherchés, Mais on voit aussi que, l'élimination y comprise, il est vraiment 
énorme dans les deux exemples, quoique ces exemples ne soient pas choi- 
sis parmi les plus compliqués. Nous passerons donc à d'autres méthodes, 


§ IL Seconde méthode. Méthode ancienne d'Euler. 
9. 

i, "Toute expression décomposée d'une fraction sera nécessairement 
identigue avec cele de la fractiou elle méme. Done la double expression 
de la iraction ne constitue aucune dependance des coefficiens des polyno- 
mes de x. Done la valeur de ces coeíficiens reste la même quelle gue 
soit la valeur qu'on donne à x. 

HH. Soient x,, #,, v... .. v, les valeurs de x qui donnent 

67, "y-0, 
de sorte que 
68.  (x—2x)(x—2x)(x—ax):...(x—2x)-—'v, 
et distinguons les valeurs que w, U, 7, Z prennent pour x —x,, 22, Mio tal 
par les indices 1, 2, 3,.... 7 mis à gauche et en bas des lettres zo, U, 
N, Z: ies équations (54., 55.) auront également lieu et avec les mêmes 
valeurs des coeïliciens si l'on y écrit Ww, qu, « «e «20, ,U, „U, , ... ,U ete. 


au lieu de zo, U etc.; car on ne fait par là qu'assigner à x les valeurs 


particulières »,, 2), x4, .... x,. La substitution des r valeurs particu- 
liéres de x fournira dene r équations différentes, et de ces équations on 
pourra trouver autant de coefficiens indéterminés. 

IIl. Mais puisque "y — O0 pour x == x, 225 sec. x,, les parties 
4 d L d F Bt EE + ‘ F * 4 - e 
à droites des équations (54., 55.) se réduiront à leurs premiers termes 
et les équations déterminantes, qu'on trouve d'abord, seront les suivantes 
69. AU EN (OS wy Ng ON, IN SOS TD EN, 


Ces r équations suffiront à trouver les r coefficiens indéterminés de "'w, . 
IV. Le numérateur "zo, de la première fraction partielle (53.) 


ayant été trouvé par là complétement, l'équation (55.) donne 
10 j i— Nw, . 


x 
"E MEC Ui = | "7,7, Oy T Oy, Dye? ] INES Ly 
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+ oa mp Nw, 
ou l'on voit que, — —— 








étant égal à un polynome non-fraction- 


= 
naire, "U —* "^w, doit être nécessairement divisible par "y. Nous met- 
tons à cóté l'équation (54.) parceque le développement ultérieur s'exéeute 
plus facilement suivant l'équation (55.). 


mp; — SN rte 
TA. 
J 





x 

V. Ayant calculé le quotient =f il uy a quà lé- 

crire au liem de 7 dans (69.) pour trouver zw, et ainsi de suite, ear l’é- 

quation (70.), et celles qui suivent, sont parfaitement semblables à Péqua- 

tion (55.). Ayant enfin épuisé les différentes puissances de "v, le dernier 

quotient donnera immédiatement le numérateur *'Z, (53.) de la seconde 
partie de la fraction décomposée, 

VY. Sir-1, cest à dire si y n'est que du premier degré, w,, 

Wy Wz, 2000 tU, sont de degré O ou indépendants de x. Donc dans ce 

cas les équations (09.) se réduisent à une seule et donnent immédiatement 


Is ZU, — M 


Aprés cela, l'équation (70.) donne 


SALE | | 
erue M 2 VEL ES 
Fi 4 AER 2; PE TA — I, u Ds 


Be 


bien entendu que dans - xn , apres la division, et dans ;Y on doit 





faire «== 2,, et ainsi de suite, 


10. 
Appliquons eeite méthode aux deux exemples ci-dessus. 
Premier exemple (59.). 
I. Dans cet exemple y — x —2 — 0 donne 
73. ^ar 2, 
done 
= 25 — 9,25-L.30.23—42.23-1-23.22—21.2-]-35 = 671 —666 = 5, 
74. 1i, ee | 
[AV = 25—6.2*4-. 2,28-L51.27—117.2 3-81 = 333—330 = 3, 
done 5 3 
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II. Maintenant on a 


dit si RULES 
a c x°—9x°+ 30x:* —42x!--232* -— 212 +34 (0 — 6x*-4- 20° 512-1172 +81; 
mi? ut M 


= 1 (3a°— 26x*+ 682°— 1562 +1 50) 
et cela donne pour x — 2, ,Ü — 2, done, N étant =3 (74), 
U ed 
71. WW = (72.) = $ (74) 
HI. Kn mettant de nous cau U au lieu de U et w, au lieu de w, 
dans (72.) on a 
EN HERR ETT 


at + ga — 26x* + 681: — 1862 + 150) — 2 (x^ -— Ox^ Int Bot 17x -- 817 


Ci 


== l(Tx—525--955'-LF90x-— 144) 
| > ih 
et cela donne pour x—2, ‚U = |, donc 


ae 116 


— D Ve tn 
79. uw, Nm (72. y m 27 e 





IV. En mettant encore Ü au lieu de // et t», au lieu de w, dans 
(72.) on a 


SO MZ, cs DEIN 
$(72*— 520? + 9625-902 —144) — LES (x5 — 65-2 x3-4- 51? —117x 4-81) 


= x — 2 
= QJ (—1162 44852 + 5822"— 44 640-4 4914) 
338 


8 
et cela donne pour x=2, V= L donc 


sen 





81. w= I (2 ) = 


V. Mettant U au lieu de U et w, au lieu de w; dans (72.) on a 
82. U —w, N 
2 (16244485253 4582252 — 4464044914) — (x Ht (08 — Gr +Q +512 —117x+81) 
um TIO 


= y (—3382*- 10042? 4-278727 —9918x--6318) 





— So Sone 
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954 


4 
et cela donne pour «= 2, £/ — 7, done 


254 
243? 

VI. Enfin mettani 7 /Ü au io. de U et w, au lieu de w, dans (72.) 
on a, les puissances de y ayant éié épuisées: 


83. Ww, = a (72.) = 


3 ""Z, = US 
_ (338 + 1004002 4-278752 9918270318) 3245625122 45122117281) 
Vemm TETTE 


543 m 254 ae” £20324 42544810). 
Vil. En substituant Ww, 3 Ua 9 ...s D; et "n (76., 47.5 79., 81., 
83. et 84. ; dans (53.) on a 


C s HUE MED E RN ee PNE 
dps aet al0xi451a7—117z481)  o(r—2) © Q(x—2) |! 27(z-2 
254 204^ 2208 280827 --4232--810 . 


su We "ys n 343(a—2) i 343 (x? 62° 2a:3--0lx? —1172-F81) 
et c'est l'c«pression. de la fraction proposée décomposée complétement eii 
fraction partielles pour ce qui regarde le facteur (x —27' du dénominateur. 


Seconde éxemple (63.). 
VIH. Loi l'équation 
86. y= a? —2x»4520 
donne 
Men odes dalli ES UR Lara en fesant y —1 = 4. 
jo, = i—y(1—5)21—2:i 
Il faut donc subsituer d'abord ces valeurs de x, et x, au lieu de x 
dans U, N et w, (60., 62. et 66.). Cela donnera ‚U, ,U, ,N, .N ei 
,,, zw: Apres on trouvera par les deux équations 
88. ,U = ,w.ıN et ,U = .w,..N (69.) 
les deux coefliciens indéterminés &, et 2, de zw, (66.). 
IX. On peut encore abréger ce calcul comme suit. Les expres- 
sious de U, N et w,, en y substituent x, au lieu x, seront de la forme 
89, ,U=pt+goi, .N=p+vi et ww, Sep 
et celles de ,U, ,N et ;z», seront nécessairement 

90, ,U=p—gi, .‚N=»r—vi et QU, m X — M, 
car on obtient x, si l'on écrit dans x,, — 7 au lieu de 4-7 (87.): donc 
. on tirera aussi des résultats de la substitution de x, au lieu de x (89.), 
Dar 
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ceux (90.) de la'substitution de x, au lieu de x si dans les premiers on 
écrit — au lieu de +i. 

Cela posé, les deux équations (88.), qui déterminent & et ß, donnent 

91. J-gi = (uve) = pe (A+ vx) ua, 
p—9i = (k—vi)(a—ÄI) = pu — (UAH vx)i—VA. 

Ajoutant ét soustrayant ces équations l'une de l'autre on aura 
- 92. 1 = px — y et 
| Gg = ut V% 3 
Ces équations prénnent maintenant la place de celles (88.) et servent à 
déterminer les coefficiens indéterminés « et contenus dans x et A (89. 
et 90.). Elles sont préferables à celles (88.) puisqu'elles ne renferment 
pas des quantités imaginaires. 

X, On peut se servir d'une semblable transformation pour éliminer 
les imaginaires des équations déterminantes (69.) et pour les réduire à 
d'autres qui ne renferment que des quantités réelles, méme dens les cas 
où il y a plus de deux coefficiens indéterminés. Mais on voit bien que 
la substitution des valeurs de x,, 2, +... tirées de l'équation y= 0, dans 
U, N, w,-et les calculs qui suivent, sont fort pénibles. Ils seroient déjà 
assez fatigants dans lexemple choisi. Par cette raison nous ne les con- _ 
tinuerons pas; nous renverrons plutôt la décomposition de la fraction du 
second exemple aux méthodes suivantes. | | 


§. III. ‘Troisième métliode. Application du calcal différentiel à là méthode précédente. 
| 11. mi 
I. Si dans l'équation identique fr — Fx, ou x peut avoir une 
‘valeur quelconque, on met x + & au lieu de x, £ étant arbitraire, on trouve 
: k* sh ai à ? k* : 
93, fx +köfet+ fe ooo. = Fa Phar + x oe... 
et de cette équation on tire | : | 
94,  Ofx = OFx, Cfa = Fax, Ofxr-—OFx,.... 
Il. Si lon applique cette transformation à l'équation zdentique 
(55.), on trouvera plusieurs équations différentes composées des quantités 
U, w, y, N, Z.et de leurs différentielles. bó: 
Mais si aprés les différentiation on donne à x les valeurs parti- 
 eulióres qui rendent y égal à zéro; tous les membres des différentes équa- 
tions qui renferment y s'évanuiront. Ces membres seront, d'àbord dans 
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la premiére équation différentielle, tous ceux qui tiennent leur origine des 
termes de l'équation primitive contenant y dans des puissances supérieures 
à la première, dans la seconde équation différentielle tous ceux que don- 
nent les termes de l'équation priroibye contenants des puissances de y 
plus élevées que la seconde, et ainsi de suite. Done en différentiant, il 
suffit davoir égard aux termes (z^ 4 2,y)N pour la première différeu- 
tiation, aux termes (w, # w.y + 2,7.) N pour la seconde etc. 
On aura donc | 
U= w,N 
Darty Qut us S yL NF le uo 16: IV, 
OU a [Otro Oy 0t, d y dun, +010, Oy T w,O y +0° wyy yo y Qno Qu, 0y4- 22, y O^ y V 
JA 2[9 10, y 92, W.Ooytydu;t2uw,yovy|oJV 
| + fa, + y wy w,] 9^ IV, 


. 954 


e vr - e T [d 


Mais y étant = 0, ces équations se réduisent à 
8 U=[0w,+w,0y]N+uiôN 


90. oUm [Quot 20y 9w, + 20,0 y  2w,9y"] N + 2 [00 +2, Oy]ON-. w, "IN 





xe e * [4 e e v e * e La v v æ e. * e e e ® e * > e. 


Til. Toutes les différentielles des quantités w, y, WV, U s'évanuis- 
sent aussitót que les nombres. de leurs ordres surpassent ceux des degrés 
des quantités mêmes. Donc si le nombre 7 du degré de la quantité y 
est 1, toutes les différentielles de zo seront zéro, puisqu'alors le nombre 
r—1 du degré de zo est zéro; les différentielles de y dés la seconde le 


seront également 
Donc dans ce cas les formules (96.) se reduiront à. 


C D oU, 
SU = w,N0y +w ON, 
97. ut == 2w,Ndy’ +2w,dNdy Lion, 


eo PE ETT godes +. 62,9185? + 3:24,0* NI + 0,0’ IV, 


e e . e © e e " v v e e LA e 9 e. * * æ æ 


IV, il est S que dans les formules (96., 97.) ii faut don- 
nor à æ Felge les r valeurs X4 225 Lio eevee X, qui satisfait à 
l'équation "y= 0. Done chaque équation donnera 7 différentes autres 
équations, Par ex, la première équation (96., 97.) donnera les r équae 
tions différentes 
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908, 30 = to, 111, ,U = QU, 20 N, QU se 20.30, 506% JJ = iy. 
qui s'accordent avec (69.). Les 7 différentes équations représentées par 
chaque équation (96., 97.) suffront pour déterminer les r coefficiens in- 
déterminés d'une des quantités wı, Wr, Wz von» Wye De là on voit qu'il 
faut aller jusqu'à la g"' équation différentielle pour trouver les numéra- 
teurs Wi, Way W3y ee oe Wr des premiers fractions partielles (53.) La 
dare. équation différentielle donnera le numérateur Z de la dernière 
fraction partielle (53.). 


12. 

En appliquant les formules (96., 97.) aux exempies ci-dessus oii 
verra que la simplification de calcul qu'elles offrent est assez considérable 
dans le cas r == 1, mais elle ne l'est pas également dans jes autres cas. 

Premier exemple (59.). 
I. La valeur »,— 2 (73.) de cet exemple donne, en vert: de ia 


T | QU ; 
premiére formule (97.), 20, = > 3 comme dans (No. 10. 1.j. 


U. La seconde formuie (97.) donne 





99, LU, = NO 1, 

Mais des valeurs de U, N et y (56., 57., 58.) on tire 
* 100. 60 = 6x5-—452*-4-1202?—1262? + 46x —?1, 

101. OW = jat—242' + 62741024 — 117, 

1025 20221, 
et cela donne | 

d — 6.25 —45,2* -- 120,22 —126.2* + 46.2 —21 = — i, 
103. jo, y — 5,2—24,9 + 6.274 102.2 — 117 = —1, 
donc suivant (99.) a: 


104, w, = =H — 2, comme (77.). 
ili. La troisième formule (97.) donne 
__ 6? ,U —2w, 0 ,NOy—w,0* ,N 
De (160.) et (101.) on tive 
106. 20 == 302'— 1802? + 3602°— 252 + 46, 
107. CN = 202°— 720 124+ 102, 
et cela donne | 
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108 (aU = 30.2!—180.2* + 360.2? — 252.2 + 46 = + 22, 
05. jan = 20.5— 372.24 12.2 4-102 = — 2, 
donc suivant (105.) 


,,22-2.8.—1—1.—2, 19844430 _ 232 116 
lob an 0000 gWp 7, anne (79.). 


IV. Sans continer plus loin le développeme:t, on voit que le 
calcul en est plus simple que celui (No. 10.). On épargne au moins les 
différentes divisions, 





Second exemple (63.). 

V. Sans entrer dans aucun calcul on voit que les formules (96.) 
offrent encore presque toutes les difficultés de celles (69. 70. etc.), car 
les imaginaires, s'il y en a dans léquation y — O0, se presentent ici 
£F, - > 75° L] . i . * e ld 
également et l'élimination nécessaire pour trouver les coefficiens indeter- 
minés de ws 10, +... w, est encore presque la même. Seulement les 
divisions ro simplifiont. En résumant, l'épargne n'est pas considérable et 
le calcul du zecond exemple sercit encore toujours assez fatigant. C’est 
pourquoi nous le supprimerons encore. 


6. IV. Quatrième méthode, Celle de Mr. Cauchy. 
13. 
I. Suivant cette méthode on a, en écrivant dans (23.), conformé- 
ment à la formule (5.), w et Z au lieu de u et T°: 


mt; rly n—r—1 F 
H0. Ta T TN” 
ou suivant (17., 15., 16. et 19.) . 
‚U (a2—ax,)(2—ax,) .... (280—207) 2U (r—2x)(x—5,)-.(r—21) 





1H. tw BERN (x ER et RE auge N (x4—2,)(Xa 0) 427) 
‚U  (x—a,)(x—2,).-.(x—2a—1) 
TT LN Cost, atra) (Xr Gri) 
Puisqu'on a supposé 
112. (x-—x)(x—2a) «900 (x—x,) = y (100) 
les numérateurs à droite dans (111.) ne sont autre chose que AER 





murem T et les dénominateurs se tirent de ces numérateurs si 
en 


lon y écrit x, x, 23, + 0 + z, au lieu de x. En indiquant cela par 


GC). Fer: (C on peut aussi écrire l'expression (111.) 


Ped! ER od 


, .0... 


comme suit. 
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Wee ren CE Cn) E C LH) 


QN Me-— Xy) 10 UE. aN Me —Xu weis 


rU | Lr ( we 
@ 9. TEN Mo . * 


rl NE Er 








i. C'est l'expression du numérateur "+ de la première fraction 
partielle qui fait partie de l'expression décomposée de la fraction donnée 
{{10.) Ayant trouvé zw, l'équation (110.) ou bien celle (54.) donnera 

* 7 mr ho, AN , 
llá, MZ = 


3/ 


wv 
- E . A. me-r-—1i 7 * 
On peut maintenant traiter la fraction ;———— 5 comme on a traité la 
2 x y? 4 ST 

fraction donnée et continuer ainsi la décomposition jusqu'à ee qu'elle soit 
consomunée, Puisque Z (113.) prend la place deZ/ dans le calcul du nu- 
márateur zw, de la seconde fraction partielle (53.), on tirera Z5, de la for- 
mule (112.) si lon ^g ecrit Z au lieu de U et ainsi de suite. 


IH. On pourra aussi appliquer Je calcul différentiel à ce mode de 
décomposition; mais nous ne nous y arróterons pas, parceque cela revient 
plus ou moins aux opérations de la méthode précédente. 


IV. Sir=—1, dest 4 dire si y (110.) est du premier degré, l'ex- 
pression de w (111.) se réduit à 
xi 
| d 
car dans ce cas la quantité 7—u JV (21.), ou bien V—w, est zére 


T 


o & ka Tr 





pour Lm Li si Yon fait Woe 


: 

L'expression (114,) de ^"; est identique avec celle (71.) de la 
seconde méthode et les expressions des numérateurs des fractions partielles 
suivantes le seront également. Donc dans le cos r==1 les calculs de la 
présente méthode coincident entièrement avec ceux de la seconde méthode. 

V. Sir est plus grand que 1, l'expression (113.) donne inmédia- 
tement les numérateurs des fractions partielles, et en cela la présente mé- 
thode diffère essentiellement de la seconde et la troisième où les numéra- 
teurs des fractions partielles ne se trouvent (69.) que par la voie des 
coefficiens indéterminés. ‘ 

VL Mais puisqu'il faut connaître les valeurs x,, & 400-0, dex qui 
rendent "y égal à zéro (112.) pour calculer "zw suivant la formule (113.), 
on voit qu'on n'évite pas les imaginaires s'il y en a dans les racines de 
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l'équation y = 0, quoique w soit réel, - Maïs on peut faire voir que "io 
est nécessairement réel. 


VIN. En effet quand il y a des racines imaginaires parmi celles de 
l'équation y — 0, elles ne peuvent se présenter, comme on sait, que par 
couples et elle seront toujours de la forme 

116. e d- pi et x — Bi, 
On tirera Tune de l'autre en écrivant seulement — à a piace de +i. 

Soient x, et x, deux racines cor; vespondantes de l'équation u == 0, 
c'est à dire deux racines qui forment lun des diílérens couples de raci- 
nen, et soi - 


117. ==> = % d KZ 
a ’ s - 2: 
il est clair qu'on eura 
+ = e 
118, ——— = hr, 
Bom Bas 
car on tire ee de zt si Pon écrit — 7 au Heu de + /; done en aura 
Sa rs X 


aussi la valeur de —— si l'on écrit — au lieu de +2 dans x TÀi, 
T | 





v 
yaleur i x ae Gu. 


Par la méme raison, si l'on suppose 
.119, iz) = Ld Ù pdt? N= E 
on aura 4 
120, (——) — $— 13, T= p—gi, Me pri 
Substituons les expressions (117. — 120.) dans les deux termes de 
l'expression ""w.(113.) correspondants aux deux racines z, et x,, nous aurons 
@+agi ele Yah (p—~ qi) (# — di) 
(urine) ar) dei) 
= PF equi prit qv) (0s IM —exi 4-52) + (pe —ngi--vpi-- vg) (dx —32; -d-exi-I-eA) 
(p? 92) (02 2?) AU — 
_ (put qu pi HH purer) 
EEE CURE Y Sa 
121^ == pu») X dureh) —2 (qi — py) (8À—22) | 
9°) (0? 4-6*) x : 



































et cela est une quantité reelle. 
On trouvera également des quantites réelles en combinant par cou« 
ples les autres termes de l'expression (113.) correspondants aux racines 
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correspondantes, et si le nombre des râcines est impair, une racine au 
moins est, comme on sait, nécessairement réelle. 

Donc la quantité "7: (113.) est toujours nécessairement réelle et | 
la même chose a lieu pour les numérateurs des fractions partielles suivanies. 

VIII. Mais quoique l'expression de rly (113.) puisse, comme nous 
venons de voir, étre toujours transformée en une autre de la forme (121.) 
qui n'esí composée que de quantités réelles, on n'est pas néanmoins dis- 
pensé du calcui des racines de l'équation y = 0 elles mêmes, car il faut 
connoître ces racines pour calculer les quantités p, 9, fy V, % À 0, & 

IX. Nous n'appliquerons pas les formules de la méthode présente 
à nos deux exemples, parceque dans le cas r= 1 elles coincident pariai- 
jement avec celles de la seconde méthode et parceque dans les autres cas 
où r>1 elles exigent toujours le calcul des racines de l'équation y = 0; 
lequel est embarrassant. 

(La suite dans le cabier prochain) . 
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19. 
Note sur l'intégration de la fonction 
(Par Mr. R, Lobatto à la Haye, ) 


Oz 
a + b.cos <° 


L'objet de cette note n'est que de ss voir, que l'on peut parvenir 
aux deux intégrales de la fonction —— zr. D zz» dune maniére plus expé- 


ditive que celle indiquée par Mr. Lacroix, dans son Zraite de calc. diff. 
et intégr. Tom. Ii. pag. 106. Ces sortes de simplifications pouvant quel- 
que fois être utiles aux progrès de l'analyse, l'on me pardonnera de reve- 
nir ici sur une intégrale connue, | 


En mettant la fonction dont iij s’agit sous la forme 
Oz Oz 


ee ae ee TE TST, Cope re ae Tem ee 
a (sin? 1z -]- cos? 1 z)-- (cos? 1 x —s1n? 3) (a+b) cos? Ez 4- (a —b)sin* zz 


L'intégrale 





Mone uc oP te Sl Se fk Sten Se 
a+bcosz  — a- p -(a— 0) tang? Ez 32° Pape 14-2 . 


—— 2 ang? Iz 


LE 
Soit tang = Vez E =). tangiz, on aura O.tangiz = (ES): 9 tang Q, 


donc 


f ean 2 fee ng 
a+bcosz  y(a?—b-)J I+tang’p = T5 = (ap) ere oo] ESS 

















; . , bee 9 I 1— 2? 
or, puisqu'en général 2 arctang = x —arc tang = = —= arc cos = ite? 
et Ve a--b—-(a—hb) tang? E 
lintégrale se changera en TES arc cos (zt YET Y T Um 
1 (a+b)cos” $z—(a--b)sin^j ( bM ies 
y (a? Een nés (a+b}cos” 3z+(a-—b)sin? i Ya (a? —b?) OC edv dam a+beos 27° 


Cette dernière intégrale suppose ¢ > 5 à si. mi avait au contraire ba, 
on mettrait | 
decer pr ORAN QE tang P 1 zn logo ES EY etes), 
a+bcosz 7b: —a*) — V(b? —a?) 03 1—y—1.tangq vb» a?) > (b4-a)—y (B—a tang 4:4 ' 


On peut simplifier encore cette expression, en posant v — cosa, ce qui 
33 * 





az 


‘ : eed os , PO GC ALS 
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dome VO) = rie) = 05 done 


a—z 
2 petes e 1-tang tang: cos ( 5 ) 
late 7 bsinæ 9 } rae! o8 (cos E S ; 





E e 





ere jg 





ol u 


a étant égal à | Tare dont le cosinus me 


Void encore un moyen plus direct pour parvenir à cette dernière 
intégrale. L'emploi de l'arc auxiliaire «, change la fonction à intégrer en 


z 
1 PLUS aye 9% 

—Ld Bee SL RE d 
du cos & + cos z b cos (FE) cos ( z, 


Y eher h unà sin(p-1- 4) 
Or, l'on a-en pus tang p + tango = eee. done 


- 


=) + tang (IE) — de etd 


| | o (AE) os (8273) 
Fus uu ang(t 


+z) Oz fer zi 
z )- S + rang ( 2 ). ae 
Si l'on se rappelle maintenant que à log cos = — tang Q0@, on en con- 


D : 
elura de suite (4—z 
Oz Mi (> ) 1 


— —- - lo —— y 
ED es le) À ‘she? 





fang (eu 





ainsi que nous l'avons trouvé ci-dessus, 
Chacune Sa deux intégrales disparait pour la valeur de z —0; si 


; à i b 
l'on prs em, ‚la première donnera Ver) are! ( cos = 5); et la 
seconde + log tang (45+ z) Ces deux valeurs devant ótre identiques, 


il en résultera > aprés avoir remplacé c par sa valeur 5 cos&, la relation 
log. tang (45° + = 2)- cdi : j are (cos: — se02). 


Yl ne sera pas inutile de faire remarquer encore, comment on peut 
obtenir par ce qui précède l'intégrale définie de Ia fonction log (a +-cosz) 02. 


En effet on a 


flosteieoss tem f f 2 = fou fe = foe pue 


a+ cosz 
Prenant de part et d'autre l'intégrale entre fe limites z— 0 et z — 7, on 


f-ouve immédiatement 
Z == E u LI TT à a Gn. 
di) l'log(a + cosx) ax pe TD = log + V (a*— 15). 


Ce a à ee CAO nn ~~ 
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20. 


Mémoire sur la théorie des nombres. 
(Suite du mémoire No. 3. et 14. des cahiers précédents, } 


(Par Mr. G. Libri de Florence.) 


— 








T°, Supposons que z=ap-+1, soit un nombre premier quelconque, 
et que l'on élève. successivement à la puissance @ tous les nombres 
; 1,02, Is 00 00.0 723 
si l'on divise touies ces puissances par 7, on obtiendra p résidus du degré 
a, differens entre eux et plus petits que 7, qui seront chacun répéiés a 
fois. En appelani 
Ui aD arg th ewe o © 1d, peck en 

les résidus trouvés de cette manière, et en multipiiant l'un quelconque a. 
de ces résidus par la suite des puissances 

| 15, f, 35, (pa)’s 
on obtiendra de nouveau, après avoir divisé par 7, la série des nombres 

L^ Buy Bay Asp eee EE 

disposés dans un ordre quelconque et répétés chacun a fois; et par consó- 
quent Pon aura: 




















9o zer xen 2 x et 2 u=pF1 ut 
Be = X cos =i+te i cos $ 
xo 7n x=o ; 

x-n . Qa,xtn en , ax pt. Da, 
= sin— — = sin = (9 L sin——. 
x=0 n xo n LI 


2. Sià présent l'on óte les p nombres | 
Guy sy Gr see e Bry eere 
de la série des nombres 
1,2, 3, econ CPS 
et que l'on prenne un nombre quelconque b, parmi les (a— 1)p nombres 
qui restent, on 1 aüra, en multipliant b, successivement par toutes les puissances 
1^, 27, 9", 000. (pay, 

et divisant gen produit par 7, un nombre p de restes divers entré eux 
et plus petits que z, répétés chacun a fois et qui seront tous différens 


des nombres : 
Ay,» dus 85, CEE ars 66° a, + 


Si Fon appelle i: ; 
b,; b,, b;, ces b,, ee b,, 
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ces nouveaux restes, en multipliant l'un queiconque d'entre eux b,, suce 
cessivement par toutes les puissances 
17, 25 a e€2089 (pa); 

on aura de nouveau les nombres 

b,, b,, bi, eece D ee se b,, 
disposés dans un ordre quelconque et répétés chacun a fois: de manière 
que l'on obtiendra 

TED SD bp act ge 2b,5x 

08 — = 1 4 i 2 es — $ 
er 92 b. 7t ussp-+s 6, vr 
= sin = a X sin-——. 


x0 n Het A 
3, On pourrait de même obtenir les séries 








x=0 


Cyy C, 5 €5 5 veo Cr» eo et €,5 
d, » d,s (9 epee d,, ecco jj 


we 


e. e. e. e 7 * ° e . e 
ri, D'inysss seno Doa Pa ec Dos 
toutes composées de p termes difiérens, et qui jouissent de propriétés 
analogues aux séries 
Ds os 035 eec A3 es dj 
b,, Dis Do 0000 Dr; eve D, 
et le nombre de toutes ces séries serait égal à a; de maniere qu'en réu- 
nissant ies ombres qui ies composent, on aurait de nouveau tous les nombres 
1, 2, 3, 000. Op. 
4°, Il serait aisé de emm que parmi les a séries que nous 
avons trouvées, il en existe un nombre 5 (qui est égal au nombre des 
nombres entiers plus petits que @, et qui n'ont pas de commun diviseur 
avec. a) de la forme 
€,, Cog €55, cove Cry coc €55 


1 fc 5; ee. £4 PEN f; 


p? 
* © $6 9 ^? 9 ee + etc. ; 


qui jouissent de cette propriété, qu'en multipliant un terme quelconque e, 
d'une de ces séries, par tous les autres termes de la méme suite, on eura 
l'une des @ séries que nous avons trouvées précédemment; puis en multi- 
pliant par ej, la màme série, on aura une autre de ces séries, et ainsi 
de suite jusqu' à . wais cette proposition est taut a fait étrangére aux 
recherches suivai: . 

Mainter. ., si lon fait, pour abréger, 
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14a E (cos = JU MED = i-+aA; 
1 +a © (cos 2 sg eee ==) = 1 cB; 

* taf. * e e . 9 * see » * e . e. 
i+e E" (cos 20 —- + (1) sin T) = 1+0R; 


et que l'on considére la congrueace 
x? -+-1=0 (mod. 2), 
on sait que le nombre N, de ses solutions entières, positives et moindres 
que 2, est exprimé par l'équation 
AN, = TI. (cos 2y (x* + 1)—- JY (— 1) sia2 y (x + 1)—) 
y=0 x-o 

qui se réduira à l'autre 

nN, = n4- À(1 3- e À) --B(1--aB) .... 4- R(1g- aR); 
en distribuant les nombres 1, 2, 3, +... cp, en groupes, comme nous 
l'avons indiqué proesdemurente 

Si l'on cherche à présent le nombre N, des solutions entières, poe 
sitives et moindres que 7, de la congruence à deux ineonnues 
| at +u+1=0 (mod. 2), 
on aura l'équation 


nN, = EE OE (oos2y(x+ ui) + (—A)sin2y (eut 1) À), 


y=0 RUE 
qui se réduira à l'autre 
aN, = n 4+ A(L+ aAY +B(t +B)... +R(1 +R). 
De méme en cherchant le nombre N, des solutions entières, posi- 
tives et moindres que 7, de la congruence à trois inconnues 
x? +u + v*-+1 = 0 (mod, 7), 
on aura une équation de la forme 
nN, = P+A(1+aAP+BAi + cByY ... +R +R); 
et ainsi de suite Jusqu'à la congruence (qui renferme a —1 inconnues) 
2 Hu La z es +1 = O0 (mod.r) 
dont le nombre N, , des solutions comprises entre zéro et 2, fournira 
l'équation 
nN,, = n --A(14-6AY3 + B(1 + aBY7 .... 4- R(1 RY. 
De cette manière on obtiendra un nombre «—1 d'équations, qui 
étant combinées aveo l'équation connue 
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LLA+B....--R =, 
serviront à déterminer, par Pélimination, les valeurs des @ inconnues 


A, B, one. R, 
en css des nombres 


nj 0, N7, N25 ere None 

Au lieu d'effectuer cette élimination, il sera plus commode de cher- 

cher une équation : 
43, Le sty ttt gt aces 0s = 03 
dont les @ racines soient les quantités 
A, B, «s^» R$ | 

et les coefficiens de cette équation se détermineront avec la plus A de 
facilité; puisqu'on déduit des équations que nous ayons trouvées 


À 4. 8 292% B Som mm À 5 


% vemm 


a 1! 2 1 n nN, — NM À 
A’ ae B sess En R= — st 


& 
am, de | na N,—9nN,—(n—1)* 
AS ie iy sec d n* x ER 


et ainsi de suite pour les autres sommes des diverses puissances des ra» 
cines de Péquation (43.). Maintenant les quantités 
A, B, ecee Ri, - 
sont les diverses racinos de l'équation (43.); et si l'on suppose que Pon a 
résolu complètement cette équation, on aura une racine 3 == À; et pars 
tant en fesant 
Fi cos =" — + Y(—1) si ——, 


on obtiendra 


NR crie = A 


X, = tt a oe + X P—À = 0 
aura p racines communes ayeo l'autre 


et l'équation 


X = D. "s | 
Donc en cherchant le plus grand commun diviseur entre X et X,, on 
trouvera une équation du degré p qui aura pour racines les quantités 


rs, T. calis 
et qui sera de la forme 


ds AP sas tar... +1=0, 
Pour trouver les autres facteurs de X = 0, l'on prendra ‘a racine z= B, 
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de l'équation (43.) et on fera 
rir re = B; 
puis l'on cherchera une transformée de l'équation X= 0, telle que ses 
racines soient la somme de p —1 racines de X == O, prises négativement 
et augméntées de la quantité B; alors en appellant .X, — 0, cette trans. 
formée, il est clair qu'elle aura p racines communes avec l'équation X—0; 
et en cherchant le plus grand commun diviseur entre X, — 0; et X — 0, 
on aura une équation du degré p, qui aura pour racines 
x = pui x = ra; 0 Sa PP. 

On voit comment l'on pourra trouver, par une procédé analogue à 
celui dont nous venons de faire usage, les autres facteurs de l'équation 
X — 0. On obtiendra de cette manière a équations du degré p qui étant 
multipliées entre elles, donneront de nouveau l'équation X — 0. On peut 
encore observer qu'ayant trouvé l'équation X, = O, les autres facteurs du 
degré p, de l'équation .X — 0, se formeront en changeant A, en B, dans 
tous les coefficiens de .X,—— 0; et ainsi de suite, Partant, étant donnée 
l'équation 





a" —41 
BETT Eve 0, 


dans laquelle 7 — a p + 1, est un nombre premier quelconque, on pourra 
toujours la décomposer en a équations du degré p, au moyen d'une équa- 
tion du degré a. : 

Lorsque a et p, sont deux nombres premiers, l'analyse précédente 
suffit pour trouver tous les facteurs de l'équation 2^— 1 — 0; mais si 
a est un nombre premier, et p est un nombre composé, en supposant 
p=bed....t (les nombres à, c, d, .... f, étant tous les facteurs pre- 
miers de p, égaux ou inégaux entre eux) on trouvera d'abord les équations 

LAB... LR: 0; 
nN, = n +A(i+aA) +B(1+aB) sc. +R +aR) : 
AN, = n° + AM + aA) + B(1 +aB}....+ R(1-- «Ry; 


* . „® e e [4 
ANR All +aA) + B(1 ta)... E R(1 bak 
d'où l'on déduira, comine auparavant, l'autre équation 
— LASER... +o, = 0: 
qui fournira les valeurs de 
À, B, e@ees R; 
Creiles Journal d. M. Bd. IX. Hfi.3 34 
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puis lon cherchera les valeurs de 
Ns Nas INS Noy e Na, 
en exprimant en général par JV, le nombre des solutions entières, posi- 
tives et moindres ee 4, de la congruence à g inconnues de la forme 
x? txt? put... Ed mm 0 (mod. 2); 


et l'on aura les équations 


nmn € E (cos2y (a + — + V C D sin2y ^ 07 =); 


yuri x=o 


nN REED ES (cos 2y (a?-+ = 241) Y CH iex c^ pe EOS 


nNa amat E E ee. E... (costy (a^ s en E) + V C—1)sin2 y (x^ +z zt VP HE = an 


yok X=0 2220 


° r e e e e. + e e. e “ e * e * e * e e e e e . e. . 


severe 
yc 20.220 v=0 
En dé composant en plusieurs séries les nombres 
1, 2, 3, son. nj 
et en classant les résidus et les non-résidus de l'ordre ab, par rapport 
au nombre 2, comme nous lavons déjà fait relativement aux résidus et 
aux non-résidus de l'ordre a, on pourra donner aux équations précédentes 
la forme suivante 
1 + 4, + doser 1. A,\ 
+ Bl +R... + EM. di 
TR 3 


n gi em qu. 
n + A, abd) + A e 205) e oe ab 45) 
B, (1-24 B) 4- B4 4:65 B3). ehem) 
/ 


+ B,(1 4-45 B; + B,(1 -- a6 Bj... +B, (12-05 By) 


€ e * . LÀ e v 


Md LR iL ab B) + AU-p ab R) core RO -tebB) 
zi SUPERVENIT 1 


LR Gras "NUT ook, d B ab RS. 

ati ge p pua y* T4 4,(1+ cb À "I 

AN TB 1-- cb B, 7 --B4 4-26 B.) 3... BL -fab By) 
t'ab-—i = f 


\ +R HER ER (GDS RU wid ic: : 


JL À 
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Il est clair qu'à l'aide de ces équations Ton pourrait former l'équation 
PATES ES x Mee oy à == 0, 
de la même manière que nous avons dejà formé I équation Z= 0. Cette 
équation Z, = 0, aura pour racines toutes les quantités | 
di, Les Ass ce. As; 
Bs SHOE is Bis 
Hog e dde. Ri; 
et il faut observer que l'on aura | 
À, + 4,+ 4,....+4, = A; 
BL+ B,+B;....+8, = B; 


4 e LJ * > e. se LÀ s * 


hi, +f, +R... +R, = R: 

les quantités A, B, .... R, étant les racines de l'équation Z — 0. 

Maintenant si l'on cherche une transformée de l'équation Z, = 0, 
telle qu'elle ait pour racines la somme de 5 — 1 racines de l'équation 
Z, — 0, prises négativement et augmentées de la quantité A: et si l'on 
appelle Z, — 0, cette transformée, il est clair qu'én cherchant le plus grand 
commun diviseur entre Z, — 0, et Z, — 0, on aura une équation de la forme 

\ Zehen a 0} 
qui aura pour racines les quantités 
Eqs URP P" 


* 


en | 
Si l'on fait à présent u == =, et que l'on exprime par 
Be. 


á &, , Qo Q5, eec Cry 
les u te différens que l’on obtient en divisant par 7 successivernent 
toutes les puissances 
b ‘ab Hab | " 
Tb ahs Drum e (n—1iy*; 
il est clair qu'en fesant toujours 
Àj 27 wine (i JE 
r == e093 — + /(— 1) sin — 
on obtiendra 
per ode pe or LL A 
D'où il résulte que Péquation 


3? 


€. ug a, 
up ....+ 2 dt, MUT 





aura 4 racines communes avec l'équation X — 
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on peut former d'autres équations semblables en prenant une autre série 
au lieu de la série @,, Gey ee) en écrivant l'une des quantités dis 
As, s^.» Az, au lieu de À, et en cherchant une transformée de Péqua- 
tion X == 0, comme nous l'avons fait précédemment, on aura enfin 5 équa~ 
tions semblables, qui serviront à déeomposer en facteurs l'équation X — 0. 
Nous n'avons considéré que les deux facteurs e, 4, du nombre n—1; 
mais on voit que pour les autres facteurs, il n'y aurait qu'à répéter les 
mêmes opérations; de manière qu'étant donnée l'équation 

x"—1 = 0, | 


dans laquelle n=a"h’c’...., on la résoudra cormlatenient à l'aide de 
um équations du degré a, de r équations du degré 5, et ainsi de suite. 


L'analyse précédente suffit pour montrer l'esprit de notre méthode: 
on voit quelle est trés- générale, et que pour étre appliquée ayx cas par- 
üculiers, elle n'exige pas la connaissance des racines primitives,  D'ail- 
leurs il est clair que pour résoudre l'équation w”-~i ==0, il m'est pas 
nécessaire de décomposer la série des nombres 1, 2, 3, .... n— 1, en 
plusieurs séries comme nous lavons fait, afin que Yon pit bien saisir le 
principe de notre théorie, En effet pour décomposer l'équation x"— 1 = 0, 
dans ses facteurs, il suffit de déterminer en nombres les valeurs de 

Nis Noyes ee NIS 

"ER Vs es Nip 

a cha vie 2 aye Geto 
ce que l'on pourra toujours faire à posteriori pour toute valeur numé- . 
rique de 7. ; 


Lorsqu'il s'agit de résoudre les congruences des degrés supérieurs 
au second, on rencontre beaucoup de difficulté; et l'on ne connait aucun 
théorème sur. les résidus cubiques, ou bicarrés., Nous allons montrer 
maintenant les premiers élémens de cette théorie, que nous traiterons 
avec plus de détail dans une autre occasion. 


On sait que la eongruence 
| = +1 =0 (mod. z), 
dans laquelle 2 est un nombre premier de la forme 6p+ 1, a toujours 


‘trois solutions entières, positives et moindres que 5, et partant on a par 
la formule (24.) 
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LT eee x y o4 7 Flo 4 oles! $3 Z5 
t+ (0082 (x +1; wo; + V (-—1) sim? 2 +1) À} 


van 


3nzE T e e © . re '.e e . a æ 9 e e e . e e * e e 
+ (cos? 2 (n—1) (a? +1) iu V—1 sin?'a —1)(x?-4- ))-) | 


Maiutenant si l'on décompose la série des nombres 
3 E ts 2, 3, eee n— 1, 
dans les trois séries 
Qi, 95 Q5» eevee Qs 


gd ben ats NT 

Cis Cog €39, v ee e Cops 
dont la premicre est la série des rósidus cubiques de 7, tandis que la se- 
soude se forme en prenant un nombre quelconque de la série 

45323 un co... H—1, 
qu ne soit pas compris ined la série des résidus cubiques de n, et aprés 
avoir multiplié ce nombre successivement par tous les résidus cubiques .de 
4, en divisant chaque produit par 2; ear les restes de ces divisions four- 


niront la série 
bis n bs, eevee bay 5 


et la troisième série sera composée des 2p nombres qui sont compris dans 


la série des nombres 
19A Dy Vive n— 1, 


sans être compris ni dans la première, ni dans la seconde série. A pré- 
sent l'équation que nous avons trouvée précédemment, pourra se mettre 
sous la forme | 


| "E (cos 7 pyra) sia 37 MT) (1--3 ^£ (eos Zi: nun ally eur 2) 
tn = HE (cos 2% +37 E (ess? ha V C4) sin 2hayy 
2 e, ft 


Ex EN cos ova + (1) sin ety 1-3 3 E. (cos 2er vis (—1)siu =) 


us) 



































et en posant, pour Mitis er trois équations 
nz2pdi, 2a Pau 
2 | (cos — Ze (1 )sin — a) = À, 

















E 2 b; 2 b, 7t 
foam 22 à Y (—1)sin —) EU, 
umi 5 pm 
Ww--2p4-i 2 c, ft 2 c, 7m : 
= (cos — — + W(— 0 sin — mi À ES C, 


ur 
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on obtiendra ^ue 
P 9n = A(12-3:4) 2- B(£--3 B) 4- C(1 -- 3 O5. 
Mais si l'on exprime par N, le nombre des solutions entières, positives 
et moindres que z, de la congruence | 
x +y +1 = 0 (mod.n), 
on trouvera | à 
nN, = n*4- AHSA) +B 3BY + C(4 +30); 
et si l'on combine ces deux derniéres équations, avec l'équation connue 
on aura l'équation * pons 
Z= pes 4 (am4-3—(4-2y4-92) = 0, 
qui aura pour racines les trois quantités 4, DB, C. 
On sait que lorsque 7 est un nombre premier de la forme 6p +1, 
l'équation 
: ! An = a + 275), 
pourra toujours être résolue en nombres entiers, mais n'admettra qu'une 
seule solution; de manière que le nombre z étant donné, o et & seront 
déterminés, et l'équation Z 2-0, pourra recevoir l'autre forme 
2 = dt e—(*e (en +140) = 9; 
et partant en égalant les coefficiens de ces deux équations Z — 0, on aura 
l'équation | 
N, = nta—2, 
qui exprime un rapport fort singulier entre JV, et a. 
Puisque 
| N, = n+a—2, | 
et que la valeur de a est comprise entre zéro et y (17— 27), le nombre 
N, ne pourra jamais avoir une valeur moindre que Y: | 
| nue VUL em qr 
et par conséquent le nombre JV, pourra augmenter indéfiniment ayec la 
valeur de a. Il résulte de là que passé une certaine limite, la congruence 
x 4- y) +1=0 (mod. 2), 
sera toujours résoluble sans faire ni x ni y, divisible par 7. 
Une autre conséquenoe assez importante que Pon déduit de l'ana- 
iyse précédente, c'est que lorsqu'on aura déterminé le nombre W, des so- 
lutions entières, positives et moindres que 7, de la congruence 
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sm +y +10 (mod.»), 
on trouvera le norabre /V; des solutions entières positives et moindres que 
2, de la congruence 
x?--5?-- 6) --1z:0 (mod.n), 
par les formules 
AN, = n + 4(14-3 4) + B(4 4-3 By + C(143-3Cy; 
A+B+C=S,; #@4+P4+C = §,; 
2+ B+OC= $8; A+B S,; 
S,+5,—( 3-)5, + as (@+ 29 —92—5 v, —3)5, = 0: 
les quantités S,, S,, #,, ayant été déjà déterminées lorsqu'on a formé 
l'équation Z — 0. En général étant donné le nombre JV,, on pourra dé- 
terminer le nombre des solutions d'une congruence du troisième degré, 
contenant un uombre quelconque d'inconnues et ayant des coefficiens quel- 
conques, pourvu qu'elle conserve le méme module 7. 
En íesant n — 7, on trouve e=1, /V,— 7—2-1-1— 6; et la 
congruence | 





a?--5?--1z:0 (mod. 7), 

aura toujours six solutions; ce qu'il est aisó de vérifier. 

Maintenant soit 2 un nombre premier de la forme 6p-H1, et tel 
que l'on ait l'équation 

4n = a + 27x", 

dans laquelle @ est un nombre entier connu, et x un nombre entier in- 
déterminé, mais tel qu'il satisfasse à la condition que z soit un nombre 
premier de la forme 6p-+1; il est clair que le nombre des solutions de 


la congruence ‘ | 
-+y’+1=0 (mod.z), 
sera toujours 2+0—2, indépendemment de la valeur de x. Ainsi lors- 
quil s'agit des congruences du troisième degré, il ne suffit plus, pour 
trouver le nombre de leurs solutions, de connaitre la forme linéaiàp des 
nombres premiers qui servent de module, mais il faut connaitre aussi Puy 
des nombres de la forme NIRE à laquelle ces modules peuvent se 
réduire; et l'on doit observer qu'à laide de la relation IR pia). 
on pourra toujours assigner la valeur de à de manière que JV, ait une 
valeur d’une forme donnée; quoiqu'il y ait certaines valeurs que JV, ne 
pourra jamais prendre: ainsi on ne pourra. jamais avoir les équations 
N,=n; N, = n—3; etc, 
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Si l'on exprime toujours par 4, D, C, les trois racines de l'équation 
Z —0, que nous avons trouvée précédemment, on pourra déterminer trois 
fonctions entières de x, que l'on exprimera par p, 9, 7, telles que lon ait 
toujours 


27X = (ER) = (p4-49 Br) (p - Bg - Cr) (p+ C7 +47) =0. 


Maintenant si l'on effectue les multiplications, et que l'on opére les réduc- 
tions nécessaires, on trouvera 


pr G4 0—5(n—br—ed 25r 07) 


g* 2 à 
—E (n— *—2(0 4-122) 
Zee Dun + m iio) 





+ (en Dey tie) 


— (a1) —n(n+i1+a)) 


en supposant toujours 4z:- 0*-- 27D". Ht cette EdnOROR oilrira le pre- 
mier exemple d'une forme cubique à trois inconnues à laquelle on pourra 
réduire un nombre premier queleenque z, de la ferme 5754-1. On voit 
que l'on pourrait faire : 


tam N+12—-n; kb = ei: DEL 


dans la formule précédente, et elle prendrait alors une autre iorme, 


L'analyse que nous venons d'exposer fournit le théorème suivant. 
Lorsque #41 est un nombre premier quelconque, et. que 7 est un nom- 
bre premier de la forme 6p-+-1, la congruence du troisième degré à 
deux inconnues 


z-—zx(uti)— 3 (m-Ayie—(Q2)u br 4) —5 — = (a1) "—n(ni +a) 
oh 13 (eim (n-+t) ubi SUA EMO 
D 9 3 


/:::0 {mod, nf+1), 


ee ——— 


x e ee. m” 
rn 


| a B ae MN a) 


— Ste} —n(n4-1332)) 


sera toujours résoluble. 
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On pourrait déduire de ce théorème, de la relation /V, == » 3: a —2, 
et de quelques autres propositions que nous omettons ici, un grand nombre 
de propriétés nouvelles. des résidus cubiques des nombres premiers qui ont 


la forme 6p-1-1: mais nous ne pouvons pas les exposer dans ce mémoire. 


Cependant nous ferons observer que puisque l'on a toujours a*— 4 7, 
l'équation, que nous avons déjà trouvée, 


Z= AL (525 (932—1) = 0, 


tombera dans le cas irréductible, et que par conséquent ses trois racines, 
que nous avons nommées 4, B, C, seront toujours réelles; d'où il résulte 
que lorsque c est un nombre entier quelconque, est que 7 est un nombre 
premier de la iorme 6p--1, on aura toujours l'équation 


Aaa Ooo? 





2 SIn-—- — oS 0. 
x==0 n 
On trouvera de méme en général 
rM. up amo 
2 sin-— EU. 


*—0 
toutes les fois que 72 sera un nombre impeir, et que 7 sera un nombre 
premier; c étant d'ailleurs un nombre entier quelconque. 


Supposons maintenant que 2 soit un nombre premier de la forme 
8: --1; on sait que l'on pourra toujours résoudre l'équation 
n == a? -- 100’, 
et qu'elle n'aura qu'une seule solution. Si l'on cherche le nombre des 
solutions entiéres, positives et moindres que 7, des congruences 
x*-|-1==0 (mod.z), x*d-y*4-1-0 (mod.2), + y*-pu*-1-1 =0 (mod. 2), 
on sait que la première de ces trois congruences aura quatre solutions, 
que la seconde en aura un nombre JV,, et que la troisième en aura un 
nombre /V,; JV, et V;, étant deux nombres entiers inconnus, A présent 
si l'on décompose la série des nombres 
199259. 152 «Ure; 
en quatre séries, de la même manière que nous avons décomposé la suite 
ET a wed 
en trois séries, quand il s'agissait des congruences du troisième degré, on 
aura, aprés ies réductions convenables, les équations 
1+4+B+C+HD = 0; 1 
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Hu =n AQ AA) + B H-4B) 4-C(14-40) + D(14- 4D), 
n N,-—n -EAQ-M AY A BM EB 4-C(1 3-4 C? 2D 4-4 D, 
nN, = AU HE Ay EA ee P C(14-4€Cy4-D(1 PART 
qui serviront à former l'autre équafion 
ZT= É+E-3me + G(N,)z + FN, N;) = 0, 
qui aura pour racines les quatre quantités 
NA; BC, 
et dans laquelle le coefficient Q(JN;) exprime une fonction de N,, et le 
coefficient F(N,, IN.) représente une fonction de N, et N,; fonctions qu'il 
sera trés facile de déterminer en effectuant le calcul. Mais comme l'on 
a aussi par l'équation — — 
n == c + 160’, 
l'autre équation 


= + 2 me (4m rm EE), tim? rt) no, 


on trouvera d’abord, en égalant ces deux équations Z = 0, une équation 
entre N, et 2, et puis une autre équation entre N, et a, ce qui donnera 
une équation entre N, et N,; d’où il résulte que lorsqu'on connait le nom- 
bre des solutions de Ja congruence à deux inconnues 
x^ --y*--1 =0 (mod. 7), 

on aura tout de suite le nombre des solutions dela congruence a trois inconnues 

x*-d-y'--u*--1 = 0 (mod. nr), 
et par suite le nombre des solutions d'une congruence du quatriéme degré, 
contenant un nombre quelconque d'inconnues, pourvu que le module 7 
soit toujours un nombre premier de la forme 877 - 1. On aurait pu 
établir @ priori le rapport qui existe entre N, et N,, en observant que 
dans les quatre équations qui nous ont servi à déterminer les coefficiens 
de l'équation 

Z = 2! 3— 3m + O(N,)z + F(N,, N) = 0, 

on, peut négliger la dernière équation qui contient JV, puisque la prec 
miére équation 





14-44 B-EC4- D = 
peut se décomposer UT les deux BUT EST m d 


Uné Wer. seinbláble pourra v'élfbdducs: chaque fois que le 
degré. de la congruence que l'on considére ne sera pas un nombre pre- 
mier; et l'on voit que dans le cas actuel l'équation Z = 0, pourra se dé- 
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composer en deux équations du second degré, dont les coefficiens ne 
contiendront d'autre radical que y^. ; 

En effectuant les calculs: que nous n'avons fait qu'indiquer, on trous 
verait (par la comparaison des deux équations du quatriéme degré Z E053 
que nous avons trouvées précédemment) la relation 


N, =n+6a—3; 


en indiquant toujours par JV, le nombre des solutions entières, positives 
et moindres que 7, de la congruence | | 
"+y'+1=0 (mod.n); 
et par c le nombre entier qui est donné par l'équation 7 = a L 16 5°, 
Il résulte de ce qui précède qu'au delà d'une certaine limite, JV, ira tou- 
jours en croissant. Et en général on pourrait démontrer qu'étant donnée 
la congruence à deux inconnues 
a! + y"+1=0 (mod, p), 
dans laquelle p est un nombre premier quelconque, on pourra toujours 
assigner une limite de p telle, que passé cette limite le nombre des solu- 
. tions de cette congruence ira toujours en augmentant. Ce théorème n'est 
pas sans importance pour parvenir à la déinonstration de l'impossibilité 
de résoudre l'équation | 
n" d; =e | | 
en nombres entiers. Car il prouve que l'on tenterait envain de démon- 
trer cette impossibilité, en voulant établir que si cette équation était ré- 
soluble, l'une des inconnues serait diyisible par un nombre infini de nom- 
bres premiers, Nous faisons cette observation , parceque nous avons moe 
tif de croire que plusieurs analystes on tenté ce genre de démonstration, et 
puis parceque nous avons vu qu'un géomètre distingué, n'a pu démontrer 
dans aucun cas le théorème que nous avons découvert, et dont nous avons 
démontré par une méthode particuliére les -deux premiers cas, 

Ce que nous venons de dire sur les congruences du troísióme et 
du quatriéme degré, ne renferme que les premiers élémens d'une théorie 
trés-étendue sur les congruences de tous les degrés , théorie que nous 
exposerons dans une autre occasion; et nous donnerons ici l'énoncé d'un 
théoréme général sur les congruences de tous les degrós; ce théoróme 
est le suiyant. 

On peut toujours résoudre la congruence 

x" +a,y" +4,2"....+ 4, = 0 (mod, p), 
soe 
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qui renferme 7 inconnues et qui est da degré 7; le module p étant d'ail- 
leurs un nombre premier quelconque, et les coefficiens 
Gy Gey io > + Any 
était des nombres entiers quelconques non divisibles par p. 
On voit que ce théoréme renferme comme cas particuliers les deux 


congruences 
ax +b =0 (mod. p), 


say? +b = 0 (mod. P) 
qui peuvent toujours se résoudre, lorsque le nombre premier p ne divise 
ni © ni 5. 

On passerait des congruences aux équations indéterminées, en ob- 
servant qu'étant proposé de résoudre en nombres entiers l'équation à plu- 
sieurs inconnues 

Q(x, y, 2, +--+ ete.) = 0, 
elle pourra se réduire à la congcuence 
Q(x, y, % .... etc.) = 0 (mod. u), 

dans laquelle le module z est un nombre entier indéterminé, ou méme 
une fonction quelconque des inconnues z, 55 +++: % etc. On peut ré 
soudre par cette méthode plusieurs équations indéterminées, et même on 
peut trouver avec facilité les facteurs rationnels d'une équation numé- 
rique à une seule inconnue, pourvu que lon détermine convenablement 
ta forme de la fonction représentée par v. Mais cette méthode exige de 
longs développemens qui ne sauraient trouver place dans ce mémoire. 


A ET : - 
Tous les résultats obtenus dans ce mémoire, se trouvent exposés dans deux mé- 
Dites présentés . : 
moires préseniés en 1823, et en 1825 à l'Académie Royale des sciences de Paris. 
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Mémoire sur la résolution de quelques équations 
indéterminées. 
(Par Mr. G. Libri de Florence.) 


Introduction. 

li existe un grand nombre d'équations indéterminées qui n'admettent qu'un 
petit nombre de solutions entières: mais quoique dans ce cas le problème 
devienne beaucoup moins compliqué, que lorsque le nombre des solutions 
est infini, les góoméires n'ont pas cherché à résoudre par une méthode 
spéciale le cas le pius simple, comme il paraissait naturel de le tenter. 
En généralisant une méthode que nous avons publiée pour la première 
fois en 1820, nous sommes parvenus à résoudre complètement un grand 
nombre d'équations iudéterminées, algébriques ou transcendantes, de tous 
les degrés, contenant deux ou un pius grand nombre d’ineonnues. 

Lorsqu'on doit résoudre en nombres entiers une équation à plu- 
sieurs inconnues, si l'on peut trouver des fonctions de ces inconnues, tel- 
les que ces fonctions doivent toujours être comprises entre deux limites 
numériques données, quelle que soit la valeur que l'on attribue aux varia- 
bles, il sera toujours possible de réduire l'équation proposée à une autre 
équation, dans laquelle ie noinbre des inconnues sera égal au nombre des 
inconnues de l'équation proposée, moins le nombre des fonctions dont on 
aura déterminé les limites. Ainsi lorsque le nombre de ces fonctions, 
augmenté de l'unité, sera égal au nombre des inconnues de l'équation pro- 
posée, on aura résolu complètement le problème. 

Dans le mémoire publié en 1820, nous avons traité aussi des for- 
ines cubiques et de celles du quatrième degré, qui se reproduisent lors- 
qu'elles sont wnultiplides par des formes semblables. Maintenant nous re- 
prenons la meins matière en Paugmentant considérablement, et nous par- 
venons à démonirer qu'un nombre quelconque rationnel positif, est fou- 
jours la somine de quatre cubes positiis en nombres rationnels, Kuün nous 
résolvous daus ce mémoire, une classe assez étendue d'équations indétermi- 
nées de íous ies degrés, dont Lagrange avait considéré les plus simples. 
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Analyse. 


Soit proposé de résoudre en nombres entiers l'équation à deux 
inconnucs 
Also £ AP y" E (0 y) E Fa y) eee end Yoo 
| cee FEY YER (y) T7 
dans laquelle F, , (v, y) représente en général un polynome homogene 
en v et y, du degré z — m, à coefficiens rationnels, On pourra d'abord 
supposer que tous les coefficiens sont entiers, et que l'on cherche seule- 
ment les solutions entières et positives; car tous les autres cas se rappore 
tent à celui-ci, en réduisant les fractions au méme dénominateur, et en 
changeant les signes des variables lorsque cela est nécessaire, Puis on 
mettra l'équation proposée sous la forme 
Ab v^ + Bu Hu (a+ by) + v7? (a, 4-0, y+e, y?) | 
re PU (Oy + 52 7 Ley 7 cece vs s*l-Pu yn UD f 
La4gy-LGyUrEHymM...MTS5y4- 72-09] 
et en multipliant tous les termes de cette équation par 9” 5", et en fesant 
gy =z, bv=x, on la transformera dans la suivante . 
Ab"g "a? 4+ Bo" ba? bx a" (ag" 4-57? z)- LE (a, g' +, 97! z-l-c, 9” 22) 
ene d] D la PEO goes FP mG?) AD G" gl” ae a 
dans laquelle les coefficiens de x” et de ^, seront égaux: si à présent l'on 
suppose c 7»z, et que l'on fasse x — z 4- v, on aura, en développant, 
ADP (Hua) BE (suy EE (ag? bg) (s uy? 
| pice Got ae secte Oe e Zu 
Maintenant le premier terme de cette équation, est un polynome 
homogène du degré z, en z et u, ayant tous ses coefficiens positifs; et 
tous les autres termes sont teis, que les mêmes puissances de 2, qui dans 
le premier terme sont multiplices par des puissances données de u, seront 
multipliées dans les autres termes par des puissances moindres de u. De 
sorte que l'on pourra toujours trouver nne valeur entière et positive de 
u= L, telle qu'en fesant u — L 40, (0 étant un nombre quelconque 
positif) tous les coefficiens de z, dans l'équation (44.), restent toujours 
positifs; et comme par supposition z ne peut avoir que des valeurs posi- 
tives, l'équation (44.) dans laquelle on a fait u>>L, ne saurait subsister. 
Par conséquent on devra faire 
pomum AU Lx oie eens 


TE 


a 
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et en substituant successivement ces valeurs dans l'équation (44.) on aura 
une série de L + 1 équations à une seule inconnue, dont les facteurs ra 
tionnels, s'il en existe, fourniront toutes les valeurs positives de.z qui 
résolvent l'équation (44.). | 

Nous avons supposé »7»2, si lon avait au contraire z>x, on 
ferait z —x-l-2,, et l'on obtiendrait la limite de u, de la même manière 
que l'on a trouvé la limite de wu. 

De cette manière nous avons trouvé toutes les solutions entières 
et positives de l'équation proposée: pour trouver les solutions entières 
et négatives, l'on n'aurait quà changez les signes des variables, .comme 
nous l'avons déjà indiqué, 

Soit proposée l'équation à deux inconnues 

f(x, y) F(x, y) = Fx, y), 
on pourra toujours en avoir toutes les solutions entiéres et positives, lors- 
que les trois fonctions | 
| JG, y) F(a, 3y)s! Fm, y) 
étant rationnelles et entières, les signes des termes qui contiennent les 
plus grandes puissances de x et de y dans le polynome f(x, y) seront 
tous égaux, et que les exposans de ces puissances ne seront pas moindres 
que ceux des puissances les plus élevées contenues dans le polynome 
Fa y); et on aura de méme toutes les solutions entières et négatives, lors- 
qu'en changeant les signes des inconnues, les puissances les plus élevées 
de x et de y, comprises dans le polynome f(x, y), seront toutes du 
méme signe; ou du moins pourront se réduire, à l'aide de quelque artifice 
de calcul, à n'avoir que le méme signe. En effet, en fesant 

DIES LU; A Nan "nha 
la fonction f(x, y), se réduira aisément à avoir tous ses termes du même 
signe, et l'on déterminera les limites de u et de £, qui deviendront de 
cette manière des coefficiens numériques: alors on pourra trouver un 
nombre entier et positif 4, tel que l'on ait toujours, pour des valeurs en- 
tières et positives des inconnues, en prenant f(x,, y.) avec tous les termes 


positifs, l'inégalité 

Ara, y) > Fi (n, y) f 
(7 étant une quantité positive quelconque) et l'on pourra toujours déter- 
miner un autre nombre entier B tel que l'on ait (pour des valeurs en- 
tières et positives des inconnues, et en r'»enant encore la fonction f(x, y,) po« 
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sitivement) l'inégalité 
(B— rn) fle, y) te IF, (x, 9 Yı)3 
d'où il résulte que F,(x,, y,), ne pourra avoir qu'un nombre limité de 
valeurs comprises entre B et 4; de manière qu'en fesant successivement 
F(x,,y)m B, FQ, y) = B+1, +e Fes y = 4, 

on aura un nombre A—B-+ 1 d'équations qui, étant -combiuées avec 
l'équation proposée, fourniront par l'élimination un nombre égal d'équa- 
tions à une seule inconnue, d'oà l'on tirera toutes les solutions de l'équa- 
tion proposée. 

Il est facile d'appliquer ce principe aux équations contenant plus 
de deux inconnues, de ia forme | 
f (any y 2 ete) f ns yy etc.) a oes Sy (ay y, Zp e ete) m F(x, 7, By 00 eto.), 
pourvu que le nombre des facteurs qui composent le premier membre 
soit égal au moins au nombre des inconnues; et l'on voit que ia forme 


TS JAEN Fs 


peut étre algébrique ou transcendante. 


des fonctions 


. 4 2 q . * 
Soit proposé, par exemple, de trouver toutes les solutions entières 
et positives de l'équation traascondaute 
Yun EUER pee 
ay (ey ) = 2% , 
F e ^ * E 
que l'on pourra réduire à la forme suivante 


y? 


| L 
(x —y) e  ylogz- 75 (log x) 123 (log xy ....4- etc.) odas 
‘| est évident que les deux inégalités 

Te a*— y! 7» 1d, 
ne pourront pas subsister ensemble, parceque si elles pouvaient exister en 
même tems, le premier membre de cette équation serait toujours plus 
grand que le second, tant que les nombres x et y resteraient positifs. Alors 
il faudra que l'on ait l'une des équations 





a— — " —1 € 2 Ce 
m0, 2=1, —2; x'—yt0, sz'—ytzl1, 

ai eo cn t en RR 
—yP=2, X —y 4, ya, 2 y=95, y = 6, 


gp, pes, a—yt9), Poy = 10, y = 1. 
Mais les équations : 
x*-— y*-É2, xt—»yt- 6, x*—»y*- 10, 
ne peuvent avoir aucune solution entière; et parmi les 12 équatións qui 
restent, il n'y a que les deux équations x = 0, a^ — y? — 0, qui étant 
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combinées avec l'équation proposée servent à la résoudre: on déduit de 
là que l'équation | 
2 (a3 — y?) = 2y%, 

ne peut se résoudre en nombres entiers et positifs, qu'en fesant x = 0, 

— 0. On pourrait, de la méme manière trouver: les solutions entiéres 
et négatives de l'équation proposée, 

L’équation 
Ab" x” uf yu E, .(x, y) + Fy. (x, Yo. + TZ, 
qui est semblable à celle que nous avons déjà considérée, peut se résoudre 
assez facilement par la méthode que nous venons d'exposer; car cette 
équation peut se réduire à la forme 
Je) FN = Fin, y), 
en fesant | 
I’ (xe, y) = 4(bx—9y); Say) = ba bnt anmtey à gi; 
B(x, y) = Ke, y) +B (yy) eee ef T5 
et on pourra de cette maniére trouver toutes les solutions entiéres et 
positives de l'équation proposée. Si l'on voulait résoudre l'équation 
Ab” x” = Ag" y” = EF, (a, y) Te F,. (m, y) cree a 1, 
il faudrait multiplier tous ses termes par "x"— "y", afin de rendre le 
premier membre décomposable dans les deux facteurs 
A(ba—qy), brat p mh gy, p m ys, 
le second desquels a tous ses termes positifs. De de cette manière l'on 
trouve toutes les solutions entières et positives; les solutions entières et 
négatives, s'obtiennent en wphapecant les signes des variables. | 
En général, étant proposé de résoudre en nombres entiers une 
équation à z inconnues, si lon peut former, avec ces mómes inconnues, 
m fonctions entiéres, chacune desquelles, pour des: valeurs quelconques . 
des inconnues, doiye être moindre que L +1, et plus grande que L,, 
(L et L, étant deux nombres entiers) en égalant successivement chacune 
de ces fonctions aux. nombres | 
L,+1, L2 ....L, 

on aura m(L—L,) équations; et les solutions entières de l'équation pro- 
posée, devront se trouver parmi les racines entières de ces dernières équa- 
tions; et si la nature des fonctions que l'on a trouvées est telle, qu'en 
combinant les divers systémes d'équations qui en résultent avec l'équation 
proposée on puisse éliminer 75 inconnues, on obtiendra une équation plus 
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simple qui ne contiendra qne 7-—7! inconnues: et lorsque m — n— 1, 
l'équation proposée sera résolue complètement, 
Soit proposé de résoudre en mombres entiers l'équation à coefli- 
ciens rationnels 
45. aaxt+bar tes tds +e = 25: 
on pourra toujours supposer "^ las coeffüciens de cette équation sont 
entiers, car s'ils ne l'étaient pas, ils deviendraient tels en les réduisant au 
même dénominateur, et en multipliant toute l'équation par le carré de ce 
dénominateur, De pius on supposera que les inconnues æ et z, sont 
positives; car si elles sont négatives, on pourra 6nanger leurs signes et 
les rendre positives; et l'on admettra que tous les coefficiens du premier 
membre sont positifs; car s! y en avait de négatifs, on les rendrait tous 
positifs en posant x — x, + À, et en déterminant 4 convenablement, 
Maintenant si l'on muitiplie par 42° tous les termes de l'équation 
(45.), et que l'on fasse Hat = (Qa xtd bat vf, on aura eu développant: 
40  x* 4- A63 bx? + Aca? + da dz + bare 
— Lett — Abo? — (heu + ba —2bvx —v 
et partant 
46. (4a%u + b—4afc) x° + Qbv—4ard)x + v —4a*e = 0. 
Dans cette dernière équation v peut être positif ou négatif; si on le sup- 
pose positif, il ne pourra jamais surpasser un nombre L qui, substitué 
pour v dans l'équation (46.), rendrait tous ses termes positifs; alors on 
devra faire successivement 
| v = 0, 1,2, 3, .... b—1; | 
et on obtiendra por l'élimination toutes les solutions entiéres ef positives 
qui correspondent à l'hypothése de.v positif. Soit v négatif et égal à —t, 
et soit «Cx; en substituant cette valeur dans l'équation (46.), elle deviendra 
47. (b&—4artc—4a°t) x + (— 2 bt—4a*d)x + (5 —4a*e) = 0: 
maintenant si l'on suppose que $ soit la plus petite des. valeurs entières 
de £ qui satisfont à l'inégalité | 
Y 4 o* (t + c) 2 P5, 
en substituant sw, pour Z dans l'équation (47.), (» étant un nombre 
positif quelconque) on en déduira une autre équation de Ja forme 
Ast -Bad-4acm (s + a), 
qui a tous ses coefficiens positifs, mais qui est absurde parceque l'on a 


à 
a — 0, 


par supposition 
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"DR = (8 tu). 
S'il existe donc une valeur de 7 érative: i i sati 
‘iste don ug de di» négative et moindre que x, qui satis- 
fasse à l'équation proposée, elle devra se trouver parmi les nombres 
— i, — 2, — 3, ose. —(s—— 1) 
e P . \ 
n Y e — —— Ivi 
Si dans l'équation (ds }, on a vU — —u et ur, en divisant y 
par x, on trouvera le quotient n et le reste r<Ca, et en posant 
$2.2 — (9 ^9 2 1. kb. rv Wem 5 Lx + 
4 E A2 dias T bæ—næ—1) = (25 -T(b—n)r-—ry, 
on obtiendra 


sera fe 4 a* (b — n) a+ (&a*r —(b —- ny) z*-E2(b—n)rz—r 
& a3 na?- (4a®r-+ 4 at c—— (b—n) + Q (065—129) r ^r 40° d)x+ 44^ e—— 7 250; 
mais puisque 4a°z°>>4 a*a^, on aura toujours =>, et par conséquent 
on fera successivement 
n=— 1,2, 3,.... b—1; 
et en substituant toutes ces valeurs dans l'équation précédente, on déter- 
minera, comme auparavant, la limite de r. | 


4 a*a* -- Aa! ba? -- 4a? cx? A a? d xc inte | 


| De cette maniére nous avons réduit l'équation proposée à dépendre 
d'un.nombre donné d'équations à une seule inconnue, dont on sait trou- ' 
ver tous les facteurs rationnels. 
Soit proposé, par exemple, de résoudre en nombres entiers et 
positifs l'équation à deux inconnues : 
| at + da HAL = 2; 
en fesant z = 2° +?2æ—+7r, on aura, après les réductions, 

(& 2r) 4 4rx +r—11 = 0; 
si r est un nombre positif, on voit qu'on ne saurait avoir r>3; si r est 
égal à un nombre négatif —p et que lon ait p<r, on obtiendra 

(&-—2p)a* —Á pa + p—11 = 0; 
et en fesant p= 3, ou p 7» 9, on trouvera une équation de la forme 

ax + bx +11 = p, | 
qui est absurde parceque par supposition x’ > p. 
Lorsque r est un nomibre négatif, et que ton 8 — r7 x, on fera 
rz — (x + t); en supposant —/< x, et on obtrendra 


othe + dd = (a^ 4-x—tf 


Qa? + (Qt—A) af 2t» + 11 =, 
et puisque «*>?*, on ne pourra pas avoir 775€. 


et par suite 


36 * 


984 . 921. ..G. Libri, mémoire sur la résolution de quelques équations indeterminrdes. 


Il serait absurde de supposer r= — (nx + f), et ^ >I, parceque 
l'on aurait alors l'équation | 
(og mm (tA <a, 
qui ne saurait jamais s'accorder avec l'autre - 
0o o 32Lx-4--4-112-x^ 
Par consóquent l'on obtiendra le systéme suivant d'équations 
" ea*d2x-1, >= 2x +2, z= a +2, 
z= ax +92r+3, zx +92x—1, = + m 
qui étant combinées avec l'équation proposée doivent servir à déterminer 
les valeurs des inconnues. Maintenant si lon effectue les éliminations, 
on ne trouve que les valeurs x = 1, z — 4, qui résolvent l'équation pro- 


posée, et qui donnent |, LA X PEU = 4 
L'équation que nous venons de traiter sert,à résoudre l'autre 
48. 4x --(By*4c Cy + D)z 4 Ey! - Fy! Gy tH 0 
lorsque B n'est point égal à zéro; en effet on trouve l'expression 
Le zy Cr ED 5VIBy E Cy DAA EY E EE GIE, 


days laquelle la quantité comprise sous le signe radical doit satisfaire à 
une équation de la forme | | 
| goaytoypoy+tdy tes 
et lorsqu'on aura obtenu toutes les solutions de cette équation, on aura 
résolu complétement l'équation proposée. | 
Si dans l'équation (48.), l'on fait 
yorrtt, H=a, G=e, F=f, E=5 
D+s=b, —c, B+H=d, E+2F=h, 
on la transformera, aprés les substitutions, dans la suivante 
— a bx J- ca?-- dater + fé get hat + (0-722) vt^ + (2d -- g)a?t, 
qui est assez générale, et dont on pourra trouver toutes les solutions entières. 
Si au lieu de l'équation (48.) on avait considéré la suivante 
Ax (B4-6y.. ..+Dy"+Ey’”....tF y"t?)a4- Gyr? Hy. ..t+1=0, 
on aurait pu la résoudre de la méme manióre, pourvu que fous les coef- 
fidens D, E, .... F, ne s'évanouissent pas à la fois; et Yon en aurait 
déduit de nouvelles transformées plus générales que celle que nous venons 
de treuver; car la méthode dont nous avons fait usage pour résoudre 
l'équation (45.), peut s'appliquer également à l'autre plus générale 
| A a! x^ de ba ea" on 00 pz 3 = A”? 
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On a déjà vu que par EF, (x, y), nous désignons une fonction ho- 
mogène, rationnelle et entière, du degré 2, entre x et y; en généralisant 
cette notation, nous représenterons dans la suite par F, (x, y, 2, .... etc.), 
une fonction homogène, rationnelle et entière, du degré 7, entre les inconnues 

X, Vs X, 5. etc. 
Maintenant, étant donnée l'équation 

F,(z, y) + EG y) + f = 0, 

si l'on peut trouver une solution rationnelle de celle-ci 
Fi (x,y) = ax +bxy+cy = 0, 

la première sera résoluble aussi en nombres rationnels. En effet, si les 
valeurs «=m, y — n, satisfont à l'équation EF, (x, y) — 0, en fesant 

z=mpt9 y=up+r, 
et en substituant ces valeurs dans l'équatioi 

F, (2 y) +E (e, y) +f = aa* Foxy - ey! od e 4 ey 4-f = 0, 
on aura 
urs cr)p+(2amg+b(mr+ng) LU UE 0: 
Tag +ègr+er+dg+er+f 
et puisque. par hypothèse on a am’-+bmn-+ cn? = 0, on obtiendra 
l'équation | 
pA aq?+b qr o4. dq ter +f 

PEST Samq-|-bn g-bomr+2cnr-dm+ten? 
dans laquelle les inconnues 9, r, peuvent prendre des valeurs rationnelles 
quelconques, et en substituant cette valeur de p, dans les valeurs de a et 
de y, on obtiendra toutes les solutions rationnelles de l'équation proposée, 

Ii est clair que la méme chose arriverait si l'on avait l'équation 

49. Ey, (x, ¥, % oe..etc.) H- E, (x, y, 2, .... etc.) +f = 0; 
qui renferme un nombre quelconque d’inconnues. Et il faut observer 
qu'étant donnée une solution =), y 2 m, z-—,.... etc, en nombres 
rationnels, de l'équation | 





F, (x, y, Z eves etc.) = 0, 
on peut trouver toutes les solutions rationnelles de l'équation (49.) en fesant 
x -—lp-4-$, yzsmp-r, z—np-d-s,.... ete, 
(les quantités 9, r,s,....etc., étant des nombres rationnels quelconques) 
et l'on yoit que ces solutions seront toujours en nombre infini. 
Par exemple, on sait qu'un nombre entier quelconque 4 est toujours 
la somme de quatre carrés en nombres entiers, on aura par conséquent 
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Am -b464 a; 
mais si l'on voulait connaitre toutes les solutions rationnelles de l'équation 
| A za wy s, 
on ferait — | — 
Ap = (apt + Ope t Cp 9 ters 
et l'on aurait ] 
RR OE a 
Ge Iagter-tes+di)? 
et la formule 
: q 2 " T ? $ 2 1 M2 
4 = (D) DG te» 
( dans laquelle on peut donner à 4, r, $, t, des valeurs rationnelles quel- 
conques ) exprimera toutes les maniéres de décomposer le nombre 4 en 
quatre carrés rationnels. | 
il fant observer qu'étant donnée l'équation 
50. an bay fey dae eyetfs+eguatbhyt ix+k=0, 
si l'équation 
e card bay bey + daz teys + fz = 0, 
- est satisfaite en fesant N, y =r, s=m; on substituera dans l'équa- 
tion, proposée fes valeurs. SR MEI 
zenptg, y=rpts, z-—mptt 


et on aura 


ag Ebqs-Ees*-Edqtzest-- feq hs pitt 


a 








PT Fang 4- ers + fint) Fb (sn gr) ed (nt gin) $e (r sm) Fentartim? 
où il faut observer que Forsqu'on pourra résoudre en nombres entiers 
l'équation | : d | : | E ER 
(2an--br 4-dm)g + (2cer--bn--em) 6 + {2 fm+ dn4-er)t + gn+hr+ im —1, 
qui contient les trois inconnues 9, s, £, on pourra résoüdre aussi l'équation 
.(50.) en nombres entiers, d'une infinité de manières. a 

Si l'équation proposée se réduisait à la forme 

nt | | axfey+tfetk= 0, 
pour tâcher de la résoudre en nombres entiers il faudrait. faire 
ang t+erstfmt= xl. = 

Cependant il y a des cas dans lesquels l'équation proposée ne saurait être. 
résolue em nombres entiers, qaoiqu'elle puisse avoir une infinité de solu- 
tions fractiounaires. | | | AR 

Lagrange a démontré que lorsqu'on multiplie ensemble les deux 
formules | 
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a!5—ay!—b2--.abu* = HF, 
X°—eY?’—b7?+ab*= #,, 
on aura toujours l'équation 
FF = dem GB bC 4 ab, 
dans laquelie les quantités 4, B, C, D, sont détesqa nées? maintenant si 


lon tait 
= ai oy “ayy — 42, dat 
pot 2(A x, — a By,- 5 Ci Ser AES 2 
e, PF | | 
(les quantités x,» Vis > 75 étant des nombres raticunels guelsunques) 


on aura 
FF, = (44-52) — (B 42) — (c ius ob (D +), 
et cette formule comprendra toutes les manières dont on peut réduire le 


produit FF, à la forme 
mag -—-br--abs. 
Notre analyse fournit beaucoup de nouvelles formules semblables, var ex fesant 
= K, (as yy 2) Uy 26.0) 4, 
F, = E, CX, F, 2 D, ...o eic.) d A, 
on trouvera aisément que l'on a toujours 
FF, = E,(p,9g,r,5, .... ete.) + 4 
(les quantités p, 7, 7, Sy .... ete, étant des fonctiens rationnelles des 
quantités A, x, X, y, Y, 2, Z, +++: etc.) pourvu que Pon puisse résou- 
dre l'équation 
E,(x,, yay o Up ++». etc.) = O, 
en nombres rationneis. Ainsi, par exemple, si l'on fait 
F = x +4iy —113z +a, 





F,= XH? — M32’ + eT", 
on aura EE J- 1137? 41 
rir —p-— Ig) *—as*) 
as + (5 Up Hg 30) + P) 
Pen 4(FF, +1137? —p? — 41 q* —as*) 
FF, = FP 4 (“at ~~ 92(19p-4-1644— 339r) +9) 


3(FF, + 113r? — p* —415* —as* 
T115 Oe toe Eis p= + ry 
les quantités p, 9, r, $, étant des nombres rationnels quelconques. 
Ce que nous venons de dire par rapport aux formules d'i:second 
degré, peut s'appliquer aux équations indéterminées du troisiéme degré, et si 
l'équation à deux inconnues 


;(x,y) = 0, 
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est résoluble en Lais rationnels , l'autre 
E, (x,y) +F, (e, y) t Fon y) tk = 0, 


sera résoluble aussi: em effet étant proposée l'équation 


51. aaxbxy-exy-Wdy-ex tfarytsy ha diy bon 


si l'on peut trouver deux nombres entiers 7, 7, tels que l'on ait 

tm) -4-bmin-d- cmn -4- dn’ = 0, 
on pourra faire x ==mp+ 9, y —np-d-r, et en substituanf ces valeurs 
dans l'équation (51.), on aura une équation de la forme 


u... Ap+Bp+Cp+D=0, 
dans laquelle 
A= cm +bmn+emn+dnr = 0; 


5 
si lon fait B=0, on pourra résoudre l'équation (52.) et l'on aura 


€ > 
p=—7; et en éliminant 9 entre les équations 
D 


Hc 0, p= — 


aly 


on obtiendra une équation de la forme 

p=—Fr), 
(dans laquelle F(r) exprime une fonction rationnelle qugieongne de 7) qui 
fournira une infinité de solutions de l'équation proposée lorsqu'on donnera 
à r des valeurs rationnelles quelconques. 

‘Tl est clair que Yon parviendrait à un résultat semblable, si l'équa- 
tion proposée contenait un plus grand nombre d'inconnues; car si l'équation 
FE, CHE? By U, eevee etc.) == o, 

peut étre résolue en nombres rationnels, l'autre équation 
EF, (x, ¥5%; Uy... etc.) + F, (x, y, 2 Uy +++ ete.) +F, (20, Yu, ete.) +f=0, 
aura un nombre infini de solutions rationnelies. Maintenant si dans l'équa- 
tion précédente on foit | 
d (EAT — m, E, x, y, 3; U, oe. etc.) —xq4y—sz—uwy 
E, (x, y, z, uj... eto) = FB, (x,y, 2, uy... etc.) = 0, 
(en étant un nombre rationnel quelconque) puisque l'équation 
Pal —23-—uw = 0, 
peut se résoudre en fesant x == y — 2 = U5 on pourra résoudre aussi 
l'équation | 
A 3 ADR UT 
ics zy —-—uw:m, 
et l'on aura l'identité ? 


Ea : A m +- 6 g*V m — 6 q°\3 m \3 m M 
D me (ERY C (a) Gy 





32 
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dans laquelle 9 est un nombre quelconque rationnel. De cette manière 
l'on a décomposé le nombre rationnel z; en quatre cubes rationnels, dont 
deux seront positifs et deux négatifs. Mais on peut, lorsque 77 est un 
nombre positif, réduire le second nombre de cette équation à ne ecntenir 
que des cubes positifs, et c'est ce que nous allons prouver à présent, 
Supposons g positif et tel que l'on ait 6g «m; il est clair qu'a- 
lors les deux premiers cubes du second nombre de i4 équation (52.) seront 
positifs, tandis que les deux autres seront négatifs, De plus dans identité 
WHAT 39413 
53. db = a? SS y TERRI I» ; 
le second membre est la somme de deux cubes positifs lorsqu'on a o* > 245, 
car à Wis forte raison on aura 2a 7D; si l'on fait dons 
ai TED 2 6 = gy 
l'équatien (53.) se transformera dans la suivante: 
it) ) Uses En) 
54. ( UD) m en 31 4; RN TR | 
6 m XV (2(m 6)’ — = m3 
| +(e) GRE 
6q? (m -+6g°)° - mi 
dans laquelle les deux cubes qui composent le second membre seront po- 
sitifs l'orsqu'on aura 
(m +69) 2m. 
Supposons maintenant que cette inégalité soit satisfaite, et repre- 
. nons l'identité (53.) en y fesant 
"I (se) (ets zen Zusam 
6 q? Mm -]- 6 q*)? oa ? 69°? 
il est clair que nous aurons l'équation 
S od iu y (re E. igo 
(m-+6 q?)* + gate 


pe C65 (gery tay (a) à 
6 g* (m4-0 g3)* +n} (His) ) (puni 2 mit ib 
i T 


2 


e 








5 


2 


6 


* 


ÉD 3 


(rien ) eee) =): 
GE) | 6q? ‘ooo Mg 
6q*/ ang! E cu PLAT EN 
| 6 q° (n 4-6 4?) + m? vien M0 g?/ 
dads laquelle le premier cube du second membre pourra 5'écrire de cei 


an 











(m +- 695) m ) 
iu 


manière in 
Crelles Jonrnal d. M. Bd. IX. Aft. 3, 57 
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fne pog*s mb Sq 2t meg! mög?) — 2m) — m3 (m 643) Em? 
6g? At) (= m-+6g -64 mi -) Noon rah ru (mz 0g* Dy Im! m? q(m--640* +m? * 
et afin que ce cube soit positif il suffira que Vinegalité 

56. (m+69) (im +69) |a gn) >?2m (m+ 69» A my, 
soit satisfaite: et l'on voit que cette inégalité renferme l'autre 
| (m +69) > 2m’, 

(puisque les deux nombres 77 et 9, soni positifs par supposition) et que lors- 
que l'inégalité (56.) sera satisfaite, le second cube du second membre de l'é- 
quation (55.) sera positif aussi, puisque si Pinégalité (56.) est satisfaite l'autre 

2 (ne 699! (n+ 69?) —2 my > m’ (m 4-69 + my, 
sera satisfaite aussi, Il suffira donc de satisfaire à l'inégalité (56.) pour que 
les deux cubes du second membre de l'équation (54.), et les deux cubes 
du second membre de l'équation (55.) soient positifs, — 

Soit, pour abréger, 69° =: x, l'inégalité (56.) deviendra, en extra- 
yant ia racine cubique, 

(z+ m) (4- m)! —2 m?) —m ((s 4m) 4- n9)y/27»0, 

d'oà l'on déduira, en ordonnant le A UR be membre par les eem de z, 
97. 2+m(i— V3) z--m6-—3 y/2)5 mn (Q—3 7. 202 — m*(14-2 y/2) >0. 

On a supposé 0m 7645, ou bien m>>z; en fesant done m — 43%, 
on aura 47» 1, et en substituant cette valeur de m dans l'inégalité (57.), 
on aura, après avoir divisé Pak z', l'autre inégalité 

1 4- (5 —/2)4 + (6—3/ 2) 4^ 4-0 —3,2)  — (4 4-272) 450, 
et celle-ci,,en y fesant 4 — 1 +x, se transformera dans la suivante 
58. 12-97 2 + (18-24 Ya + (6-24 2) e°= (2411 DEU 2x0, 
dans laquelle il sera: toujours possiblé'de trouver pour x un nombre ra- 
tionnel positif qui'lui satisfasse; en effet puisque l'on a 1267» 100,7 2, on 
aura aussi 12—9 72 Sale 
et x devra, Atre un nombre tel que la somme de tous les termes qu'il 
multiplie dans l'inégalité (58.) seit moindre que $3. On fera à cet effet 
100 " 2 — 126, car tous les termes qui sont multipliés par x daas l'iné- 
galité (58.) étaut négatifs, on ne devra craindre aucuge erreur en prenant 
pour vs 2 un nombre un per plus grand que la valeur exacte de ce ra- 
dical.. Par cette substitution l'inégalité (58.) se transformera dans la suivante 
33 — 622 x — 1212 x° — 793 30 — 226 x* 0; 
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ee 


d'où l'on déduira, en fesant x ——, 


yi Sty qas ey os 
et comme —'$* est le plus grand coefficient négatif de cette inégalité, 
elle sera ugs aor en fesatit 
S + 1 = zr 
à plus forte raison en fini 
rb uy 
(u étant une quantité positive a d'où il résulte que la valeur de 


11 11 


FT M54 ilu eum 


satisfera à l'inégalité (58.). 
Maintenant l'on a 
496 - 11 y 


=— pai rmm en 3 m m 3 
Te Agee (Bip Oars (irai) [eos Fn" 
et partant 
iMm rn 
we d26-- 11 
mais comme par hypothése Ries il faudra trouver un nombre rationnel 
positif 9, tel que 9° soit compris entre 
m 415m | 
6 26x67 eer 
et il est clair qu'on pourra toujours trouver une infinité de valeurs de 9° 
comprises entre ces limites, valeurs qui satisferont a toutes les inégalités 
de condition que nous venons de trouver. 
Maintenant puisque le binome 


(771-9? jJ (t ak 
\ 69° 6 q°/ ? 


ce réduit à la somme de deux eubes positifs, à l'aide de l'identité (54.), 
et que d’après l'analyse précédente on peut réduire l'autre binome 
Kar ‘) Tere Put yr (ux 
6g? fr Oa Ns + m3 / 6g? 
à | la somme de deux cubes positifs à l'aide de l'équation (55.), il est clair 
que lon pourra réduire le second membre de l'équation 


m= (EY Coin) (2) Ce) 


6g? 6.q* 
à la somme de quatre cubes positifs; et partant on aura pour résultat, 
qu'un nombre quelconque rationnel positif peut toujours se décomposer, 
d'une infinité de maniéres, en quatre cubes positifs, en nombres rationnels. 
dic" 
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Lagrange en cherchant les formes cubiques qui se reproduisent, 
lorsqu'elles sont multiplides entre elles, trouva la formule 
59. (a? H- ux y 4- (à — 20)a zd my! (ab —3e)myz 
| 4+('—2aclharteytacyzfbcys+ex 
qui étant muliplióe par une formule semblable donne un produit de la 
même forme, D’après les principes que nous venons d'exposer on peut 
trouver un grand nombre d'expressions nouvelles, de la méme espéce que 
la formule (50.), et qui ne sont pas comprises dans celle-ci, Ein effet 
étant données les deux équations, 
FomFQx, y, my, oo eto) + 4, 
EB, = FQ, Yı 25 Us enn etc.) + 4, 
on pourra toujours faire 
FF, zPWFr,U,Q....92 etc.) + 4, 
(les quantités 7, s, f, v, se. etc., tant des fonctions rationnelles des 
quantités A, 2, Hr, y, Vis % er + eto.) pourvu que l'équation 
| F,(X, Y, Z, U; ....etc.) = 0, 
puisse être résolue en nombres rationnels. Ainsi par exemple en fesant 
P y) +2 + us, F, Wm X34. P+ 2Z2+ i, 
on aura lidentité | | 


[FF,A (rst) rt? 1. (FF rey a Y 
Che LD dre ste TE 1) en ( 3(rtstO Frs 1?) er ) 
FE, Hr ts Hr (,_ FF ?——53—M* 

ix (s- (Este +r ) ay ( 3(rtstO Tn—59—0) 


FF, = 
S(rqstt)4r^—s2—12) | 
dans laquelle 7, «, /, sont des quantités indéterminées. 

Euler a démontré pour la première fois, qu'un nombre quelcon= 
que rationnel positif est toujours égal à la somme de quatre carrés en 
nombres rationnels; il e démontré aussi, que le produit d'une somme de 
quatre carrés, par une somme de quatre carrés, est semblablement la 
somme de quatre carrés: l'analyse précédente montre que l'on peut gé- 
néraliser ces deux théorèmes, et les étendre aux troisièmes puissances, 

La méthode que nous avons exposée n'est plus générale, lorsque 
les formules que l'on considère passent le troisième degré ; et c'est à ce — 
degré qu'Euler et Lagrange se sont arrétés daus leurs recherches. Ce- 
pendant on peut trouver des formules de tous les degrés qui se repro- 
duisent lorsqu'elles sont multipliées par des formules semblables, Ainsi, 
par exemple, pour le quatrióme degré on a les deux formules 

3z* + y su, 30a* + 25*—- 20 2 — 12 25 
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qui représentent rationnellement tous les nombres rationnels, et chacuno 
desquelles se reproduit lorsqu'elle est multipliée pae une formule semblable, 


Lagrange en partant de la formule Eh a trouvé une infinité 
de solutions entières de l'équation 
Ey) a Téóxydeoey + dy 3; | 
et il a cru que cette équation offrirait béaucoup de difficultés si on vou 
lait la résoudre autrement que par sa méthode: nous allons voir main- 
tenant qu'elle est un cas particulier d'une équation Bangrale, d dont on peut 
toujours avoir une infinité de solutions entiéres, | 


Soit proposé de résoudre en nombres entiers l'équation 
60, Ms Pis 2 p eve ete.) + E, (aay Yay y core eto.) — FF, (2755942; «000 et0.), 
v Vs ui. Fe ER ye y £r cose OCC) | | 
dans laquelle on exprime toujours.en général par 
| F,(&,3 Yr5 275 eo «  ete.), 
un polynome | 'homogéne, rationnel et entier, du degré p WE étant un 
nombre entier positif) à coefficiens entiers entre les variables - 
Try Yr, Zry ove etc; 
si l'un qualtonate des exposans 7, 7i, ... . p, 9, n'a de facteur commun 
avec aucun des autres exposans, om pourra toujours résoudre d’une infi- 
 nité de manières l'équation (60.). En effet, soit y Vexposant qui n'a de 
Es commun avec aucun des autres exposáns 7, M, ce pj ON mettra 
à la place des inconnues x,, y,, z, ce etc. dans le polynome 
F;(x,, Vis 2, eo etc), | 
et en us que la somme des coefficiens du polynome 
tH, (Gs Vig 2,3 «es « eto.) 
soit it gale à à 5, on aura - 
| Fo(u, tj U, 4... ete.) = buts 
puis en fesant, pour abréger, le nombre a égal au produit z X n X ««.. X p, 
‘on écrira dans l'équation (60.), (& Xy à la place de x, (b Yy à à 
place de y, (BZ ÿ à a la place dé z,.,.. ete. puis on écrira (b ii À 


à la place de c, ( Y» à la place de w., (zur à à la place de 215 000. ete. ; 
et ainsi de suite. Jusqu' au dernier polynome = premier menibre dans ioe 


quel on écrira (Xy à la place de x,, (b Y)? P à la place de y,, (5 Z, 2 
la place de z,, «see ete; où il faut observer que les quantités 
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X, Ho is ere eto. , 
Rs T 415 eore etc., 
nn EC le esaet, 5 
expriment des nombres entiers quelconques. 
Maintenant pour delucpumep la valeur de u, l'on fera 


1 & jr, 
zF(GX)y, (Gr) 6Z y, un elo]. 


JA Fs (GAN, 00%, 623% vee se) = 


e ® . e LJ 9 * ? e . . ore 


+2, (GAS, GFP, GZŸ, 2... as | 


et il est clair que # sera un nombre entier. A présent si l'on multiplie tous 
les termes de cette équation par u“, (£ étant Pun des nombres entiers et 
positifs qui résolvent l'équation 4 deux inconnues at+1 — 9v) et que 
dans l'équation SpA lon fasse 


= Xu) À de y = ( Ywy, AIS (b Z u!)^, eee etc. , 


b ,= (b X, U be y, (b Kuh, z, — (b Zu)", eee etc., 


° . e . 9° 9 e ® * . e . e. 2 9:9 9 e 2 e LJ 


era (0 AU, y, (bY, uP) x, — (b Zi, UM von. lo, 


on aura résolu l'équation proposée d'une infinité de manières, et l'on ob- 
tiendra l'identité 


E (à X v Y wj, Zu, Re | 
+F, (GX u)”, QE, un”, (MZ, u^)", no» «ete; 


. *. . e. e e. + Ls . e. . + . . 


= F,(u*, u^, u^, 000. ete.). 
* à 


+ F, (GX), (BY,uS*, (b, u^" LA MU tA 


Il serait facile de généraliser cette méthode, et de l'appliquer à beau- 
coup d'autres équations composées de polynomes qui seraient toujours ho- 
mogenes , mais qui pourraieni étre fractionnaires et méme transcendans ; 
néanmoius comme ces recherches ne présentent aucune difficulté, nous 
croyons ne pas devoir nous y arréter plus long tems. 





Ce mémoire fesait partie d'un travaii sur la théorie dés nombres présenté en 
1823 à l'Académie Royale des Sciences de Paris. 
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Ux) 


; sh + 


Théorème relatif à une certaine fonction transcendante. 
(Par E, F. f, ikkending.) 


n na É—— 


P armi les cas les plus simples, qui peuveat servir à éclairer d'avance la 
théorie générale des intégrales à ditfé-entielles algébriques, — théorie dont 
limmortel Abel a jeté les fondemens dans ce qu'on lit pag. 200. du 
quatriéme volume de ce journal, — on doit compter celui de l'intégrale 
| fdx y ( i-+--azx’), dont Je viens ici. proposer la propriété fondamentale. 

Pour abréger je désingnerai par x la fonction vo (1H ax), dans 
laquelle « représente une constante quelconque, qu'il est superflu d'indi- 
quer sous le singne A, attendu qu'elie restera la méme dans le cours de 
cette note. | 

Déterminons d'abord les quantités variables a et b, que nous sup- 
posons être indépendantes entre red de maniére que l'équation 

| (x + a) — ba? (14-22) = 0 
ait parmi ses racines deux al variables quelconques, que nous dé- 
signerons par x, et x. 
. Cela posé, on pourra égaler l'expression 
+? Ox (Lax) 

à un produit de trois facteurs à?— x7, x?— x}, x°—x, en représentant 
par x, une troisième racine de l'équation proposée, dont ia valeur dépen- 
dra des variables données x, et x,. 

En effet en supposant 


te) — ba (tan) = a — ol.’ — a). — x, 
on aura ' 
—3a+ab = x, + x + x: 
30 —b = xx, tax, + xx 


3 3 3 2 
esc, X. X. X.» 
ou bien, plus simplement, — 0 = x, x, x;. 
Pour déterminer a et b en fonctions de x, et x,, on pourra se ser- 


vir des équations: 
bx Ax, 


bx, À Lire 


zi--a 
az, +e 


| M 
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On tire de là: 

ATIS (Az, — 2x3 Ati) 

; Tr AD; —- x AR,” 
x! — x? 
L i Pace A 
N, — x Ac, 
2 Cr Ama, Az, 
Considerons maintenant la somme: 
day Aa, + dx, A x, + d z, 4 xs. 

En substituant au lieu de Ar, Aa, Az; les expréssions équivalentes 
mike x, be xia 


bo, ? ss Tbæs ? bx; 
suivante: 


= XL, 











3 — 
quee 


i——, On trouve que la somme proposée est égale à la 


Le da, + x}dxe,+ x; dx] + = a +2 +22], 
4 3 
qu revient à celle-ci: 


4; d (xt - 22 ta) + dett) Le i d 3a-p ai) d- S = abdb. 


2,00, 
Donc on a: d x, Ax, 4- da, A xs dan An = & bdb, ou bien, en intégrant 
et remplaçant b par sa valeur trouvée ci-dessus: 


féni^n f dmn f nu, = wi el 


La quantité x, est déterminée par l'équation: 
2 An, —xi AT; 
2 x, At; x, NX, 
On aurait pu, après. BW. ajouter une consfante; mais il est facile 
de se convaincre qu'en commencant les intégrations par des valeurs zéro 
de x, et x,, la constante s'évanouit. 
En égalant entre elles les quantités Were dac x, et x2, les résul- 


tats précédens ce changent comme il suit: 


32 Ax] 
We): Ax fa A = «|; A 
: + cat re li+2ar:l’ 
797) _ arte es 
A wre 
De là découle immédiatement ce que nous venons de dire par rapport à 
la constante d'intégration. | 








die me 
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K log. Gof. k. LE log. Gin. X. D. log. Sang. k. . D. 


5,00 3,173 3250 0S4 43429 439 3,173 3268 107 42429 458 9,909 9999 023 
oe . 3,177 6688 523 43429 439 3,177 0687 565 43429 458 9,000 9099 042 
e 3,182 0117 962 439 3,182 0117 023 457 061 
1 3,186 3547 400 439 3,186 3546 480 467 O30 

04 3,190 6976 839 440 3,190 6975 937 458 098 
65 3,195 0406 279 439 3,195 0205 395 457 116 

E 3,199 3835 718 — 43420 410 3,199 3834 852 3429 456 9,999 9999 134 
€ Hs: 3,203 7265 158 430 3,203 7204 308 457 150 
08 3,208 0094 597 440 3,208 0693 765 456 168 
09 3,212 4124 037 440 3,212 4123 221 457 134 
10 3,216 7553 477 440 3,216 7552 678° 456 201 

8,11 3,221 0982 917 43429 441 3,221 0982 134 43429 456 9,999 9969 217 
12 3,225 4412 358 410 3,225 4411 590 456 232 
13 3,229 7841 708. 441 3,220 7841 046 455 248 
14 3,234 1271 239 ET 3,234 1270 501 £55 23 
15 3,238 4700 680 441 3,238 4609 957 455 277 

8.16 3,212 8130 121 43420 441 3,242 8120 412 42429 455 9,999 9999 291 
17 3,247 1559 562 442 3,247 1558 867 455 305 
18 A 4989 004 441 3,251 4088 322 455 315 
19 3,255 8418 445 442 3,256 8417 777 455 332 
4 > S Q4 “OF ac 
20 3,200 1847 887 442 3,200 1547 232 455 345 

8,21 Lad 5277 329 43420 442 3,264 5276 687 43429 454 9,999 9999 358 
22 z ax 8706 771 444 3,208 5706 144 455 370 
23 pre NOn TEE 442 3,273 2135 $06 454 384 
24 3,277 5565 654 443 3,277 5565 050 454 3 
25 3,281 8995 097 442 3,281 80% 304 454 407 

8,26 3,280 2424 539 43420 442 3,280 2423 958 43420 454 9,999 9999 419 
27 3,2 A 5953 981 443 3, 200 5853 412 454 431 
28 ie C TE 442 8,204 9282 806 454 #42 
29 3,299 2712 866 443 3,299 2712 320 454 454 
30 3,303 614? 309 . 443 — -3,303 6141 774 453 405 

8,31 3,307 9571 752 43429 443 3,307 9571 227 43429 454 9,999 9999 475 
32 3,312 3001 195 433 3,312 3000 681 453 456 
Sy 3,316 6430 638 443 3.316 643 496 
« 3 , 5210 0430 134 . 453 zm 
34 3,320 9360 081 444 3,320 0859 587 453 506 
33 3,325 3289 525 445 3,325 3289 040 453 513 

8,36 3,329 0718 968 — 43420 444 3,329 6718 403 — 43129 453 9,090 9009 525 
+ 3,334 0148 412 443 3,334 0147 946 453 534 
3 3,338 3577 855 444 3,338 3577 300 452 544 
39 3,342 7007 299 444 3,342 7006 851 453 552 
40 3,347 0436,743 444 3,347 0456 304 452 564 

^ . \ 

8,41 3,351 3806 187 43429444 33613665 756 43420 453. 9,999 9999 569 
42 3,355 7295 631 444 3,355 7295 209 452 578 
43 3,360 0725 075 444 3,360-0724 661 452 536 
44 ^ 3,364 4154 519 444 | 3,364 4154 113 452 394 
45 3,208 7583 963 414 | 3,308 7585 565 452 642 

8,46 3,373 1013 407 43929445 — ^ 3,373 1013:017 49420453 9,999 9009 610 
47 3,377 4442 852 444 3,377 4442 470 452 618 
48 3,381 7872 296 415 — 3,331 787i 922 451 626 
49 3,386 1301 741 444 3,386 1301 373 452 ea 
50 3,390 4731 185 33904730 825 p 
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k. 
8,50 
52 
55 
54 
55 


8,56 
57 
58 
59 
60 


8,61 
62 
63 
64 
65 


3,66 
67 
68 


70 


42 
73 
74 
75 


8,76 
77 


79 


8,81 
2 

83 
84 
85 


8,86 
37 
88 
89 
90 


8,91 

92 
93 
94 
95 


8,96 
98 
99 

9,00 
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log. Gof, k. 


3,390 4731 185 
3,394 8160 630 
3,399 1590 174 
3,403 5010 519 
3,407 8448 964 
3,412 1878 409 


3,416 5307 854 
3,420 8737 200 
3,425 2106 744 
3,420 5506 189 
3,433 9025 034 


3,438 2455 080 
3,442 5884 525 
3,446 9313 970 
3,451 2743 416 
3,455 6172 861 


3,459 9602 307 
3,464 3031 752 
3,468 6461 108 
3,472 0890 644 
3,477 3320 089 


3,481 6749 535 
3,486 0178 981 
3,490 3608 427 
3,494 7037 873 
3,499 0467 319 


3,503 3896 765 
3,507 7326 211 
3,512 0755 657 
3,516 4185 103 
3,520 7614 550 


3,525 1043 996 
3,529 4473 442 
3,533 7902 838 
3,533 1332 334 
3,542 4761 781 


3,546 8101 227 
3,551 1620 673 
3,555 5050 120 
3,559 8479 566 
3,564 1939 013 
3,568 5338 459 
2 8767 906 
7 2197 353 
Si 5626 790 
35 9056 246 


‚gs 
an Cn 


3 


4 
^ 
4 


v) 


ae 
En C1 C^ 


vi 


wes 
3,590 2485 693 
3,594 5915 140 
3,598 9344 587 
3,603 2774 034 
3,607 6203 481 


D. 


43429 445 


43429 444 
445 
445 
445 
445 


43429 445 
445 
445 
445 
455 
43420 445 
448 
446 
445 


446 


43429 445 
446 
446 
445 
260 


43420 446 
440 
446 
446 
446 


43429 440 
446 
446 
4*7 
445 


43429 446 
446 
446 
347 
940 
43128 446 
447 
446 
447 
446 


43429 447 
447 
446 
447 
447 
43429 447 
447 
447 
447 


log. Gin. &. 
3,390 4720 825 


3,394 8102 277 
3,300 1589 729 
3,403 5019 151 
3,407 8148 632 
3,412 1878 084 


3,416 5307 535 
3,420 8736 086 
3,425 2160 438 
3,429 5595 889 
3,433 9025 34e 


3,438 2454 701 
3,442 5884 242 
3,446 9313 603 
3,451 2743 144 
3,465 6172 595 


3,459 0602 046 
3,404 3031 497 
3,468 6460 947 
3,472 9890 398 
3,477 3319 849 


3,481 6749 299 
3,486 0178 750 
2,490 3608 201 
3,494 7037 651 
3,499 0467 104 


3,503 3806 552 
3,507 7326 G02 
3,512 0755 452 
3,516 4184 002 
3,520 7614 352 


3,525 1043 802 
3,529 4473 253 
3,533 7€)2 703 
3,538 1332 153 
3,542 4761 603 


3,546 8191 053 
3,551 1620 503 
3,555 5049 953 
3,560 8479 403 
3,564 1908 853 


3,568 5358 302 
3,572 8767 752 
3,577 2197 202 
3,581 5026 652 
3,585 9056 101 


3,590 2485 551 
3,504 5915 000 
3,598 0344 450 
3,003 2773 890 
3,007 6203 342 


1 


43429 452 


43429 452 
452 
451 
452 
451 


43429 451 
452 
452 
451 
451 


43429 451 
451 
454 
451 
451 


43429 451 
450 
451 
451 
450 


43429 451 
451 
450 
450 
451 


43425 450 
450 
450 
450 
450 


43429 451 
450 
450 
450 
450 


43429 450 
450 
450 
450 
44 


43429 450 
450 
450 
449 
450 


43429 449 
450 
449 
450 


log. Zang. A. 


9,999 9999 640 
9,999 9999647 
655 
662 
668 
675 


9,999 9999 581 
687 
694 
700 
706 


9,999 9990 711 
717 
723 
728 
734 


9,999 9999 739 
745 
749 
754 
760 


9,999 9999 764 
769 
77% 
738 
182 


9,999 9999 787 
791 
795 
799 
802 


9,959 9999 806 
Sil 
815 
$19 
822 


9,999 9999 825 
830 
833 
837 
840 


9,990 9999 843 
846 
849 
853 
855 


9,999 9999 858 
860 
563 
805 
863 


k. 


9,00 


9,01 
02 
03 


05 


9,06 
07 
08 
09 
10 


9,11 
12 
13 
14 
i5 


2,16 
17 
18 
19 
20 


9,21 
23 
24 
25 


9,26 
27 
28 
29 


30 


9,31 
32 
33 
34 
39 


9,36 
37 


39 
40 


9,41 
42 
43 
44 
45 

9, +0 
4; 
+3 


49 


20: 


‘) CN . . 
23. Gudermann, Potenzial - Functionen Taf, IL 


log. Gof. k. 


. 3,607 6203 481 


3,611 9632 928 
3,616 3062 375 
3,620 6401 821 
3,624 9021 268 
3,029 3350 715 


3,633 6780 162 
3,638 0209 609 
3,042 3639 056 
3,646 7068 503 
3,651 0497 951 


3,655 3927 398 
3,659 7356 845 
3,004 0786 292 
3,008 4215 739 
3,672 7645 186 


3,677 1074 634 
3,68L 4504 O8L 
3,685 7033 528 
3,600 1362 975 
3.604 4792 423 


3.698 8221 870 
3,703 1651 318 
3,707 9080 765 
3,711 8510 212 
3,716 1939 660 


3,720 5269 107 
3,724 8798 555 
3,729 2228 002 
3,733 5657 450 
3,737 9080 897 


3,742 2516 345 
3,746 5045 102 
3,750 9375 240 
3,755 2904 087 
3,759 6234 135 


3,763 9663 582 
3,708 3003 030 
3,772 6622 477 
3,776 9951 025 
3,781 3381 372 


3,785 0810 820 
3,790 0240 267 
2,794 3669 715 
3,798 7009 163 
3,803 0528 611 


3,807 3058 058 
3,811 7387 506 
3,816 0816 954 
3,820 4246 401 
3,824 7075 849 


D. 


43429 417 


43129 447 
440 
447 
447 
447 


43429 447 
447 
447 
445 
447 


43429 447 
447 
447 
447 
418 


43429 447 
441 
447 
448 
447 


43429 443 
447 
447 
443 
447 


43429 443 
447 
448 
447 
448 


43429 417 
448 
447 
448 
447 


43429 443 
447 
448 
447 
448 


43429 447 
448 
448 
448 
447 


43429. 448 
448 
447 
448 


log. Gin. X. 


3,607 6203 349 


3,611 9632 703 
3,616 3062 248 
3,620 6491 697 
3,024 9021 147 
_3,629 3350 596 


3,633 6780 045 
3,038 0209 495 
3,042 3638 044 
3,646 7068 393 
3,651 0497 843 


- 3,655 3927 202 


3,659 7356 741 
3,664 0736 191 
3,068 4215 640 
3,072 7645 080 


3,677 1074 538 
3,681 4503 987 
3,685 7033 436 
3,600 1302 885 
3,094 4702 334 


3,608 8221 783 
3,703 1651 232 
3,707 S080 681 
3,711 8510 134 
3,710 1939 580 


3,720 5369 029 
3,7°4 8798 478 
3,729 2227 927 
3,733 5657 376 
3,737 9086 S25 


3,742 2516 274 
3,746 5045 722 
3,750 9375 171 
3,755 2804 620 
3,759 6234 060 


3,763 9663 518 : 
3,768 3092 967 
3,772 6522 415 
3,776 9951 864 
3,781 3381 313 


3,785 6810 761 
3,790 0240 210 
3,794 3669 659 
3,798 7099 108 
3,803 0628 557 


3,817 3058 005 
3,811 7387 454 
3,816 0816 903 
3,820 4216 352 
3,824 7075 800 


D. 


43429 449 


43429 450 
440 
450 
449 
446 


$3429 450 
440 
449 
450 
419 


43429 449 
450 
449 
449 
449 


43120 449 
449 
440 
440 
429 


43429 440 
449 
450 
£19 
449 


43420 449 
440 
439 
440 
419 


$3429 448 
419 
449 
440 
440 


43429 419 
448 
440 
449 
448 


43429 449 
449 
449 
449 
448 


43429 449 
449 
449 


45 


log. Sang. X. 


9,999 9999 868 


8,999 9999 870 
873 
876 
$79 
88a 


9,999 9999 833 
= 
888 
896 
892 


2,993 9999 892 
896 
899 
SOF 
93 


9,090 9999 904 
906 
908 
EI 
913 


9,999 9999 013 
914 
916 
919 
920 


9,969 9999 a22 
| 023 

025 

696 

028 


9,999 9900 29 
930 
932 
933 
934 


9,999 9999 936 
937 
938 
939 
941 


9,999 9099 941 
943 
944 
945 
946 


9,999 9999 937 
948 
049 
951 
954 


x 
£ 
à 


3, 


99 


300 


K. 
9,50 


9,51 
52 


53. 


54 


55. 


9,56 
57 


58. 
59. 


60 


9,61 - 


62 
63 
64 
65 


9,66 
67 


65 


69 
70 


6,71 
72 


74 


75: 


9,76 


4 


75 


29 
80 


9,81 
82 


d 
242 


84 
85 


9,86 
87 
83 
89 
50 


9,94 
92 
93 
94 
95 


9,96 
97 
98 
99 

10,00 


93. Gudermann, Potenzial-Functionen Taf. 1. - 


log. Gof. &. 


3,824 7675 849 
3.829 1105 297 
3,623 4534 744 
3,837 7964 102 


3,842 1393 640 
3,846 4823 088. 


3,850 8252 535 


3,858-1681 983 
3,859 5111 43€ 


. 3,863 8540 878 


3,868, 1970 326 


3,872 5309 774 
3,976 8829 222 
3,581 2258 669 
3,885 5688 117 
3,889 0117 565 


3,894 2547 013 
3,893 5070 46L 
3,002 9405. 009 
3,007 2835 350 
3,911 6254 804 


8,015 9694 252 
3,020 3123 700 
3,924 6553 148 
3,028 9082. 506 


© 3,933 3412 044 


2,037. 6841. 402 
3,042 0270 040 
3,046. 3700 388 
3,050 7129 835 
3,955 0559 283 


3,050 3988 73 

3,963 7418 179 
3,968 0847 627 
3,972 4277 075 
3,976 7706 523 


3,981 1135 971 


. 3,985 4565 419 


3,980 7794 367 
3,99% 1424 315 


3,998 4853 763. 


4,002.8283 211 
4,007 1712 659 
4,011 5142 107 
4,015 8571 555 
4,020 2001 003 


4,024 5430 451 


4,028 8859 899. 


4,033 2289 347 
4,037 8718. 705 
4,041 9148 243 


D. 


43429 449 
$3429 447 
448 
448 
448 
447 


45420 447 
448 
247 
448 
448 


43420 448 
447 
448 
443 


43420 418 
448 
447 
448 
468 


43420 448 
443 
443 
445 
443 


43129 448 
448 
447 
448 
448 


43429 448 
448 
448 
448 
418 


42429 448 
448 
448 
448 
448 


43130 448. 
448 
vs 
443 
448 


43429 448 
448 
428 
448 


log. Gin. f. 


2 


3,824 7675 800 
3,829: 1105 240 
3,833 4534 698 
3,837 7064 146 


3,842 1393 505: 


3,846 4825 043 


3,850 8252 402 
3,855 1681 041 
3,859 5111 380 
3,863 8540 838 
3,808 1070 286 


3,872 5399 735 
3,870 8829 183 
3,881 2258 032 
3,885 5688 081 
3,869 .9117 520 


3,894 2546 978 
3,898 5976 426 
3,902 9405 875 
3,907 2835 324 
3,911 6264 772 


3,915 9694 221 
3,020 3123 669 
3,924 6553 118 
3,928 9982 566 
3,933 3412 015 


3,937 6841 463 
3,942 0270 91 
3,946 3700 360 
3,950 7129 808 
3,955 0550 257 


3,059 3988. 705 
3,003 7418 154 
3,068 0847 602 
3,072 4277 051 
3,076 7706 499 


3,081 1135 948 
3,085 4565 396 
3,080 7994 844 
3,994 1424 293 
3,008 4853 741 


4,002 8233 190 


4,007. 1712 638 
4,01L.5142 086 
4,015.8571 555 
4,020.2000 933 


4,024. 5430 431 


| 4,028 8859 330 


4,033 2289 328 
4,037 5718 776 
4,041 9148 225 


D. 


43429 445 


43420 444) 
448 
449 
418 
41% 


43429 449 
143 
449 
448 
449 


43120 443 
443 
415 
day 
449 


43429 448 
449 
449 
448 
449 


43429 448 
449 
443 
449 
448 


43429 443 
449 


443» 


449 
448 


43429 449 
445 
449 
448 
449 


43429 418 
443 
449 
448 
449 


43429 443 
448 
449 
448. 
418 


43429 419 
413 
418 
449: 


log. Zang. k. 


9,900 9999 951 


9,099: 9999 952 
954 
954 
955 


955 


9,999 9909 957 
‘958 
958 
960 
-960 


9.999 9999 G61 
9bt 
963 
964 
964 


9,999 9999 965 
965 
966 
968 
968 


43.999 9999 969 
969 
970 
970 
971 


9,23 9999 971 
971 
972 
973 
974 


9,999 9999 974 
975 
975 
076 
976 


9,999 9999 977 
977 
977 
978: 
978: 


9,999 9999 979 
979 
979 
980 
980 


9,999 9999. 980 
981 
981 
984 
992 


D. 


10.00 


10,01 
02 
03 
04 
05 


10,06 


38 
9 
10 


10,11 
Le 
13 
14 


15 


10,16 
17 
18 
19 
20 


10,21 
22 
23 
24 
25 


10,26 
27 
28 
29 
30 


10,31 
32 
33 
34 
35 


10,36 
37 
38 
39 
40 


10,41 
42 
43 
44 
45 


10,46 


49 
30 


S t). 


log. Gof. ke 


4,031 9148 233 
4,046 2577 691 
4,050 6007 139 
4,054 9436 587 
4,059 2860 035 
4.063 6295 483 


4,067 9724 931 
4,072 3154 379 
4,070 6583 827 
4,081 0013 275 
4,085 3442 723 


4,089 6872 171 
4,094 0301 619 
4,003 3731 067 
4,102 7160 515 
4,107 0589 963 


4,11 4019 41i 
4,115 7448 859 
4,120 0378 307 
4,124 4307 755 
4,128 7737 204 


4,133 1166 652 
4,137 4596 100 
4,141 8025 548 
4,146 1454 996 
4,150 4884 444 


4,154 8313 S92 
4,159 1743 340 
4,163 5172 788 
4,167 8602 236 
4,172 2031 685 


4,176 5461 133 
4,130 8890 581 


4,185 2320 029 * 


4,139 5740 477 
4,193 9178 925 


4,108 2008 373 
4,202 6037 821 
4,200 9167 269 
4,211 2896 717 
4,215 6326 165 


4,219 9755 613: 
4,224 3185 062 
4,228 0614 510 
4,233 0043 958 
4,237 3473 406 


4,241 6002 854- 


4,246 0332 302 
4,250 3761 750 
4,254 7191 108 
4,259 0020 647 


D. 


43429 448 


454129 448 
448 
448 
448 
448 


45429 448 
ee 
438 
448 
443 


43429 448 
448 
445 
443 
44 


£3429 445 
4 
445 
449 
448 


43420 448 
443 
qe 
443 
448 


43429 448 
448 
448 
449 
443 


43429 448 
448 
448 
448 
448 


43429 448 
448 
448 
43 
448 


43429 449 


448 
448 
443 
443 


43429 448 
448 
448 
449 


log. Sin, i 


4,041 9148 223 
4,046 2877 673 
4,050 6007 122 
4,054 9436 570 
4.059 2866 018 
4,063 6295 467 


4,067 9724 915 
4,072 3154 364 
4,076 6583 812 
4,081 0013 260 
4,085 3442 709 


4,089 6872 157 
4,094 0301 605 
4,098 3731 053 
4,102 7160 502 
4,107 0589 950 


4,111 2019 308 
4,115 7448 847 


, 4,120 0878 295 


4,124 A307 743 
4,128 7737 192 


4,133 1166 640 
4,137 4506 088 
4,141 S025 536 
4,146 1454 985 
4,150 4884 433 


4,154 8313 881 
4,159 1743 330 
4,163 5172 778 
4,167 3602 226 
4,172 2031 675 


4,176 5461 123 
4,180 8890) 571 
4,185 2329 019 
4,189 5749 468 
4,193 9178 916 


4,198 2608 364 
4,202 6037 813 
4,206 9:67 261 
4,211 2806 709 
4,215 6326 157 


4,219 9755 606 
4,224 3185 054 
4,228 6614 502 
45233 0043 950 
4,237 3473 399 


4,241 6902 947 
4,246 0332 295 
4,250 3761 743 
4,254 7191 192 
4,259 0620 640 


BD 


43429 448 


43120 449 
448 


448: 


449 
445 


43429 449 
448 
448 
449 
448" 


43429 448 
4s 
449 
443 
443 


45429 449 
448 
443 
349 
ALS 


45429 44% 
448 
449 
418 
448 


43429 449 
448 
448 
440 
446 


43429 448 
448 

449 

448 

‘448 


43429 449 
448 
448 
4&8 
449 


43429 448 
445 
ds 
449 
448 


43420 448 
448 
449 
443 


JS) zu . bd . r . 
20. Gudermanu, Potenzial- Functionen Taf, IL. 


log: Tang. k. 
9,999 9999 982 


9999 9999 052 
933 
983 
933 
934 


9,999 9999 994 


985 
985 
985 
986 


9,999,0999 056 
986 
986 
987 
987 


9,999 9999 987 
988 
O33, 
Qs 
988 


9,099 9999 98S 
998 
988 
939 
989 


9,999 9999 989 


9,999 9999 900 
goo 
990 
991 
991 


9,999 9999 991 
992 
992 
992 
992 


9,999 9999 992 
982 
992 
992 
993 


9,999 9999 993 
993 
gs 
993 
993 


D. 


d v. Q2 " 


QUO Uu Or 


e 
id 


J. CD. Ux 


Qo à c» [SL 


cU 
ow 


40,64 
62 
63 
64 
65 


10,66 
67 
68 
69 
70 


10,71 
72 
13 
74 
75 


10,76 
2 
73 
79 
80 


10,84 
22 
83 
94 
85 


10,86 
97 
88 
89 

'90 


- 10,91 


92 
93 
94 
95 


10.96 
97 
93 
99 

11.00 


9° 


log. Gef. k. 


4,259 0620 647 


4,263 4050 095 
4,267 7479 543 
4,272 0908 991 
4,276 4338 439 
4,230 7707 887 


4,285 1197 335 
4.280 4626 783 
3,293 8056 232 
4,908 1485 680 
4,302 4915 128 


4,306 8344 576 
4,311 1774 024 
4,315 5203 472 
4,319 8632 920 
4,324 2062 368 


4,328 5401 S16 
4,332 8021 265 
4,337 2350 713 
4,341 5780 161 
4,345 9209 609 


4,350 2639 057 
4,354 6068 505 
4,358 9497 953 
4,363 2927 402 
4,367 6356 850 


4,371 9786 298 
4,376 3215 746 
4,380 6645 19% 
4,385 0074 643 
4,389 3504 091 


4,393 6933 539 ' 


4,308 0362 987 
4,402 3792 435 
4,406 7221 883 
4,411 0651 382 


4,415 4090 780 
4,419 7510 228 
4,424 0939 676 
4,428 4360 124 
4,432 7708 572 


4,437 1228 020 
4,441 4657 460 
4,445 SUSG 917 
4,450 1516 305 
4,454 4045 81% 


4,858 8375 201 
4,463 1804 709 
4,007 5234 158 
4,471 8063. 606 
4,476 2093 054 


D. 


43420 448 


43420 445 
448 
418 
443 
448 


43429 448 
449 
448 
448 
443 


43420 418 
448 
448 
413 
443 


43429 449 
448 
448 
443 
443 


43420 448 
435 
449 
448 
448 


43429 448 
443 
449 
445 
448 


43429 448 
448 
448 
449 
443 


43429 443 
448 
445 
448 
448 


43429 449 
448 
338 
448 
448 


43429 448 
449 
4318 
448 


loz. Gin. k. 


4,259 0620 640 
4,263 4050 088 
4,267 7479 536 
4,272 0008 985 
4,276 4338 433 
4,280 7767 881 


4,285 1197 329 
4,280 4626 778 
4,293 8056 226 
4,298 1485 674 
4,302 4015 122 


4,306 8344 57 

4,311 1774 019 
4,315 5203 467 
4,319 8632 916 
4,324 2002 364 


4,328 5491 812 
4,332 8921 261 
4,337 2350 700 
4,341 5780 157 
4,345 9209 005 


4,350 2639 053 
4,354 6068 502 
4,358 9497 950 
4,303 2927 398 
4,367 6356 846 


4,371 9786 204 
4,370 3215 743* 
4,380 6645 191 
4,385 0074 639 
4,380 3504 087 


4,393 6933 535 
4,398 0362 984 
4,402 3702 432 
4,406 7221 880 
4,411 0651 328 


4,415 4080 776 
4,419 7510 225 
4,424 0939 673 
4,428 4369 121 
4,432 7798 569 


4,437 1228 018 
4,441 4657 406 
4,445 3086 O14 
4,450 1516 362 
4,454 4945 SLU 


4,458 8375 259 
4,463 1804 707 
4,407 5234 155 
4,471 s 63 603 
4,476 2093 052 


D, 


43429 443 


43420 445 
449 
44^ 
448 
448 


43429 449 
548 
448 
448 
449 


43429 413 
443 
440 
443 
418 


43429 449 
418 
448 
443 
448 


43429 449 
448 
443 
448 
443 


43429 449 
445 
448 
445 
448 


43429 449 
448 
443 
445 
448 


43429 449 
448 
448 
448 
449 


43429 448 
448 


43429 418 
448 
443 
439 


93. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. I, 


log. Tang. ke 


9,999 9900 993 
9,909 0990 003 
993 
994 
994 
994 


9,009 0999 964 
994 
E 994 
994 
994 


9,999 9999 993 
995 
995 
996 
996 


9,999 9999 996 
996 
usb 
996 
996 


0,999 9999 996 
996 
996 
996 
996 


9,999 9999 996 
996 
996 
996 
996 


9,999 9999 906 
997 
997 


997 


9,999 9999 997 
997 
997 
997 
997 


9,999 9999 997 
997 
397 
907 
997 


9,999 9999 998 
998 
993 
908 
995 


D. 


k, 
11,00 


11,01 
02 
03 
04 
05 


11,06 
07 
08 
09 
10 


11,11 
12 


13 


15 
11,16 


13 
19 
20 


41,21 
02 
23 
24 
25 


11,26 
27 
28 

29 

30 


11,34 
32 
39 


35 


33,36 
37 
58 
39 
. 40 
11,41 
42 
3 
44 
43 


11,46 
47 
48 
49 
50 


23. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. IL. 


log. Sof. ke 


8,476 2093 054 


4,480 5522 502 


4,484 895i 950° 


4,489 33851 399 
4,403 5810 847 
4,497 9240 295 
4,502 2669 743 
4,506 6099 194 
4,510 9528 639 
4,515 2058 088 
4,519 6387 536 


3 9816 984 
S 3246 432 
2 6675 880 
0105 328 
3534 777 


Ca 
» 
e 
>) 
C2 


» 
C9 Ww 12 


PoP 


Ir 
an an cn 
I 
4 8 


LS 
pz 
[um 


& 


4,545 6964 225 
4,950 0303 673 
4,554 3823 121 
4,858 7252 569 
4,563 0682 017 


4,507 4111 466 
4,571 7540 914 
4,576 0970 362 
4.580 4399 810 
4,58* AWA 258 


4,589 1258 706 
4,593 4688 155 
4,507 8117 603 
4,602 1547 USL 
4,606 4976 499 


4,010 8405 047 
4,615 1835 396 
4,019 5204 844 
4,023 8694 202 
4,628 2123 740 


4,632 5553 198 
4,656 $982 636 
4,641 2412 085 
4,645 5841 533 
4,649 9270 931 


4,654 2700 429 
4,058 0129 877 
4,062 9559 325 
4,067 2988 774 
4,671 6418 222 


4,675 9827 670 
4,080 3277 118 
4,684 6706 566 
4,089 0136 015 
4,193 3565 463 


D, 


43420 448 


43429 448 
440 
448 
445 
448 


43420 448 
448 


43420 448 
448 
448 
449 
448 


$2129 448 
248 
448 
448 
449 


43425 448 
448 
448 
448 
438 


43429 340 
445 
448 
443 
413 


43429 449 
[ 448 
448 
448 
448 


43129 448 
440 
448 
448 
448 


43120 448 
448 
449 
448 
448 


43420 448 
418 
440 
448 


log. Gin, £, 


4,476 2003 052 


4,480 5522 500 
4,484 8051 048 
4,439 2384 396 
4,493 5810 844 
4,497 9240 293 


4,502 2669 741 
4,506 6099 189 
4,510 9525 637 
4,515 2958 085 
4,519 6387 534 


4,523 9816 982 
4,528 3246 430 
4,532 6675 878 
4,337 0105 326 
4,941 3534 775 


4,545 6064 223 
4,550 0393 671 
4,554 3923 119 
4,553 7252 567 
4,563 0682 016 


4,567 4111 464 
4,571 7540 012 
4,576 0070 360 
4,500 4399 509 
4,584 7829 257 


4,589 1258 705 
4,593 4688 153 
4,597 8117 601 
4,602 1547 050 
4,606 4976 408 


4,610 8405 946 
4,015 1835 394 
4,619 5264 842 
4,623 8694 201 
4,628 2123 739 


4,632 5553 187 
4,636 8982 635 
4,641 2412 083 
4,045 5841 532 
944,019 9270 980 


4,654 2700 428 
4 658 6129 876 
5,062 0559 324 
4,067 2088 773 
4,671 6418 221 


4,675 9847 669 
4,680 3277 117 
4,684 6706 565 
4 689 0136 014 
4,003 3565 402 


D, 


43420 448 


43429 443 
448 
448 
449 
448 


43429 449 
448 
448 
449 
438 


43429 448 
448 
448 
4480 
448 


42490 448 
448 
448 
449 
418 


43420 448 
448 
449 
448 
448 


43429 448 
448 
449 
448 
448 


43429 448 
448 
449 
448 
448 


43429 448 
448 
449 
448 
448 


43429 448 
448 
449 
448 
448 


43429 448 
+48 
449 
448 


log. Zang. k. 


9,999 9999 998 


9,999 9009 998 
993 
998 
998 


998 


8,999 9999 Qus 
998 
998 
94s 


al 
298 


9,908 9909 098 
993 
998 

) 


ino 
GOs 
VU 


DUS 


9,909 9906 198 
998 
tog 
908 
598 


9,009 9999 008 
993 
998 
099 
099 


9,999 9999 969 
999 
800 
999 
999 


9,999 9999 099 
009 
099 
990 
999 


9,999 69999 90d 
999 
999 
999 
999 


9,999 9999 999 
999 
999 
909 
999 


9,999 9999 999 
999 
999 
999 
999 


D, 


303 


304 


11,50 
11,51 

52 
53 
54 
55 


11,56 
57 


58° 


60 


11,61 
62 
63 
64 
65 


11,66 
67 
68 
59 
70 

11,71 
72 
73 


74 
73 


11,76 
77 
78 
79 
80 


11.31 
32 
33 
84 
85 


11,86 
87 
88 
89 


11,91 
92 
93 
94 
95 


11,96 
97 


98. 


"98 
12,00 


93, Gudermann, 


log. Gof. k. 


4,693 3566 463 


4,007 6994 911- 
4,702 0424 350 
4,706 3853 807 
4,710 7283 255 
4,715 0712 704 


4,719 4142 152 
4,723 7571 600 
4,128 1001 048 
4,732 4430 496 


' 4,736 7859 915 


4,741 1280.303 
4,745 4718 841 
4,749 8148, 289 
4,754 1577 737 
4,758 5007 186 


4,762 8436 634 
4,767 1866 092 
4,771 5295 530 
4,775 8724 978 
4,780 2154 426 


4,784 5583 875 
4,788 9013 323 
4,703 2442 77L 
4,797 5872 219 
4,901 9301 067 


4,800 2131 116 
4,810 6160 563 
4,814 9590 012 
4,819 3019 460 
4,823 6448 903 


1,927 0978 356 
1,822 3307 805 
4,836 6737 253 
4,941 0106 701 
4,845 3596 149 


4,840 1025 597 


4,964 0455 046 
4,858 3884 404 
4,862 7313 942 
4,867 0743 390 


4,871 4172 838 
4,875 7602 287 
4,880 1031 735 
4,884 4461 183 
4,988 7800 631 


4,8% 1320 079 
4,897 4749 527 
4,001 8178 976 
4,906 1608 424 
4,010 5037 872 


D. 
45429 #48 
43429 448 

448 
448 
419 
448 


43429 448 
448 
448 
440 
448 


* 43429 448 
438 
445 
449 
448 


43429 443 
448 
A38 
448 
419 


43499 448 
448 
448 
«5 
249 


43420 448 
448 


448 : 


448 
448 


43429 449 
443 

448 

448 

#43 


43420 449 
448 
448 
448 
448 


43429 448 
448 
448 
448 
448 


43429 448 
449: 
448 
448 


Potenzial - Functionen Taf. U. 


log. Gin. k. 


4,603 3565 462 


4,607 6094 910 
4,702 0424 358 
4,706 3853 806 
4,710 7283 255 
4,715 0712 703 


4,719 4142 151 
3723 7571 599 
4,798 1001 047 
4,732 4430 496 
4,736 7959 944 


4,741 1289 392 
4,745 47 84 
4,749 8148 288 
4,754 1577 737 
4,758 5007 185 


4,762 8436 633 
4,767 1866 081 
4,771 5205 529 
4,776 8724 978 
4,780 2154 426 


4,784 6583 874 
4,788 9043 322 
4,799 2442 770 
4,797 5872 219 
4,801 9301 667 


4,806 2731 115 
4,810 6160 563 


4,814 9590 011 ' 


4,819 3019 460 
4,923 6448 908 


4,827 9878 356 
4,832 3307 804 
4,836 6737 252 
4,841 0166 701 
4,845 3506 149 


4,849 7025 56 

4,854 0455 045 
4,858 3884 493 
4,862 7313 942 
4,567 0743 390 


4,871 4172 838 
4,875 7602 286 
4,880 1031 734 
4,834 4461 183 
4,888 7890 631 


4,893 1320 079 
4,897 4749 527 
4,901 8178 976 
4,906 1608 424 
4,010 5037 872 


D. 


43429 448 


43429 448° 


448 
449 
443 
A43 
43129 448 
438 
449 
438 
448 


43429 445 
488 
449 
413 
448 


43429 448 
445 
449 
445 
448 


43429 448 
448 
449 
443 
448 


43429 A48 
^o £8 
440 

448 

448 


43429 445 
448 
449 
448 
448 


43429 418 
448 
449 
448 


43429 418 
48 

419 

443 

418 


43429 448 
449 
443 
448 


(Der Schlufs folgt im náchsten Hefte. ) 


m ACTI SISSE TRIN a rn 


log. Zang. x. 


0,099 9999 999 


9,999 9999 989 
599 

599 

999 

909 


9,999 9096 999 
990 
999 
999 
999 


9,999 9999 990 
999 
099 
999 


999 


9,999 9999 999 
409 
09 
«oo 
999 


9,099 9999 999 
999 
999 
999 
999 


9,999 9999 009 
009 
#09 
999 
999 


9,009 9999 999 
999 


9,999. 9999 999 
999 
899 
999 
999 


9,000 9999 999 
999 


So) 
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24. 
Rem: rques sur un théorème énoncé par M Fourier, 


(Par Mr. Stern, docteur en philos à Göttingue, ) 


Lee précieux de Mr. Fourier intitulé » analyse des équations dé. 
terminées" dont l'auteur, frappé par la mort, n'a pu publier que la pre- 
micre partie, est précédé d'un exposé synoptique, dans lequel on trouve 
non seulement les propositions qui sont démontrées dans ies deux pre- 
miers livres que la. premiere partie contient, mais aussi celles qui aevaiení 
former le sujet de ia seconde partie; cette partie peut donc être en quei- 
que sorte rétablie. Dans un mémoire sur les fractions continues qui pa. 
raitra bientôt dans ce journal j'espère restituer le contenu essentiel dn cin- 
quiéme livre et je in'occuperai plus tard du sixième qui contient lappli- 
cation des séries récurrentes à la théorie des équations. Cette application 
découverte par D. Bernouili a été cultivée tour à tour par Euler, 
Lagrange et M. Legendre. Mais ious ces efforts l'ont laissée fort 
imparfaite; en effet leur méthode ne fait connaitre que la plus grande et 
la plus petite des racines, du moins d'une manière directe, ef ceiles- ci 
seulement quand elles sont réelles. M. Fourier est alld beaucoup plus 
loin. ti annonce daus l'exposé mentionné (pag. 70. et suiv.) qu'à l'aide 
de ses ihéorémes on peut trouver la valeur de toutes les racines, soit 
réelles, soit imaginaires, et qu'ainsi les rapports des séries récurrentes 
avec la théorie des équations sont beaucoup plus étendus qu'on ne l'avait 
pensé jusqu'à présent, Mais malheureusement il n'a énoncé que deux de 
ves théorémes et l'un d'eux est en outre incorrect, Pour le moment je 
me contente de démontrer ces théorómes et de restituer l'un deux; je 
les appliquerai alors à la résolution des équations du 3*"* et du 4°" degré, 

Pour traiter la chose de la manière la plus simple, je forraerai la 
série récurrente d’après la. méthode indiquée par Lagrange, 

Soit proposée l'équation 

=" + Aa + Bar LOL... = 0. 

Je suppose que cette équation ma pas de racines égales, ear si 
elle en avait, on les découvrirait aisément par les méthodes connues. De- 
signons par s, É, u v, x, .. ee les racines de l'équation rengées par ordre 
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de grandeur, abstraction faite du signe. Si l'équation a des racines unà 
» e e,; 5 » 4 ^ v " NET M f 
sinaires, on conçoit que deux des racines imaginaires conjugees Ont ete 
-. o Ff $^ 4 2 ® a BE CA Sr 
multipliées l'une par l'autre, je produit est toujours réel et c'est ce pro- 
duit qui, étant comparé au carré de chaque racines réelle, marque la 


place que doit occuper dans l'ordre des racines le couple des jeux racines 

imaginaires conjuguces. 
Un aura 

x" ke AT Bet secet RE (ac — 8) (ae — £j Cae — u)(x -—9V) «ev 


ex fon déduira de cette équation identique les rapports 


A, = —A, 
4 — —AA,—2B, 
A == AA,—BA,—30, 
en posant 
A =s+t+u + U nf cere 
4, — $8 tepupe Mel 
d=s ++ + + oo. 


A. street US UT sisi 

Supposuns d'abord que la première raciue est réelle. Aiors les 
termes 4,, 4,, 4, .... constituent une série récurrente que je désigite- 
rai par (S); en divisant chaque terme par celui qui le précède on ap- 
proche de plus en plus et indéfinimeni de la racine s, c'est la régie con- 
nue de Bernouili, Pour trouver la valeur de la seconde racine /, on 
prend trois termes consécutifs 4,, A,, 4,, on retranche du produit des 
exträmes le carré du terme moyen et l'on opère de la même manière 
pour trois autres termes consécutifs 4f, "4330435 Asy Aus A,;; ainsi de suite. 
De cette manière on aura une nouvelle suite rócurrente que je désignerai 
par 5$,); en divisant chaque terme de cette suite par celui qui le précéde, 
la suite de quotiens sera convergente et elle aura pour limite le produit 
.: des deux premières racines. 

Car supposons que lexposant 7 est asse» grand pour que | on ait 


à trés-peu prés 


A, = 57 + Des 
approche de plus en plus de la verité, en posant | 
iE av 
adii zen 36 A -|- { T y 


2 na 8 T 2 
Ho == 8 À LME > 


o 
5 
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Au = oue p, 
Anyı = abies lt tira 
ICA Uu Ae. + de 

Ainsi on aura 
A, e Aus An)" 
In: . Ans; i P NIS 
"Da ° À ua EN (Anas) 


7 n \2 
$ . t (s BT Lj s 
sr, gr (s— £y 


sate, Em S LL), 


gd d 


ou zx. 
Anis An Ue og} 
An. na ol (Gi)? im uod 
Ans Are — (An+3) = 


hr ne = st 
Anti . An+3 = (Any)? 2 


etc. 





cest-à-dire que les quotiens s'approcheront de plus en plus de ta valeur 
st. Voila le second théorème de M. Fourier démontré. 


Si au lieu de prendre trois termes consécutifs de la série (S), on 
en prend quatre 4,, Ar; A,, A,, si du produit des deux termes extremes, 
on retranche le produit des termes moyens, on trouve 


z MR. m n , x Q9 ~ 32 3 3 
£4 p © Anzs — Ans, e His m AS i e (5 — $ £ & £ "1m L ) 


/ 
M 1° A, Tit vos e A ka = ser I ide (s* a $5 L-— 6 t? d- P) 





etc. 

Ainsi on a une nouvelle série ($,) dans laquelle les quotiens con- 
tinus ont encore pour limite le produit 5/7. C'est en quoi je me trouve 
en opposition avec l'assertion réitérée de M. Fourier, car selon son pre- 
mier théorème la limite de ces quotiens est la somme 54-7 des deux 
premiéres racines. 

La suite des quotiens de la première série (9) cesse d'être con- 
vergente si la racine s est imaginaire, alors on n'aura jamais à trés-peu pres 
A, = 4, 
mais il est facile de voir que les quotiens continues des séries (5,) et (5,) 
ne cessent de converger vers la limite st, parceque la somme 35" + £^ est 
toujours réelle, s et / étant des racines conjuguées. On comnait donc 
le produit des deux racines imaginaires, pour trouver leurs valeurs ıl faut 
en connaitre encore wie autre fonction. On la trouve en considérant que 
fle n'*"* terme de la série (S,) est = s".7" (s-]- t)(s — t). et le n*"" terme 
de la série (S,) = "ls, d'où il suit quen divisant chaque terme 
de la série (S,) par 1e terme correspondant de la série (5,) on formera une 
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suite de quotiens, qui approcheront de plus en plus de la somme s + ¢ 
des deux premières racines. Cette somme n'est donc pas donnée par les 
quotiens dune seule série, mais per des quotiens tirés des deux séries dif- 
férentes. C'est ainsi qu'on doit restituer le premier théorème de M. Fourier. 
Pour faire voir que ce qui précéde suffit pour résoudre toutes ces 
équations du troisióme degré, je ne saurais faire mieux que de parcourir 
quelques exemples qu' Euler a traités (Introd. in anal. inf. $. 349. ). 


Ex. 1. Soit proposée l'équation 


x)—234—5 = 0. 
On aura | 
(S)==0, 4, 12, 8, 40, 64, 112, 288, 480, 1024, 2112, 3968, 8320, 
616384, 32512, 66048, 130560, 262144, 525312, 1046528, .... 
Cette stia a des quotiens convergens, | 
En s'arrétant au 20°" terme, on a 


1046328 
( 
S = SGT = 1,992 04 
en e'arrétant au 19°”, on a 
525312 j 
Sea = 2,001; 
262 262144 2; 2 


je prends s==2, ce qui est sa vraie valeur. 
La série (5,) devient 
(S,) == —16, — 112, 4, 66, — 1088, 384, 5888, — 29184, 64512, .... 
Les quotiens de cette séric étant divergens, ii faut en conclure que les 
racines ¢ et u sont imaginaïres. Connaissant la valeur de la racine s, on 
peat trouver les vaieurs des racines £ et u à l'aide des équations 
S--ff-u = 0, 
siu = 4, 
Un parvient au même but en substituant dans l'équation proposée 
9 
— au lieu de x, l'équation se change alors en 
1, 5354-57—2 — 0, 
et en désignant les deux premières racines de cette nouvelle canatign par 


2 2 
Kis Ves on a {== —, EE — a 
| Yı Ja 

yr 


ia série (5) déduife de Péquation (1.) sera 
(S)==—1, 1, 5, — 7, 9, 1, —15, 33, — 31, 1, 65, — 127, 129, 
1, ——255, 513, — 511, 1, 1025, — 2047, 2049, 1, .... 
D'ailleurs on aura 
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($,) = —6, —32, —4, — 88, —156, — 192, — 624, — 928, — 2016, 
—4352, —7744, —16768, —33896, —64512, —132864, . ~260608, 
—923776, — 1052672, — 2089044, — 4200448, .... 

(9,) — 2, 44, 68, 96, 312, 464, 1008, 2176, 3872, 8384, 16448, 32256, 
56412, 130304, VORNE 926336, 1044999 » 2100224, 4195328, . 

On tire de cetie derniére série les valeurs em ade 

See ign m 3009... pure = HONS — L99T.. 

je prends y,. y, — 2. 

On aura en outre 
2100224 
Vi Y» — 1052073 
prenant y, +y:=—2, on aura 
Yen Fin a 
Yı + ys = —2, 


vif re | 4195398 - 


ou 
yi — ly —i, ¥2==—i1— /—1, 
t=—1—y—1, Uu — —1i-ry-—1. 
Ex. 2. Soit proposée l'équation 
a — LES x — c mw 
Ün aura 


($) — 4, 0, — 8, 0, 64, 192, 256, 0, —512 DAE 
Les quotiens de cette série étant div ergens on pourroit en conclure que 
la premiére racine est imaginaire, mais dans ce cas il faudrait que la sé 
rie (S,) eüt des quotiens convergens. Cette série sera 
(Sy)=—32, 64, —512, — 4096, — 20480, —131072, 262144, ....; 
les quotiens continus sont divergens et il faut en conclure que l'équation 
proposée n'a pas une racine premiere, c'est à dire qu'elle à une raeine 
réelle dont le carré est égal au produit des deux autres racines qui sont 
imaginaires. Le dernier terme de l'équation doit donc être égal à lo 
croisième puissance de la racine réelle, c'est à dire qu'on aura s== 24,8542 
et ut, d'ailleurs on a s-E-z--u — 4, ou £-Fu —2, d'où il suit 
t=1-+-yY—3, uci—y — 3. 
Ex. 3. Seit proposée l'équation 
a5 3a + x —2 = 0 
On aura 
Dies, 5, 7 7, 1, 12, 09, 33, 1, — 63, 127, —127, 1, 
“potes ER Ris pt 1093, -—20417 .,... 
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Sse — 10, —16, —?f. LÀ 56, — 120, —— 256, — 528, — 1056, — 2080, 
4095, —BL2R, — 16750, — 32030, —655:56, — 131328, -—262650, . +» 
(Sp == —18, 28, — 46, —11* 214, —528, —1072, — 2112, —1125, 
NOR, 10192,3257 02, --55408,—131325,—202912, — 705319554 
Ainsi On # 
262656 


ET an 
525312 
s+t = ms” >» 
dou l'on déduit 


L'équation 
cs+i+uzs donne u = 1. 
On voit aisément que le même procédé sufit pour résoudre toute 
a d e en d A Stent donné 1E ers 
équation du quatrieme degre, car, étant donnée Pequation 
x +ax + be +ex td = 0 
on trouve les deux premières racines 5, /, en formant les séries 15), (S:), 
(S, et l'on déduit alors des équations | 
1) id up Um dt 


2) s.t.u.v = 


? 
eX > e « 
les valeurs des deux derniéres racines, si lon ne veut pas les chercher 


par la voie directe en prenant © = d et cherchant la valeur de y. Seu- 
lement si les racines extrêmes s et 7, sont réelles et les racines f, u ima- 
ginaires , ib faut chercher la valeur de la racine s par ia série (S) et la 
valeur de la racine u en substituant 7 au lieu de x dans l'équation pro- 
posée, et gharchant la valeur de y, on trouvera alors les valeurs des ra- 
cines z et u à l'aide des équations (1.) et (2.). 

Par exemple, étaát proposée l'équation 

ot — x 4x + x —4, 

on aura 
(Seeds uds 14, 29, 901—334; — 503, — 347, 2083, 3838, — 5959, 

— 24782, 3548, 123987, ---- 

(8,) = — 63, — 399, —2185, —10202, — 49444, -—241211, —1168155, 
— 5670675, —27142841, — 130622997, — 6352900526, . ++» 
($,) == — 69, — 266, — 2308, 11323, —30414, —245363, —1207713, 
— 5926781, — 28750264, —134058714, — 650910997, „+. 

Les deux premiéres racines de équation sont donc imaginaires. 
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La serie (S, . conne 
6342490056 








SE = — —130623997 7" 4865, 

et ia serie 5,' donne 
résodsu650910007, od dag 
eae he 


Ob Aura aussi 
650910997, … 949 
stt = aa = 10242... 
Je prends 
st == 4,86, 
st = 1,025, 
“msi On aura 
= Lv 489), 1025-16, 486) 


d'ailleurs on a 
spt+u-v= i, 
dof. ULV m—d4, 
ou 
uvm -— 0,025, 
4 
— ise: 
d'ou l'on déduit les valeurs RRB 


ui 


0243 
Ve) 


Vira 5 14 yc ie 
L'équation a done deux racines imaginaires et deux racines réelles 
dont l'une est comprise entre O et 1 et l'autre entre —1 et 0. M. Fou- 
rier, en traitant la méme équation *), a trouvé que l'une des vacines est 
comprise entre — i0 et —1. Mais on découvre facilement quib s'est 
glissé une erreur dans le calcu], en effet la suite des signes correspon- 


I 


dante à (—-4y est | 
^ d dim m A "te 


Le 20. Août 1832. 


— tem o 


*) Analyse des équat. pag. 143. 
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Nachrichten von Büchern. 





A ufgaben- Systeme und Sammlungen aus der eben.n Geometrie, zu 
einem selbststándigen Unterricht in der Analysis, geordnet und durch 
Gesetze vorbereitet von H. v. Holleben und P. Gerwien, Lieut, im 21sten 
und 22sten Inf. Reg. und Lehrer im Konigl. Preufs. Kadetten - Korps. Asier Theil. 
Geometrische Analysis. Aster Band. Anleitungen und Gesetze. 19} Bog. gr. 8. und 
19 Figuren-Tafeln.. Preis 1 Rıhlr, 10 Sgr. ter Band. Aufgaben. 341 Bog. gr. 8. 
und 42. Steintafeln. Preis 3 Rthir. 10 Sgr. 


Das eben angeführte geometrische Werk hat eine doppelte Bestimmung. Ein- 
mal soll dasselbe als Handbuch für den Lehrer bei einem selbsistándigen Unterricht 
in der geometrischen und algebraischen Analysis dienen, und ferner hat es den Zweck, 
eine Bearbeitung der hauptsachlichsten Aufgaben-Systeme der niederen Geometrie, welche 
sich durch Kombination einer bestimmten Anzahl von Elementen ergeben, darzu- 
bieten; in welcher Art beim Dreieck z.B. die folgenden Elemente benutzt worden 
sind: Seiten, Winkel, Höhen, die Seiten halbirende Transversalen, die Winkel halbi- 
rende Transversalen, Radius des Kreises um das Dreieck, Radius des Kreises im Drei- 
eck, Summen der Seiten, Differeazen der Seiten, Differenzen der Winkel. Die eine 
Bestimmung haben wir durch eine sorgfällige Auswahl des Stoffs und durch wirkliche 
Erfahrungen im Unterricht zu erreichen gesuchi, so dafs z. B. die hierbei so wichtige 
Anordnung des Materials in Rücksicht der Folge der Aufgaben und ihrer Vorbereitung 
durch Oerter, Daten u.s. w. im ganzen ersten Bande ein Resultat wiederholt in den 
Unterrichtsstunden angestellter Versuche ist. Die audere Bestimmung dagegen haben 
wir uns bemüht durch Benutzung des bekannten Materials, und -vorzüglich durch eine 
Jahre lang fortgesetzte eigene Ausbildung der Systeme zu erfüllen. Einen Theil der Er- 

folge dieser vorher angegebenen Bemühungen bilden die zwei bis jetzt herausgekomme- 
men Bünde über die geometrische Analysis. Der erste Band (Anleitungen und Gesetze) 
ist zum Unterricht in der Stunde bestimmt, und enthält Oerter, Daten, Lehrsätze, Auf- 
gaben u.s. w., welche sich gegenseitig vorbereitend und unabhangig vom zweiten Bande 
geordnet sind. In dem zweiten Bande (Aufgaben) dagegen sind durch Zusammendran- 
gung des Stoffs miitelst eigener Zeichen u.s. w. ungelähr 2000 Dreiecks-, Vierecks-, 
Kreis- (Schneidung- und Berührung-) Linien- und Punkt-Aufgaben nebst den mit den- 
selben im Zusammenbange stehenden Gesetzen abgehandelt, von denen die leichteren 
sämmtlich in Rücksicht auf den Unterricht, zur Beschäftigung des Schülers aufserhalb 
der Stunden, geordnet sind, und die schwierigeren Aufgaben, ferner einige Satze, welche 
zu der Eigenschaft des Dreiecks gehóren, dafs ein bei demselben vorhandener Kreis 32 
zu demselben Dreieck gehórende Kreise berührt, und endlich die geometrische Bestim- 
mung von 24 bei einem Dreieck vorhandenen Centrallinien den Schlufs dieses Bandes 
bilden. Die Lösung der in diesen beiden Bänden fehlenden Aufgaben durch die hö- 
here Geometrie oder mittelst der algebraischen Analysis, und die Ausarbeitung der An- 
leitungen zum Unterricht in dieser Analysis sollen den ersten Bänden nachfolgen, sobald 
es die Umstände erlauben. 

Berlin, den Sten October 1832. 


 Gerwien. v. Holleben. 
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Mémoire sur la résolution des équations indéterminées 
à laide des séries. 
(Par Mr. G. Libri de Florence.) 








Introduction. 


\ 


Les formules qui servent à résoudre en termes finis les problèmes ana- 
lytiques sont si peu nombreuses, qu'il n'y aurait que des questions très. 
simples que l'on pourrait traiter dans le calcul des séries, Cependant jus- 
qu'à présent on n'avait jamais tenté d'appliquer ce calcul aux équations 
indéterminées, que "on táchait de résoudre par des transformations, en 
saidant des propriétés spéciales des nombres, que le génie de quelques 
grands géóométres avait pu découvrir; quoique dans le seul cas de l'ana- 
lyse indéterminée, les méthodes d'approximation fournissent des solutions 
exactes. Car comme, lorsqu'il s'agit d'équations indéterminées, les incon- 
nues doivent avoir des valeurs entières, il est clair qu'ayant trouvé deux 
limites entre lesquelles doit être comprise la valeur d'une inconnue, cette 
valeur ne peut étre que l'un des nombres entiers compris entre ces deux 
limites. D'où il résulte qu'en égalant successivement à tous ces nombres 
entiers Pinconnue dont il s'agit, on pourra, par l'élimination, ôter cetie in- 
connue de l'équation proposée, qui se réduira de cette manière à un Sy- 
sième d'équatious dans lesquelles le nombre des inconnues sera diminué 
de lunité. 

Dans ce mémoire nous appliquons le calcul des séries aux équations 
indetermindes. Notre méthode est fondée sur ce théorème trés-simple, 
que lorsqu'on a une équation dout chaque membre se compose de deux 
termes, Pun desquels est un nombre entier, et lautre est une fraction 
moindre que Punité, il faudra que ies deux nombres entiers soient égaux 
entre eux, de même que ies dew» fractiors. £l résulte de là que lorsque 
d'uue équation indéterminée à deux inconnues, on aura déduit la valeur 
d'une fonction donnée des inconnues développée en série convergente, de 


manière qu'une partie de la serie soit une fonction entière des inconuues. 
Crelle’s Journal 4 Bi RA TX "f 4 Af) 


314 20. Libri, mémoire sur la résolution des équations indèterm. à l'aide des séries, 


et l'autre partie seit une fonction fractionnaire telle qu'on puisse la rendre 
plus petite que l'unité, en donnant aux inconnues une valeur plas grande 
que des limites donuées, il faudra que ces inconnues soient comprises entra 
ces limites, ou bien on pourra égaler à zéro la partie fractionnaire, et la 
pore entière de la série fournira de cette manière une nouvelle équation 
à deux inconnues im devra exister en méme tems que l'équation propo- 
sée, et qui servira à résoudre celle-ci completement , 

Nous appliquons d'abord ces principes à des équations indéterminées 
trés-simples, en montrant comment, par le développement en séries, on 
peut les décomposer en deux autres équations, dont l'une en termes finis 
ne renferme que des quantités entières. Puis nous résolvons des équa- 
tions plus compliquées algébriques ou transcendantes. Nous montrons en- 
suite comment l'on peut résoudre les équations dans lesquelles il faut ex- 
traire les racines, d’un ordre quelconque, de certains polynomes donnés, 
et nous fesons voir que dans ce cas, afia que notre méthode. soit appli- 
cable, il faut satisfaire à la condition que l'on puisse extraire la racine de 
l'ordre dont il s'agit, du terme qui contient le plus grand exposant. Enfin 
nous résolvons l'équation proposée par rapport à l'une des inconnues, lors- 
que cette résolution est possible, en fesant observer que dans ce cas, 
lorsque, en donnant aux inconnues ou à l'une d'elles seulement des va- 
leurs plus grandes qu'un nombre donné, les racines deviennent imaginai- 
res, il faudra nécessairement prendre pour les inconnues des valeurs moin- 
dres que ce nombre, et l'équation proposée sera résolue complètement. 

En traitant de cette manière les équations indéterminées qui sont 
du second degré par rapport à lune des inconnues, nous montrons quel: 
les sont les conditions auxquelles on doit satisfaire aim de. pouvoir résou- 
dre complètement ces équations. : Nous trouvons aussi les conditions aux- 
quelles doivent satisfaire les équations qui sont du troisième degré par 
rapport à Pune des inconnues, afin qu'on puisse les résoudre compléte- 
ment à l'aide des formules qui dounent les racines des équations du troi- 
sióme degré. On pourrait faire les mémes considérations sur les équa- 
tions qui sont du quatriéme degré par rapport a Pune des inconnues, quoi» 
que dans ce cas ees recherches se compliquent beaucoup. Mais comme 
passé le quatrième degré on n'a aucune méthode pour trouver les racines 
des équations algébriques, nous ne pourrions pas aller plus loin par des 

formules finies, et nous avons dû recourir aux méthodes d’approximation. 
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Si l'on cherche, par le thécrème de Lagrange, l'expression en 
séries des racines d'une équation algébrique quelconque, on obtient plu- 
sieurs développemens, parmi lesquels il faut choisir ceux qui deviennent 
convergens lorsqu'on y substitue les valeurs des coefficiens. En général 
ces développemens contiennent des radicaux, mais quelquefois ils en sont 
délivrés, selon le degré de l'équation proposée et.le nombre des termes 
quelle renferme, IRRE si l'on suppose qu'il s'agisse de résoudre 
une équation indéterminée 4 deux inconnues, il est clair S l'on pourra 
la résoudre, par le theoréme de Lagrange, par rapport à lune des in- 
connues, en considérant les coeíficiens comme des fonctions de l'autre 
inconnue. Alors lorsque lo série sera convergente, et que lon pourra 
faire disparaître les irrationnels qu'elle contiendra, on obtiendra une équa- 
tion composée d'une partie entière et d'une partie fractionnaire; et si l'on 
rend celle-ci plus petite que l'unité (en donnant à l'inconnue qu'elle ren- 
ferme une valeur plus grande qu'une limite donnée), on aura une nou- 
velle équation qui devra subsister en méme tems que l'équation proposée, 
ou bien il faudra donner à lune des inconnues une valeur moindre que 
la limite dont on vient de parler: et dans les deux cas l'équation pro- 
posée sera résolue complétement, 


: En traitant de cette maniére les équations qui soat du second ou du 
troisième degré par rapport à l’une des inconnues, nous retrouvons les con- 
ditions que nous avons déjà obtenues en considérant la forme des racines; 
et même nous trouvons de nouveaux cas de solution, Enfin nous mon. 
trons de quelle manière on peut résoudre les équations plus générales, 
et nous exposons quelques artifices analytiques qui peuvent servie à la 
résolution de plusieurs équations indéterminées, 


Lorsque la série dont on doit faire usage pour avoir la valeur de 
la racine cherchée contient des quantités irrationnelles, notre méthode 
exige pour être applicable, que l'on puisse résoudre une nouvelle équation 
indéterminée avant d'obtenir la résolution de l'équation proposée; mais 
lorsque l'irrationnalité ne se montre pas, il suffira d'obtenir une série con- 
vergente qui fournira la résolution complète du problème; et il faut re- 
marquer que les conditions qui doivent être satisfaites dans tous les cas, 
afin de résoudre par cette méthode les équations indéterminées à deux 
inconnues, ne regardent que les termes qui dans chaque coefficient de l'in- 

40 * 
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connue, par rapport à laqueile on a résolu l'équation, renferment ies pius 
grandes BE, de ia variabile. 

En générai au lieu de chercher le Re een en series d’une 
racine de l'équation proposée, on pourra chercher une fonction quelconque 
des inconnües, et si la suite que l'on obtient de cette manière peut dexe- 
nir convergente, on aura résolu complètement l'équation BFOROSCS: 

La méthode que nous exposons dans ce mémoire sert à trouver la 
résolution d'un infinité d'équations indeiermindes de tous les degrés, que 
lon ne saurait résoudre d'aucune manière par les principes connus. On 
peut aussi l'appliquer aux équations contenant un plus grand nombre d'in- » 
connues, en les résolvant successivement par rapport à toutes les incon- 
nues l'une aprés l'autre. — 


=<» Po eg 





Analyse. 
Etant donnée équation 
61. A4+a = +0, 
dans laquelle 4 et B sont deux nombres entiers, ei « et ß sont deux 
quantités positives quelconques {en observant qu'on peut toujours les 
rendre positives) pias petites que l'unité, il est clair que l’on aura. 
| | 4m B, a=? 
li résuite de là que si d'une équation à deux insonnues Q(x, y) = 0, on 
peut ürer, d'une maniére quelcongue, une équation de la forme (61.), on 
pourra déterminer, par l'élimination entre les deux équations 
d Q(x, y) = 0; cB, 
les valeurs de x et de y. En général étant proposé de résoudre en nomic 
bres entiers l'équation à 7 inconnues | 
Q (x, Vy 2) «e» 0 ete.) = O, 
si Fon en peut déduire, par des opérations quelconques, les m équations 
A+ = Bi + hi, 4 2 Fe = à + Les ose Anton = By d ss 
dans lesquelles les quantités 
ANA NIET a AS SAR OCR EN AS 
sont des nombres entiers, et les quantités 


is Len anne Amy Pis Pas ove Ems 
sont des fractions positives (ce qu'on peut toujours supposen)s plus petites 


# 


que l'unité, on trouvera les équutious 
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d accu ed BA WU dd B, 
qui étant. combinées avec Pequsuce : 
Qe, ya. etc.) = 0, 
donueront, aprés l'élimination, . une équation qui ne contiendra plus que 
ü-—1i inconnues. he 
Nous répéterons ici la remarque que nous avons déjà faite précé- 
deniunest, que si par un procédé quoiconque, on est parvenu à tirer de 
l'équation | 
Bla, Y 2 cove ein) —.O, 
une valeur approchée à de x telle, que l'on sache scuiement que ia valeur 
de à doit être toujours comprise entre H et JV, on trouvera la vaieur 
exacte de x en l'égalant successivement à tous les nombres entiers com- 
pris entre M et JV, 
Maiutenan: soi! proposó de résoudre en nombres entiers l'équation 


a-ra, wa; ax? over aban © 
b+b.x+b, 2°. .eca^ ae 


cma 
rt 


on fera d’aborä 
OO, x... eaux =X bb eee 0m” = Am) 
et en général X, représentera un polynome en x du degré r à coefliciens 
rationneis: par conséquent il s'agira de résoudre en nombres entiers l'équation 
Pex: 
ew oe 
dans laqueíle nous distinguerons trois cas diiörens, selon que Pon aura 
DUM SERE = Tes 
Soit m>>n; on poura deierminer facilement un nombre entier Z 
tei qu'en substituent pour x dans la fraction = la valeur £ + (a ciant 


une quantité queiconque T? Selle et positive) on ait toujours (abstraction 
faite des signes) X,,>%,,5 où pourra de móme déterminer une seconde 
limite inférieure Z, telle ( que ai Pou fait ac = D, — x, on ait encore X,, > À,; 


| E, 
et comme si l'équatioz proposée est résoiubie il fauura que la fraction 
soit un nombre u. on ne pourra donner à à x» que les ru sulvanies 
=L,=L,-+i,...2=5; 
de sorte is 'en M x successivement enire l'équation proposée et 
Pune des équations précédentes, on aura un nombre L --i-—2, uA 
tions en y, dont les racines entières, si en exisio, we fuuits ies 
solutions de l'équation proposée. 
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P d m —n, on divisera X, par X, et on obtiendra un quo- 


tient 7 — = plus un reste qui sera de la forme Mu , en indiquant toujours 


par X,., un polynome en x du degré m—1 à coefficiens rationnels. 
Maintenant on aura, lorsque 4 = 77, 
X. 
an js ciens 
yum Er 
et partant 


by = 47 +b, = = 


d'où il résulte qu'en fesant 5, y —6,, — z, on devra résoudre en nombres 

entiers l'équation 
: Jm 
Xn 

dont nous.savons déjà trouver toutes les solutions entiéres. 

Lorsque 7772, on fera nz—7n--p, et en effectuant la division 

on trouvera l'équation 

X u 

7% = pem = A xP + d, ats ke +A PU Im z^ 


m 


dans laquelle les coefficiens 4, 4,, .... 4,, sont des ee rationnels, 





sub 








P 2 
et X, , est un polynome en x du degré m—1 à coefficiens rationnels. 


A présent si l'on réduit tous les coefficiens de cette équation au dénomi- 
. nateur commun D, on aura 


€ 


| Dy = D(Aa* + A,a?- Sees 
et par conséquent 
Dy — D(Aa? + Aa de e) = € 


ms 











P 





2 
et comme Île premier membre de cette équation cem un nifi onto ‘si 
on l'égale à z, on devra résoudre l'équation 

Jan 
eR 
dont nous savons déjà trouver toutes les solutions entiéres, 

A l'aide de l'équation 

N ah sob 02 uie eder _ Xn 
JT bb, eo by 02. = T qum PN > 

on peut résoudre l'autre plus générale 


O(a, y) = 


en indiquant par Q (x, y) une fonetion rp et entière des nombres 


23 = 


v 
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entiers x et y; car puisque le premier membre de cette équation est un 
nombre entier, on pourra trouver toutesles valeurs de x qui rendent en- 
uer le second membre, et comme le nombre des valeurs entières que 
peut prendre le second membre est toujours limité, si on les représente. 
par 7,, ?5, .... VU, On aura les équations 
Q(r,y)--, Q(x, y) = 0, ..... Da, y) : = v, 
qui devront exister en méme tems que l'équation 
(x, y) = x | 

et qui serviront, par l'élimination, à à trouver toutes le solutions de celle-ci. 

L'équation, que nous venons de traiter en renferme un grand nom- 
bre d'autres plus générales. Ainsi par exemple étant proposé de résoudre 
en nombres entiers l'équation 

| F().F,(y) = f@).f.0), 

dans laquelle F, F,, f, f,, expriment de fonctions entiéres et rationnelles, 
on fera d'abord 

F(x)-—X, f(x)-—X., Fly) =}, er 
en exprimant toujours par X, et X, des polynomes en x, Seb. et ra- 
tionnels des degrés n et 77, et par Y et Y, des polynomes en y, entiers 
et rationnels des degrés p et ut ch l'on aura 


F (x) SUPE Ts (7) aos 
Eth = — 
f(x) = BT ys? 
d'ou l'on déduira une équation de la forme — 


Kant Et = Ye, 


et par conséquent on pourra trouver pour æ et y, des limites telles, qu'en 
prenant pour ces inconnues des valeurs hors de ces limites, on ait toujours. 
aprés avoir réduit tous- les coefficiens' fractionnaires au méme dénomina- 
teur D, l'équation 





DX, D Y, 2 

qui étant combinée ! aveo l'équation proposée fournira toutes les valeurs 
des inconnues, qui ne sont pas comprises entre les limites dont on vjent 
de parler; et comme les valeurs comprises entre ces limites peuvent se 
déterminer séparément avec facilité, on aura toutes les solutions entières 
de l'équation proposée. Dans l'analyse précédente nous avons supposé 
172», mais si l'on avait 2 — m, ou n «m, on renverserait la fraction, 
et l'on aurait 
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Am Xp. 
E Y; : 
& ae Sy 15 gast ts 21 d 4 d nots 5 7117 ti a “J t Sie loq v1 
er en geuvctai ii serait facile de résoudre ceite equa 10m gans tous ies Cas, 
Soient Ay, X,, X,, Xp, des polynomes quelconques en x enuers, 


des degrés 2, My r, p, et supposons que lon ait p>r, n>m; s Pon 
doit trouver toutes les solutions entióres de l'équation 
f X, M7 


i] X nu f 3 4 Nr " ( Xr 3 is { \ A AY t ; 
62 y = g-(4TA4 gp T4 gti, T4 y) ete}: 
| Am ™ 220 Ve p hr D , 


<2 


5 > „Ar | . e 7. e 
dans laquelie la valeur du rapport 7— ne peut Jamais surpasser une mite 
| ay 


L, on poussera la série jusqu'au terme £-]-1"', (en prenant pour £ le pius. 
_ petit nombre entier qui satisfait à l'inégalité pz --zÓ — r£ 4- ^, laquelle sera 
toujours possible puisque p>r) et on aura, après avoir effectué les divi- 
sions et après avoir muitiplié par le dénominateur commun D, une équa- 
tion de la forme 
Dy = ax” NE aat AT T 2pm + cie 
E j ova. cue PACE) , ze Be 
dans laqueile ta Iraction FG) représente une série convergente, dont la 
valeur pourra se réduire aussi petite que l'on voudra, en donnant à x des 
valeurs qui ne soient pas comprises entre deux limites 7, Z, que lon dé- 
terminera aisément. On voit par là que l'équation proposée sera résolua 
complétement, par les principes que nous avons exposés précédemment, 
quelle que soit la nature de la foncüon, algébrique ou transcendante, qui 
est exprimée par le second membre de l'équation (62.). 
Soit proposé maintenant de résoudre en nombres entiers l'équation 
63. Ae udis d te dote = 4g" y"^-Eb yn... H- dy te, 
on pourra d'abord multiplier tous ses termes par A", et en fesant ensuite 
An (b Pt ne dete)=r, AT (b, y le evt d,y "exem $5 
on aura n 


AG x" (4 + wu) Ayy” v Lr ) , 


Ar q" ya A 


I 


ei partant 
T , 
Pog nt Le nes era, = m {. S 
dg ( Tua etc.) Avy (1 Cag eic.), 
et cette équation étant traitée de la même manière que l'équation (62.) 
Y F . 4 » e 9 
nous conduira nécessairement à la résolution de l'équation proposée puis- 
| proposée, 


que ies séries qu'elies contient sont toujours convergentes, lorsqu'on donne 
à x ei v des valeurs plus grandes que des quantités données. 


w 
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Si l’on exprime en général (comme on l'a déjà fait dans le mé- 
moire précédent). par F.(x, y), un polynome homogene et entier en x et 
y, du degré r, on. pourra résoudre aussi Péquation 

a^ yr" == DP ght E, (xe, y) (es, y). ce m ba +f (a, y) 
car en extrayant la racine 7°, on aura 


^ ey" xy + L222) = ba? (1+ 22) — ete), 
ou. bien 


bat a V LED) — ays(1 tee), 


qn ymn na ynn 
et il faudra faire usage de la premiére ou de la seconde série, selon que 
lon aura æ — y, ou y>x; et dans les deux c.s on pourra déterminer 
deux limites de x et y, telles qu'en prenant pour ces inconnues des nom- 
bres entiers hors de ces limites, on ait l'équation 
F(w, y) = F(x, y), 
qui devra exister en même tems que l'équation proposée, dont on pourra. 
de cette manière, trouver toutes Îles solutions entières. 
On peut résoudre par les mêmes priacipes l'équation 
X 


^ Ma eee 


Eur ? 


Y (a^ am Ao b amnem LL. at c) 
y = ZU NS NER 


a x" tea, a"... an + —— m + etc. 
d’ou l'on déduira une équation de la forme 
Dy — en er mn" 


qui servira à trouver toutes les solutions adm de i'équaiion proposée. 
L’équation 








qui donnera 





a aiti oc cul 
: ! 
Y (ar a" L acm... -q- e) 
peut se résoudre aussi en observant que l'on a 


J^ SUI ee nt 


a” an - bate. fe? 
et il est clair que l'on pourra résoudre de la méme maniére les équations 


de la forme 
4 Às s\? 
gon m (4. X, V4 ien t ete.), 


pourvu que l'on ait 5 —/, et que le rappport de deux coefficiens consé- 
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cutifs quelconques, de la série comprise dans le second membre, ne puisse 
jamais devenir infini. 
i/équation (63.) renferme la suivante 
AR umgy"Loym...4-py-T, 
qui sert à trouver la résolution complète, en nombres entiers, de l'équation 
64. x'(ay" t by"... bey t d) t a(ey t fy", gy tA) 3 iy" E TE + iD 
lorsque 2r>n-- m, et lorsque 2r étant moindre que n-r m on peut 
faire en nombres entiers — az y"*" = p*y*, En effet, en résolvant l'é- 
quation (64.) par rapport à x, on trouve 
2z(ay"by"....-ey Fd) bey fy... obey bh = 
V (ey bly ee bey + PH ay by". eyed iy” -- ey 72... D), 
et puisque le premier membre de cette équation est un nombre entier, 
le second devra Vétre aussi, et il faudra résoudre en nombres entiers 
l'équation 
(ey? + fv Tech gy HG by"... Herd) Gy" phy” fl) = 2, 
ce qu'on pourra toujours faire par notre méthode lorsque on aura 27>>2-+-™, 
et lorsque on aura 2r« z-- m et —:ay"*" = p*y*. Il faut observer 
ici que puisque de l'équation 
Ag? + Ba + C= U, 


on déduit 
24x + B= + Y(B—440C), 


la résolution (64.) dérive, dans le cas de 2r>>n + m, de la forme des 
racines des équations du second degré qui admettent sous le radical le 
coefficient B élevé au carré, sans qu'il soit nécessaire de satisfaire à au- 
une autre condition; tandis que dans l'autre cas il faut satisfaire en nom- 
bres entiers aux équations — Ze — p*, m--+n — ?s. Lorsque 2r «an --, 
et que le produit 74 est positif, on pourra toujours avoir toutes les solu- 
tions positives de l'équation (64.); tandis qui si le produit Za est négatif, 
on pourra avoir toutes ies solutions négatives de la même équation. Mais 
si l'on a 2r« n + zm, m-Jn=2s, et que le produit « soit positif, on 
pourra résoudre compléfement léquation (64.). Et l'on voit que toutes 
les conditions précédentes ne regardent que les termes qui, dans les coef- 
ficiens des diverses puissances de x comprises dans l'équation (64.), con- 
tiennent les plus grandes puissances de y. 

Soit proposé maintenant de résoudre en nombres entiers l'équation 
du troisième degré à deux inconnues 
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dans laquelle on à DN WE 30 
ay 3-0, 47 eee bay, 
by" moy ee b,, 
17 GI rs Re Y 
si lon. cherche les trois racines de l'équation (65.5), on aura par les for- 
mules corinues 


xe az Vers sors , )ic M I^ Ves Y, Ls =) 
-Cs à E m s “prints HC a Veta Ne 
ray 7 9Y. s y caps YE) acá ay. N tae y) ) CE. 


et si l'on suppose que l'on ait (abstraction faite des signes} 
Quy o QU 
IY ET TA? 

on pourra développer en série le ra lica! 


Pes + i) 


LÀ y 5 > ” » 
par les puissances ascendantes de ay. , et l'on obtiendra la série convergente 
r 


E^ ( Y,)! ) 2 E) : 
9 Y. + (5 52 pug AE ve 9» wv. a ere. a 


qui, étant substituóe dans la formuie 


1 oy. y. t Wee T ie 


n 


im 
WU 





























donnera 


VC 2Y, robe Gs iw )= VE Te ez) +etc.) 


- E T a 
et l'on voit que si l'on peut satisfaire à l'équation PE u’, en nombres 








ratioanels, et à l'équation r— m == 3s en nombres entiers, on pourra ex- 


7 


; : . . Y i A ; 
traire la racine cubique de la quantité =; de méme si l'on substitue la 
"m 


ib Tory, 


(eae JY, VER, + zh zo »)) : 


valeur du radical . 


daus Ja formule 
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on trouvera 
1 /( 





eine 02 v) (>) i ) 2 y ae ): 
EXT DIR = = Gé y) eto W eic 
et si l'on pourra faire 


= = D yt-LBy?- + etc, 


il est clair que l'on pourra extraire la racine cubique dé la quantité 


8 
Yos 4 


et Pon voit que l'on trouvera les mêmes conditions que nous avons déjà 





obienues, C'est à dire l'équation = — u’, qui devra être résoluble en nom- 
bres rationnels, et l'équation 7 —77 —35s que Pon devra résoudre en nom- 
bres entiers. 

TI résulie de l'analyse précédente, que lorsquen donnant à y des 
valeurs qui ne sont pas comprises entre deux limites données & et L,, 
on peut satisfaive (abstraction faite des sigues] à l'inégalité 


Y.(Yo)? 
TES T 


il sera toujours possible de trouver toutes les solutions entières de l'équa- 
< . a 2 9 

tion (65.), si l'on peut résoudre l'équation =u’, en nombres rationnels, 

et l'équation r—7 — 35, en nombres entiers. En effet les valeurs de # 


qui ne se trouveront pas parmi les nombres entiers compris entre Z et 
L,, fourniront une équation de la forme 

Dx = Ay’ +By"...+0+ 5 
dans laquelle on pourra réduire la fraction 5 (qui est une fonction de 
y) aussi petite que l'on voudra, en prenant pour j des nombres entiers 
qui ne se trouvent EE compris entre deux nouvelles limites /, /,; et par- 
tant il faudra donner à y des vaieurs entióres comprises entre ces limites 
i, 1,, ou bien l'on aura Péquation 

Dx = Ay? + By" eee + 6 

qui devra exister en méme tems que l'équation (65.); et dans les deux 
cas on pourra trouver toutes les solutions entières de l'équation proposée, 
par la méthode que nous avons exposée précédemment. 


Si en donnant à y des valeurs non comprises entre deux limites 
finies Z o£ Z,, l'on avait (abstraction faite des signes) 
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a (eye, H222 

on trouverait aisément (par une analyse semblable à celle dont nous ve- 

nons de faire usage) que pour résoudre complétement dans ce cas par 

notre méthode l'équation (65.), il faudrait pouvoir résoudre l'équation 


b vs , . 
; = u*, en nombres rationnels, et l'équation n —r = 2 s, en nombres entiers. 


, On pourrait appliquer les mémes principes aux équations qui sont 
du quatrième degré par rapport à l'une des inconnues; mais dans ce cas les 
calculs qu'il faudrait effectuer deviendraient trés-longs, et: d'ailleurs passé 
le quatriéme degré l'on se trouverait arrété par l'impossibilité de résoudre 
les équations algóbriques des degrés supérieurs. Nous allons reprendre 
maintenant cette théorie dans toute sa généralité, à l'aide du théoréme 
de Lagrange qui sert à exprimer en séries les racines des équations 
algébriques, et nous exposerons avec plus de detail ce que nous avons à 
peine indiqué dans l'analyse précédenie. 

Etant proposée l'équation 
66. a—bx-rex"-—0, 
on sait, par le théoróme de Lagrange, que lorsqu'on a (abstraction faite 
des signes) | 
b? A^ 2 
une des racines de cette équation sera exprimée par la série convergente 
n—1l e 2 ,29n--2 3n—3 
bs Lt noni oa ee à 
et les autres 7 —1 racines seront données par la série convergente 


! a na? (n —1)2na? 
SOS (1 7 (n—1i)b»r 2(n—iybr*? 2.3(n—1lybr 


dans laquelle il faut subsütuer pour r successivement les 2 — 1 racines 
de l'équation 


_ etc.) , 


- b 
2" Em 10, 


Lorsqu'on a (abstraction faite des signes) 
eq. (nt) 
b^ An^ 2 
les 2 racines de l'équation proposée seront exprimées par la série con- 
vergente 


BDH py, (coin pats mirae Eus c an trt u); 


DER TA. ^. 9.3.n3 a3 
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dans laquelle il faudra substituer pour r successivement ies 7 racines de 


l'équation " 
qu 2” A ibe v 0. | 
© 
li résulte de là, que lorsque (abstraction faite des signes) lon a 
ca"  (n— Ar 
ein, 
l'équation (66.) aura autant de racines réelles quil y en à dans les deux 
équations ; 
bggcom0595eslut =-ldosesV 
et que lorsque (abstraction faite des signes) on a 
cart gia jud ueni 
« ee > —— 


ER C R4 
il y aura autant de racines seelies quil y en a dans l'équation 
: cz + a = 0, 
Maintenant si l'on suppose 
am ou, b= —B, € =), 
(a, Q, y, étant trois quantités positives) et si l'on prend pour 2 un nom- 
bre impair quelconque, ov sura les deux équations 
ore ae Rim 9, yz—a = 0, 
dont la première aura toutes ses racines imaginaires, tandis que ia seconde 
n'aura qu'une seule racine réelle; et par conséquent l'équation 
70. yx"+fGx —a = 0, 
(dans laquelle ~, B, y, sont trois quantités positives) aura toujours une 
seule racine réelle, quelle que soit la valeur des coefficiens «, B, y. 
A présent si dans l'équation (70.) on fait, par exemple, 
= pY +9 pm ry syed, | 
(p, r, t, étant trois quantités positives) on aura, aprés les substitutions, 
The py"4-9 = (ry? + s)x + tx", 
et par suite {abstraction faite des signes) la quantité 


cats yma? (py mgr 
ba. (— Ar (— r ymn—i exa sy 
(n-Ay- 


sera plus grande ou plus petite que —;—, selon le rapport de m à n. 


CY - E t X 5 

Soit nm\>?n, alors on pourra trouver deux limites £L et L, de y 

telles qu'en prenant pour y des nombres enfiers quelconques qui ne soient 

pas compris entre ces limites, on ait toujours (abstraction faite des signes? 
IR diac J dent Luo d uda 13b 


— PE à Sonor e 


> 2 xs Br ms, 
(um r yu vu s)" A" 
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Lorsque cette inégalité est satisfaite, pour trouver toutes les valeurs. 
de x qui résolvent l'équation (71.), il faudra faire usage des deux séries 
(67.), (68.); et en substituant dans la premicre de ces séries les valeurs 
a= —a-—py"—$,b-—-—-—ry"4—s6,c0—y-—t 
on aura 





t(—py" mg) er (—py™ — gy 
lab oo t. 
Mr 
ryut-i +s 3n(3n <2) t3 con PAT "ES gio? 
| T 2.3(—ry""— — sy" TTTI + etc. 


Mais comme par hypothèse lon. a 727522, ou bien m7» 2, et 
que chaque terme de la série précédente peut se réduire aussi petit que 
lon voudra en donnant à y des valeurs eutiéres qui ne soient pas compri- 
ses entre deux limites L, L,, facilement assignables, on aura toujours 
(lorsque y n'est pas compris entre ces limites) une équation de la forme 


Rion: Na =, Ay + tp By +0 +5 


dans laquelle /V, £, B, C, sont des nombres entiers, et e est une fraction 


79.11% 








plus petits que l'unité; d’où l'on déduira l'équation 
Ny = A4ÿ +<By+cC, 

qui devra exter en méme tems que l'équation (7 1.), et qui servira a 
tronver toutes les valeurs de y non comprises entre les limites L, Hs 
mais comme d'ailleurs les valeurs de y comprises entre ces limites peu- 
vent se trouver séparément, léquation (71.) sera résolue complétement 
quant à la série (67.); et si l'on suppose que fos coefficiens de l'équation. 
(71.) restent toujours positifs, quelle que soit la valeur de y, il est clair. 
que l'équation (71) ne fournira qu'une seule racine réelle pour x, qui sera 
représentée par l'équation (73.); ainsi dans ce cas l'équation (71.) sera 
résolue complétement, pourvu que Vinégalité (72.' soit satisfaite. — 

Si les coefficiens de l'équation (71.) ne sont positifs, que pour 
des valeurs de y comprises entre les limites b, L,, on pourra, par l'ana- 
lyse précédente, trouver toutes les solutions de cette équation qui cor- 
respondent à des valeurs entières de y comprises entre Lt Li. | 

Ul est clair que si i Pur 

; y" + ik. vds = (rwv ‚mn. =2 up s)æ + Í À rie 
est résoluble par ia LES Me que nous venons Ue usur on pourra résou- 
dre aussi l'équation p d générale, 
ARYL EP Ps TOY TY = (ry tr RY TSX Uhr, 
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dans laqueile les coefficiens 
Pis Pas t Gia 9 Ta Ty nnn $,5 Sy Lo 

sont des nombres rationnels queiconques. En effet l'on pourra toujours, 
dans chaque coefficient de x, rendre le terme qui contient la puissance 
la plus élevée de y plus grand que la somme de tous les autres, et alors 
ies conditions d'inégalité ne porteront que sur les termes qui contiennent 
ces plus grandes puissances; et comme les autres conditions ne regardent 
que ces termes, il en résulte que si l'équation (71.) est résoluble, l'équa- 
tion (74.) sera résolnble aussi. | 

Si au lieu de l'équation (74.), on voulait résoudre en nombres en- 
tiers l'équation plus générale : | 
ay" + by"? Moy"... d = (ey Ph +fy 77 00 0 + ga tha", 
dans laquelle les coefficiens e, 7, sont positifs, il suffirait d'avoir 72 7p, 
pour en obtenir toutes les solutions entières, ou du moins toutes les so- 
lutions entières positives, par notre méthode. i | 


En gónéral étant proposée l'équation à coefficiens rationnels 
ap + by" ses de ey A d + (ep thy’ d E)m phu 
on pourra, par la méthodé que nous avons exposée, trouver toutes ses 
solutions entiéres pourvu que le produit eh reste toujours positif et que 
lon ait (abstraction faite des signes) | 
h(ay" By ....+ dj (m— 1)" 
ur yP Lf yh) se +e)" < ^m^ ° 
Ainsi par exemple on pourra toujours trouver toutes les solutions entiéres 
de l'équation 





ay fby ey tay Fey thy Fey 
= ay thy ply +my tay +py +7) are, 
pourvu que le produit ir soit positif. 
| Lorsque dans l'équation (70.) le coefficient 3 est négatif, l'équation 
yo 248, 
aura deux racines réelles, et alors si la condition 
za costs DR 
p" 25 la 
est satisfaite (abstraction faite des signes) outre la série (67.), il faudra 
considérer la série (68.), qui fournira deux nouvelles racines réelles de 
l'équation (70.), en y substituant les valeurs des coefficiens. Mais afin que 


notre méthode puisse s'appliquer à la série (68.), il faudra que l'on ait 
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B 


natis (anonyme at gy nite eto.), 


car alors l'équation 
ar p ß — 
donnera les deux valeurs réelles 
= +(ay" + Dy T. d ete. as 
et ces deux valeurs ist combinées avec la série (68.), fourniront toutes 
les solutions entières de l'équation pronosée, 
1 poe 
Si l'on a, dans l'équation 
aba ca = 0, 
“(abstraction faite des signes) 
eat (n 22 1 ye 
7 un A n" 3 ; 
on ne pourra plus faire usage des deux séries (67.) et (68.) pow obtenir 
les valeurs de x, car dans ce cas ces deux séries deviendraient divergen- 


tes: alors il faudra recourir à la série (69.) qui renferme le radical 
i 


=) } > et il est clair que l'équation proposée aura une ou deux racines 
réelles selon que le nombre 7 sera impair ou pair; en observant cepen- 
dant que lorsque 7 sera pair, et que la fraction — sera positive, l'équa- 
tion a—b»-4-cx" —0, n'aura aucune racine réelle, tant que l'inégalité 
précédente sera satisfaite. 

Maintenant si l'on suppose que les coefliciens a, 6, c soient des 
fonctions de y, il faudra, pour appliquer les principes que nous avons ex- 
posés précódemment » que l'on ait toujours 

cart (n — 1} 


— 


b^ - A" 2i 





et ensuite 
a pam d: A £3, Meese py +4 = mn Mn 
car alors on trouvera 


VE = gy" cuida: Uy es - etc. , 
et en substituant cette Ae dans la série (69.), on parviendra aisément 
à la résolution compléte en nombres entiers de l'équation proposée, 
Eu général étant proposée l'équation à deux Inconnues 
oe d ay" by"... Hey td) + (ey + fyb hy bie 
RET Neen de) 
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ne 
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on pourra toujours la résoudre complètement en nombres entiers dans les 
cas suivans. | 

1°. Lorsque 2 étant un nombre impair, et les deux termes cy”, 
ey’, ayant le méme signe, on peut trouver deux limites finies L, L,, tel- 
les, qu'en prenant pour y des valeurs entiéres qui ne soient pas compri- 


ses entre ces limites, on ait BYE (abstraction faite ‚des signes) 
a 7 y„mtpr—p {7 come pun 


76 6 NETTE << ——— AOT SR e 


e Fyen 

2°, E'équation (75.) sera résolue ee lorsque (7 étant 
un nombre entier quelconque, et l'inégalité (76.) étant satisfaite, mais les 
deux pre ay”, ey', n'ayant pas le méme signe) on pourra résoudre 





l'équation — fom u", es nombres rationneis, et l'équation r—-m—=(n-——1)2, 
en nombres entiers, j | 

3°, L'équation (75.). pourra étre résolue complétement en nom- 
bres entiers, (quels que soient les signes des termes ay”, ey’,) lorsqu'il 
sera possible de trouver deux limites finies L, L,; telles qu'en prenant 


pour y des valeurs entières non comprises entre ces limites, on ait toujours 
| nr ym4pp— ex 
12e en > (m) i 

et que l'on pourra résoudre l'équation = =u", en nombres rationnels, et 
l'équation p — m zz, en uombres entiers. 

4^, Lorsque l'inégalité (77.) étant toujours satisfaite, l'exposant n 
sera un nombre pair, et les deux termes £y?, ay”, auront des signes 
différens, on ‘pourra trouver toutes les solutions entières de l'équation (75.). 

Il faut observer ici que souvent les conditions prééédentes ne sont 
satisfaites, dans l'équation (75.), qu'entre des limites données des incon- 
nues; alors au lieu de trouver toutes les solutions entières de l'équation 
proposée, on aura seulement, par notre méthode , les solutions comprises = 
entre deux limites connues. Ainsi, par exemple, quelquefois on. trouvera. 
toutes les solutions positives de l'équation (75.), sans que l'on puisse ob- 
tenir les solutions négatives. | 

Si dans l'équation (75.) .on fait n= 2, et si l'on suppose gue l'in- 
égalité CS.) qui daus le cas actuel se réduit à celle ci 

La Ma aM y^ 

‘soit toujours satisfaite en donnant à y des valeurs non comprises entre 
deux limites finies L, £,, if est clair que l'on pourra résoudre complète- 
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ment l'équation proposéo à l'aide des deux séries (67.) et (68.), car la seconde 
. n'aura, dans le cas de 7 — 2, qu'une seuie valeur qui sera toujours rationnelle, 
Lorsque l'on a, au contraire eae faite des signes) 
| qaky"te > ey, 
en donnant à y des valeurs queleonques non comprises entre deux limites 
finies 7, 7,, il faudra faire usage de la série (69.), et afin qu'elle ne contienne 


5 


aucun ferme irrationnel, on devra pouvoir résoudre l'équation T a en 
nombres rationnels, et l'équation p — 72 = 2s, en nombres entiers. I est 
clair que ces deux équations se réduisent aux deux suivantes ak LR 
p+m=?2t, qui sont celles que nous ayons déjà obtenues. 

Les deux équations précédentes doivent étre résolubles dans le cas 
que le terme a £j"*? soit positif, mais lorsqu'il est négatif, et que l'on a 

4 a hey™tP = e yr 

la série (69.) aura deux valeurs imaginaires; et partant les valeurs de x 
qui correspondent à des valeurs de.y non comprises entre des limites 
finies L, L,, seront toujours imagigaires ; mais comme les valeurs entic- 
res de y comprises entre ces limites, se déterminent aisément, on aura 
résolu complétement l'équation proposée, sans qu'il soit nécessaire de satis- 
faire aux deux conditions que nous ayons trouvées précédemment, 

Soit maintenant 2 == 3 dans l'équation (75.), et WG que Pine 
égalité (76:) soit satisfaite, dans le cas actuel elle se réduira à l'autre 

ak?ymtp © 4 | 
e 2 7x27? 

et il faudra faire usage des deux séries (67.) et (68.), pour obtenir ies va- 
leurs entières de x qui résolyent l'équation proposée. A présent si daus la 
série (67.), on substitue les valeurs des coefüciens de l'équation (75.), on 
aura une série convergente qui fournira, à l'aide de notre méthode, tou- 
tes les solutions entiéres de l'équation (75.) qui correspondent à l'une des 
formes des racines, Pour obtenir toutes les autres solutions entières „u 
faut considérer les valeurs de x fournies par. la série (68.); et comme 


celle-ci, lorsque 7 = 2, contient le radical (> ey qui, pour l'équation (75. ^ 


se transforme dans l'autre 


X 

78. - (—: xdi cai Re E 
. | mu bye de 

il fandra, pour y appliquer notre Sho, que l'on ait l'équation — = cni 


42 * 
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et nombres rationnels, et l'équation r—m=2s, en nombres entiers, et 
l'on voit que dans ce cas l'équation (75.) sera résolue complètement. Mais 
si la quantité comprise entre les crochets dans le radical (78.) demeure 
toujours négative, pour des valeurs quelconques de y non comprises entre 
deux limites finies L, L,, il est clair que le radical (78.) deviendra ima- 
ginaire dans les mémes circonstances; alors la série (68,) ne donnera que 
des valeurs imaginaires de x, excepté pour des valeurs entières de y com- 
prises. entre les limites L, L,, valeurs que l'on considérera Mparemegt 
Ainsi dans ce cas l'équation (75.) sera rósolue complétement à l'aide de 
la série (67.), pourvu que l'inégalité 
97 a key" Pr Hey?” 
soit satisfaite, et sans qu'il soit nécessaire de vérifier aucune autre condition. 
Si l'on avait au contraire  . 
27 a k* yn —Ley, 
il faudrait recourir à la série (69.), et comme celle-ci contient le radical 


(=) qui, pour l'équation (75.), devient 

| Je Gur ad ot Sy, 

| | ay" by ee 

‘on devra, afin que notre méthode soit applicable, | pouvoir, résoudre l'équation 
k 


5 -—u en nombres rationnels, et l'équation p—m — 35, en nombres 
a 


'entiers; et si ces deux conditions sont satisfaites, l'équation (75.) sera ré- 
golue complétement. 

L'analyse précédente montre qu'en appliquant la série de Lagrange 
aux as pa indéterminées qui sont du second ou du troisiéme degré par 
rapport à l'une des inconnues , on rencontre les mémes conditions que la 
forme des racines nous avait fait découvrir, et que méme l'on trouve de 
nouveaux cas de solution. En appliquant notre méthode aux équations 
des degrés supérieurs, on trouve la résolution complète d'un grand nom- 
. bre d'équations indéterminées , qu on n'aurait pu traiter d'aucune maniére 
par les méthodes connues. 

Si au lieu de l'équation. (66.) on. A l'autre 

a—bz" + cr" = 0, 








m 
on sait que la série (67.) contiendrait ie radical (s ) , et alors si a, 5, c; 
étaient des fonctions de y, ia première série aussi fournirait deux équa- 
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tions de condition de ja forme 


* — — n > caa X 


dont la premiere devrait être rósoluble en nombres rationnels, et la se- 
‘conde en nombres entiers; et il est clair que ces équations deviennent 
identiques dans le cas de 72 — 1.  , 

En général étant proposé de résoudre en nombres entiers l'équa- 
tion à deux inconnues 

a tb Fer... +” = 0, 

dans laquelle les coefficiens a, b, c, .... d, sont jee polynomes en y en- 
tiers et rationnels, à coefficiens rationneis, on réduira d'abord tous ces 
coefficiens au dnominateur commun, et puis on ies muitipliera par ce dé. 
nominateur pour les rendre tous entiers ; ensuite on cherchera par le théo- 
réme de Lagrange les diverses séries qui représentent les 2 valeurs de: 
x, et lon trouvera toutes les conditions auxquelles doivent satisfaire les 
termes qui dans les coefficiens a, 6, c, .... d, contiennent les plus gran- 
des puissances de v, afin que l'équation proposée soit résoluble par notre 
. méthode, en observant que lorsque ces conditions, qui regardent les ter- 
mes contenant les plus grandes puissances de y, seront satisfaites daux 
une équation donnée, on pourra changer d'une maniére quelconque les 
autres termes, qui ne contiennent pas les plus grandes puissances de y; 
et toutes les équations que l'on obtiendra de cette maniéré seront toujours 
résolubles. 


Pour résoudre en nombres entiers l'équation 
F(x,y) = 0, 

(dans laquelle F (x, y) exprime une fonction quelconque entiére et ration- 
nelles des inconnues x et y, à coefficiens rationncls) il peut être utile de 
cousidérer quelques puissances de lune des inconnues comme des cocl- 
ficiens algébriques; de cette manière on réduit l'équation proposée à une 
autre plus simple, et lorsqu’en résolvant cette nouvelle équation par fa 
série de Lagrange, notre méthode est encore applicable, on obtiendra 
la résolution complète de l'équation proposée. On pourrait aussi dans ' 
plusieurs cas résoudre complètement de la méme maniére des équations 
contenant trois ou un plus grand nombre d'inconnues; mais ces recher. 
ches exigeraient de- trop longs développemens, et ne sauraient trouver 
place ici, | 
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En général au lieu de chercher par le théoréme de Lagrange 
l'expression en série des racines de l'équation proposée, ont peut cher- 
cher le développement d'une fonction quelconque des inconnues. Ainsi, 
per exemple, étant proposé de résoudre en nombres entiers l'équation à 
deux inconnues 

RED Q(x, y) = 0, 
si l'on peut trouver une fonction entière (x, y) dés mêmes inconnues 
telle, qu'étant développée par les puissances descendantes d'une autre 
fonction entière f(x, Y) de cette manière 
F (x,y) = Bob ae sy + ee etc. , 
Je rapport de deux coefficiens consécutifs demeure toujours positif, et ne - 
puisse jamais atteindré une limite entière 4, on frouvera 28 pour la 


limite de F(z, y); lorsqu'on donnera À la fonction f(x, y), une valeur 
égale ou plus grande que 24; alors en éliminant une des inconnues en- 


tre l'équation. 
q (m, y) + 0, 


et l'une quelconque des suivantes : 
F(x, y) 0 F(a, y) = 14, Fr, Yi dress F(x, y) = 2B—1, 
ou bien entre ja même équation 


à Q (vy) = 9 
et l'une des suivantes 
f (1 ¥) = 9; fa 93991, Pay VIF ee Fly) =2A—1, 
on aura un nombre 2(4-+ B) d'équations à une seule inconnue, dont les 
racines entières exprimeronf foutes les solutions entières de l'équation 
, Q (x, y) == 0, 

Nous avons supposé que tous les cosfficiens B, B,, B,,.... etc., 
‘avaient le même signe; mais s'ils avaient des signes alternatifs, en fesant 
f(æ,y)>24, on n'aurait plus f(a, y) < 2 B. Cependant en fesant 
f (x, y) > 4B, la valeur de F(x,y) serait toujours comprise entre B et 
B—1, et l'on serait assuré qu'il faudrait avoir en méme tems | 

oo oies uiam as Oy 
ou bien l'équation | | | 
| 9 (x; af } = 0, | à 
devrait exister en même tems que l’une des suivantes 
f(x, y) — 90, f Gi y)z1, fímy)z2,.... f(m,y)- AB, 
et l'équation proposée serait résolue complètement. = 
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L'esprit de la méthode que nous avons exposée dans ce mémoire 
consiste en ceci, qu'étant proposé de résoudre en nombres entiers l'équa- 
tion à deux inconnues 

F{x, y) = 


on devra chercher une fonction entière des inconnues f(x, y), telle que: 
l'on ait l'équation 


92. Say) — 4A» 


dans laquelle f, (x, y) est aussi une fonction entiere de x et y, et 9, à, 
sont deux fonctions des mémes inconnues, íelles qu'en prenant en méme 
tems (abstraction faite des signes) pour a des valeurs entières non com- 
prises entre les deux limites finies + Z ef — L, et pour y des valeurs 
entières. non comprises entre ‚les deux limites finies +L et — L,, on 


ait toujours (abstraction faite des sigues) = =, 
r 


Maintenant il est clair qu'en prenant en méme tems pour x des 
valeurs non comprises entre + Z et — ZL, et pour y des valeurs non com- 
prises entre + D, et — L, , l'équation (79.) se réduira à l'autre 


SU es Fy (281). 


qui devra exister en méme tems que l'équation F(x, y) — 0, et qui p 
nera, par l'élimination, toutes les solutions de l'équation proposée, non 
comprises en méme tems entre les limites trouvées précédemment. Mais 
si les deux inconnues x et y, m'éteient pas comprises à la fois entre ces 
limites, l'équation (80.) n'aurait plus lieu; cependant alors comme l'on 
devrait avoir (abstraction faite des sigues) a < + L, ou y «t L,, on 
poserait les équations 

rU IESU E. dt (Li 1), 
ou bien les autres | 

y=0, yeti, yoat2,.... yc (Ll —10), 
et ou pourrait éliminer une inconnue entre l'une quelconque de ces équa- 
tions, et l'équation 

F(a, y) = 0, 

qui serait de cette manière résolue complétement, puisqu'ayant trouvé d'a- 
bord les valeurs entières de x nou comprises entre les limites — { et 
+L, et les valeurs entières de y son comprises entre les limites — 2, 


1 à 
" 
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et -D,, ei puis les solutions comprises entre ces limites, on aura tou- 
tes les solutions entiéres possibles de l'équation proposée. 


ies méthodes que nous avons exposées dans le mémoire précé- 
dent et dans celui-ci, contiennent les premiers élémens d'une théorie gé- 
náralo sur la résolution complète des équations indéterminées qui ont un 
nombre Gni de solutions entières. Cette théorie présente de grandes dif- 
ficultés lorsqu'on veut l'appliquer aux cas particuliers, et demande des ree 
cherches fort laborienses qui ne sauraient trouver place ici, mais que nous 
esperons pouvoir exposer dans une autre circonstance. 


SL SIDE RISUS. nc ww — 7 
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RR: 


De resolutione algebraica aequationis X^ —1, sive de 
divisione circuli per bisectionem aneuli septies repetitam 


in partes 257 inter se aequales commentatio coronata. 
(Cont. Diss. Vol. IX. Fasc, 1., 2. et 3.) 
( Auct. Richelot, Doct. phil, Regiom.) 


ar m nme 





XIE, 

Transeamus ad hoc ultimum negotium, nimirum ad valores func- 
tionum / ex functionibus /.determinandos. Numerus functionum f est 
— 125, inter quas una est determinata semper eadem: 

Jus = Pot pn + Pat ete. + pin = Firs m = — 1. 

fam vero ad ceteras 127 determinandas functiones f, inter eas ipsas 

banc aequationem generalem constare, clarum est: 

JOE ve EID f 3 P. “Sax 9 
si loco ipsius /7"7t* signum hoc F,, introducitur brevitatis causa. Ibi pro 
x sensim numeris 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128 substitutis, oriuntur hae 
aequationes : 
(fra, ef, = Er fy, Jer ESS SRE 
I Sis = dg fe JE m Ws « Jo ? Sa = b Ju» Ji = Fs «Sire» 
His vero aequationibus adhibitis fit 

27. S = (A S UR UO aslo UY. Fry Fus. 

Quae aequatio centisimi vigesimi octavi ordinis totidem secum fert valores 
quantitatis determinandae f, tales: 
2, wll, tit. SI, etc. zl. 
si = est una positiva realis radix aequationis (27.), sive: 
| som VEN FR, EP, ES ES ER. FF). 
Sed functionem fi 128 valoribus diversis uti debere, ex initio articuli huius 
facile intelligitur, Ibi invenitur: | 
fi = p p, ft T pr? + etes + pin RY, 
ubi quantitates 
Pos Pis Po, Cte. — [2, 1], — [2,3], — 12, 57], ete. 
adhuc in (25 suppositionibus stare potuerunt, prout fuit: 
Crelle’s Journal d. M. Bd. IX. Hft. 4. 43 


26. 


338 12, Riohelot, de resolutione algebraica aequationis X1 « 4, 
ES oae Tin vel Ed dili s a et 
sl 257 27 c 257 = SRE MES 
vel: == cos cour + isin “ue 
957 —" "m5 


quippe quorum 128 valorum, c indeterminatum quemlibet habente, etiam 
quinam 128 suorum valorum functioni f, tribuatur, prorsus arbitrio nostro 
permitti posse, concluditur. 

Ponamus igitur f,=<. Inde derivantur, aequationibus (26.) 
rursus adhibitis, nec non theorematibus (6.) et (7.) revocatis: 


— i9 Fr Fr pe Fs F* F? 9 
7: — y ( 1? 2° 4 « s° 16° 32 *. 57) 
fom 4 = (ESF, F9, Ft, FY. 257), 


2 


2 32 

dis E = y(F. Fy + Fe Wy 2597), 
2 Te Ves = 

fs = VRP VUE de e 257), 


F 
28. adit cali 
fuc = Y (Fi.Fi.257), 


8 





fa == Ze = VF. 257), 
E 


Le p Gm — 1, 


$4 


Y 257), 





h 
ubi signum. radicale y^c semper vnam realem positivam radicem aequatio= 
nis X^ = a sipnificat. 
Ut cetezae 120 functiones adhue indeterminatae, definiantur,primum 
earum numerus quam minimus reddatur. Quam ob rem theoremate (19. 
revocato: fa Ao EYE 
iam colligitur, nonnisi functiones /, usque ad f, remanere determinandas. 
in aequationibus (28.), prima excepta, Art loco ipsius À posito, 
iovenimus has: p 
; dé +1} — Cc | 
28°, Sronsy; omi a 3 Án Er et etc. 
f n1) 1) 2(2n4-1) 
Functione igitur fe: determinata, omnes functionum formae fr. „41, Sine 


ulla ambiguitate inde derivantur. Itaque reductus est numerus determinan.. 
derum functionum ad 31; nempe BEIDORPETTE functiones 


hà Js» Sr» ios etc, Sos 


determinandae. 
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Hae vero funetiones, licet eadem ratione ac f, determinabiles, temen 
non eidem arbitrio subiici possunt. 


Ex aequatione (27.) enim quidem deduci potest, ubique A""*' pro 
At posito, haec: à | 


u“ 18 _ 4 7704 +32 Pis 78 72 
28^. (2n-F1) = uy KH)" Han)" SQn&1)^ P eangıy: BEER IRRE ti oin] 


Tamen inter 128 valores functionis anti) » hino Ortos, is est eligendus, 
qui cum suppositione antea de Jay “facta congruat: arbitrium enim inter 
valores functionum f, a quantitate g dependeus, ea nunc tali posita, qua- 
lis conditioni fi = = satisfaciat, prorsus tollitur. Ad aliud igitur hic con- 
fugiendum fuit, artificum novum, nune exponendum, 

Determinentur enim functionum f,, f;,, f, » Ju,» fos potestates, ad- 
hibitis solis aequationibus (28.) et (19.). Exempli causa in aequat. (28.) 
pro A, £P, IP, RY, R*, RS posito, babemus respective 


Sf = Fy fi, 

Je = F5 fa, 

is = GR, ED 

" A cm [d 

fh = uf = 2e, 


Inde derivatur: 
pi = PEF, FEB, 37 
3 — 


27 
Tee Spe f 
Similiter fiunt 
fit — HF ' ^. E. d dn fe = PF, - . at 
16 4 
fü = art mi BP fà ud Fir SONA 
15 an A T 63 f. 


Ex his theorematibus coniunctis cum prima aequationum (28.) struantur 
hae quantitates : 





/ Cine ia EL OIN QUE EI sRr, 
Fe i EU] EB p NIA 9 





J WERNER: Fi F3 Fr F° E. F Es 

s Jhon en at . 
: ar res Beet, ft, oa 
29. (u re iU "2 -. 

BEIM crag ah Fr F,, 

wt. He 

* ; 2 
(=) == F, T e 
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Jam si theorema (16.), unde aequationes F,=Fy, Fis Fs, Fo) 
b, == F, sequuntur, adhibeamus nec non in universum per 7 "m N ER v C 
vi d, vf unam realem positivam radicem respective aequationum: 
iAP oes: assi ele XS xi Ge EON or dvi 
is ropun omnes igitur radices respective per 
v (a) Rte, V(b) RBA, (CR h, 0 f. v (e) Rem 
exprimamus, ubi e, unus est numerorum 0, 1, 2, .. . . . 31, 


DE Em - - VR AO Lee 
Ke mf rnm - "MM UNE PST 
[I e cem - en EE mn p 

BI m - - 0,1, 


hae derivantur aequationes: 


30, LL = yE eU pro) Rs 








Fi PPRDESGE 
31. Bb = ve NUN 2) geo, 
» Ai OBER Es) amy 
v. dou Men 
4 Ger yug) mm. 


Ex quinque uitimis aequationibus, alias veras derivari ubique in functioni- 
bus f et F, H"*' pro /? positis, ex utriusque functionis natura elucet. 
Nullo modo vero potestas illa ipsius À eidem substitutioni subiicitur, quippe 
qua substitutione proprie in aequationibus (29.) introducenda, ad novas 
aequafiones puras ordinum 32, 16,.8, 4, 2 respective inter quarum ra- 
dices verae sunt eligendae, venimus. 

Hanc ob rem numeri Cons 3 Ipsi» Fons Jis Met), quos 
numeros ¢,, 7,, di, A, 7,, in aequationibus (30.), (31.), (32.), (33.), (34.) 
R"* loco ipsius À posito, fieri ponamus, prorsus segregato calculo deter- 
minandi videntur. 

lam vero inter aequationes, hac substituitione ortas, eas quibus ad 
sequentia ufamur, proponamus. , 

Primum ex aequatione (34.) invenimus, si 42 + 1<< 64 est, 16 ae- 
quationes huius formae: E 
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fans) Fösan+1) — Remar F FE 
X EY re v( (4n4-1) * Vea Ans1)) 
sive quia | 
J63(4n4-1) = fu) et Fostanzı) =F 64— (41-1) 9 
nec non i] 
Jeans en) Joss 

esse per se clarum est: 

à Jt) F64—(4n41) j 64 mu t 

35. Seen = Yu E Ps (4n41)) R ET À 
Ex aequatione (33.) invenimus, Z"*' pro À substituto, ubi 4n + 1 << 32 
sit, quia rursus Jiianaay = Finn ty nec non Aia ponere licet, 
octo aequationes huius formae: 


36 ant) f 52 — (an et) Le y (Eon? Pont) een) ponen. 
, J52 32 
Ex aequatione (32.), pro À respective AP, 77, A" positis hae aequationes 


oriuntur: 








« 
Ju. — VL CRE ac a2) men, 


Tee FE, 
37. A4 — VERRE um 1) uie, 


15. 


4 
fis for /( F1, F., Fos Fe = 16% 
le = (Rs À ire 


Ex aequatione (31.), pro A, R° posito, haec oritur: 


m LA 2 EEE) 


Loco ipsarum functionum /f hane me Vv (257) (cos c + sin») intro- 

ducere licere, clarum est, unde ex theorem. 19. sequitur haec aequatio: 
39.. W 158 x = 360? NC. OR 

Itaque in omnibus his expressionibus (28.), (30.), (31.), (32. il (33.), (34.), 

(35.), (36.), (37.), (38.) reducantur formae quantitatum /, /, /! per angu- 


89 


los w, © et 3i expressae; nec non anguli 5, z, x, A, p. attrabantur. Qui- 
bus factis, nanciscimur adhibitis aequat. (39.), (22.), (23.), (24.), (25.) 


has aequationes: 
ex aequat. (28.) 
829,4 169, --89. 40,429, 49, 
on Ea me gs o rd 
16%, En OTCERTU. cT In mE T 
wo, = 
“32 
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80,--49, ma at +25 
hits eas A 40, 25, 3-5, 
8 "8 ante ie ^) 
29,4% 
(de ee E 
DA 
025; = D » 
Wg, —— 0, 
ex aequat. (30.) . 
Bie pad, abou 45, 6 t2u THIS ur, “dT, =. —it,, 3 m t€ 
SV FOTO TE ADS FH t6116 — #19 
ex aequat. (31.) 
46,420, 49, 449, 420, 10,,—30, —20,, E 
QUI T ra init AER. L nu ee = eee aa 2) 5s — Hg 
Ag. uini RD E: HF. id rue Im +, — + DE cz 
Ws Halo 0054 = TT lo 8 == ig 5 
ex aequat. (32.) et (37.) : 
i 29. 9,4 Qa Ch ee e. 
Qu af Es Wis = wl a a ia y rn HE, TT =) 
29. ad, ED, +924 X Gece 90° z 
ts oF tug Wa == A i E uer tiae i ats m hig 4 c 
AP ET NIET LIP ESP, 
pu cues RUE MEM 1,0 — ob ky LIP 
2U tee TREATS GERE == 20, Ms —90" 7" 


Wit Ws Wer = 
ex aequat. (33.) et (36.) 


a, +9, +, 
9) 





Wy + Ws (055 == 


Ws 7 Gaz — 039 = 
_#, "m 


Put Barb 2. 194 


u OA 
05 _- Ws — Wy. = Ze EM 


6, ME 


03,3 bE Wig — Wy. = 


Wat VT — Wy, == 
Pat T 


ti)s- +: 7 — (Das = — 


Ua rt + = 


Bau + Q3 FG Bae 


J. Ve eer -—— 





EE [m = ee) 


= # 


in, 
Zul eL 
urn 
Fur, 

sr + zt APE 
u da + =; 
en y = À) 


LE Tj. Tw. 
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Aequatio vero (35.) theoremate (24.) determinatur, unde sequitur: 


tà 37 
angi) == Qt) À os (ann == Susp + IX 
et | 

vn % 
| Langs) == Wangs) À (gi (4n43) == dans) + 5" 
In ceteris vero aequationibus nunc allatis, si d valores angulo- — 
rum 2, 7, 4, x, A, a, facillime eliciuntur valores numerorum e dy EUR tite 
inde etiam clarum fit, angulos 4, 4, x, A, x non tam stricte fuisse compu- 
tandos, adeo suffecisse in quonam quadranto sint anguli #, determinare. 


Invenimus vero hac in via progredientes, has aequationes: 


89 -L-43.-L89 .—960,—398,—9,,— 3: 
Bee. 2, EI ee II as | T. 


= 146" 22° 30,37 
II. 0), +, abe rj andis - 27, +29, = ai ae d ris —980, —20,,— 5,, ‘32 ARS P A 
= 2359 3' 8'",80. 
9 
IL: Ets ec EC RE Pur hes 


9 ? 
— 54° 9' 49", 61. 
29,429, 2. um 7, —23,,—%,, 
ut Pat FF eA da + +, 


00 cate 


VA 9 4 +24, : 2 
Ve Uf pou ee CARET I mid da qoum. 


— 39" 53/ 54,04, 
29 ys AIVE E 
Vl ws 0) — Wig == ——— dc TU uer EA AUS x PA 
SAMU 10113707. 


2d am i, 1-0,--22,,—290,-—- à, d 
vH. Wien = — 5. 25 Tu. Mum : uM MCE LAC a es 


RE GE e 


VI. 0, 4-039, = Juch De 2, 9.9, ine 37 


IV. , T Pis — is == 


| 


à 


9 3 
nn e 7", 44, 
9. + Foot; 
IX. u; u, = n PORE 2r 3 


— te fit 37',4 
DA Hut I, rm 


= 31° 39/ iru 08. 


X. Go +0.3—W y = 
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9,,4-2,,4-2,, sa 3 


XI. Dis + 0019 — 0); — 21 3, 


— 348 31' 7,48. 

XI warp ony us cs SE ame p, 
| — 151° 47 42^,74, 
XI. wat ey Ose = Parts ctus TUN 

34 35^ 314,74 
XIV, os 8 — 04 = Partis Eu ag L zl 
— 118° 47° 30/,09, 
ee EI 
— 139° 57.210,59, 
XVL ous = = 9 I$ (0 XXIV. moto = ps = 2,4, 


XVH. out Ws: = flor = dut 2 9 XXV, cos Wig — fas == Sst + ; 
XVIIL | 095-059 = fs — 95 TE , HAVE Wut 0 = ta = SA m 
XIX. opte = flor = Serb . VO LSDUR Y Tl wa bss = ln = Sut 5» 
XX. why hess = lo =o +32, KXVUL ut de pa = But she 
XXlé ot Ou = Was = I+ = ; XXIX.. 9 J- 35 =p, = 3, = 
XXI. (05-0429 bos = te / XXX. wort = foo = Soot ss 


XXIL ote =to= Sut, XEKL won = fs = +5. 


Ad quas aequationes triginta et unam adiiciamus adhuc has, quae ex an- 
tecedentibus, theoremate (14.) adhibito facillime derivari possunt: 


.{ XXX. © — 20, — 21; XXL. Qu = 20,— dus 
XXXIV. ws, 220, — da XXXV. 0w2-204—3.,. 
| XXXVL 042 20,4— Fis 5 XXXVII. 064 = 205— 95. 


XXXVIIL 05 = 203 — D 9 | XXXIX. wy = Lu — 8, 
XL. Wa, = 2 0012 — 9125 XLI. Wig = 2 dag Ir e 
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\XLIL, Wo =: 20; PNE 9, $ XLI, Aet Inu Ou 9 XLIV. Way == 2t044— hee ® 
XLV. Oy 20; — di. XLVI. Gs — 2(9,4—— 149 XLVII. 2056 — Yung Org ° 


XLVI, we == 2 tg — 95, ALVIX, i oe à 
Elus = ? wi; — jt!» Ll. == 2 yg — In» 

LIU we c 203 — Tis 5 LII. w,. = 2 tg — "Dac e 

\ LIV. wo = 20,4— 5 LV um D agens on 
LVL T qw. ER IN land, 
LVH. os = 20,—- 9,. | bd HUE GU ITE T: te 
BYE WO. In, 9.4 À CE ET RE MU PSN. M 
LVIX, ww = 20 — 94. LOU ARs ois 


Habemus igitur sexaginta ^t tres aequationes, in quibns determinandae sunt 
Woy Wey WW, ete. ‘ Why 
quantitates, anguli autem Ms NAT 3 an e. x3 nec non angulus (, QUAI 
fitates cognitae sunt, ita ut illae inde possint determinari. Adhuc vero 
adiiciendum est, omnes illos angulos w ipsos ex aequationibus propositis 
prodire posse ullo coefficiente carentes, unde fit, ut eugulus quisque w sine 
ulla ambiguitate nonnisi uno positivo valore gaudeat. 
Quos valores ita invenimus, 


1 


Habemus; 
u = SENS ESS UAE? 0 == 139° 36/ 39”, 09, 


quo valore in aequat, XXXII. usque ad XXXVIIL adhibito, fiunt / 


MELLE TRE REA T tata d 
gy = SRI ER, = 176° 29 15/,67, 
tet = 147 32/ 590,19, 
pu ae oe du — 193° 3/ 45/494. 
w= ey = 46" Art 170,40, 
Wa == 0, ==. (), 


hisque valoribus ia aequationibus 1., IL, IV., VII, XVI, substitutis inde 
emergunt hi valores: 
c, = SEE HER EAS E20 D 97 L. 183 13! 67,96. 


Crelles Journal d. M. Bd IX. Hit. 4. 44 


346 - 97. Richelot, de resolutione algebraica aequationis BGS 


32 9; -- 109, ,2- 82,,- 40, —29,,— 9, j 35 


o, cn 2297 NOP Furl In cM 59! 251,91, 
NNI. "men 39.9. pe pee 7080501 424,20, 
gu = ch 109, 89, AM 90.9 LT T — 81° 5' 45", 75, 
sag we 929. 7198. mer Die ZIEL MEI: BOR So 


unde ex aequationibus XXXVIIL, ie wt XLI. sequuntur: 
| 169,489. 449262916 





de = ^ a 26 = 241" 5/ 58,20, 
RENE Ts Sas eases LE — 21° 20' 34,52, 
pue Daa N ES — 331" 11^ 18521, 
= Pr das | = 146° 16' 28”, 54, 

es seruat XLV., XLVL, XLVH.: | 
agas iive f +39. ae Ve LY = — 4941 24,45, 
UM MIN es Ur == 221" 52! 55,53, 
Mmm Pete dc 31429 1327 05: 


Valore arguli @, supposito, atque in aequationibus XXXII. usque ad 
XXXVIIL substituto inde sensim sensimque emergunt: 
Woy Wis O55 Gio ("9325 Dery 
quibus valoribus in aequat. iy 1535 15, Vill. , XVI. substitutis proveniunt: 
Wr Wry C5 31 5 W563 e 
Unde ex aequationibus XXXVIIL, XXXIX., XL., Xu XLV., XLVL, 
 XXVII., LIV., LV. et LXIH. sequuntur: 
Gy» Wirg Woes Oise Wiss Goss 569 Ws0 » Gy et Wer, . 
‘ex valoribus w, et w. et aequat. XV. et XXI., XXX. et LXIL: 
(95 gt» (355 (ss s 
ex w, et aequat, VL, XIV., XXIX. sequuntur: 
Glos Oe. W579 
unde per aequat. XLVIH., XLXIX., XXVIII. et LX., XX., X., LVI. 
et XXI: $ 
Ggs Sy W309 Aug ss Mass Key Hare 
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Ex wi, & et aequat. XIL, XXV., XXXIIL, LVL, XXIV. fluunt: 
Wizy9 Wingy W339 W349 Ware : 
Ex w, et aequat. VII. tum vero LIL, LIII., XXH., XI, LVI!, fluunt: 
(i3 » Wey Ws Usi. Way Wage 
Ex w et aequat. IL, XLil., XLill., XLIV. et XXITI. fint: 
sy Wis Way Ways Wise 
Ex w, et aequat. V., XVIIL, IX., LXI., XIX. deducuntur: 
W535 Way Bis Ou, Ws7 
; et aequat. XXVII., L., LI., XIIL., LVII., XXVI. sequuntur: 
Wits Any Wr Wary (Murs Wiss | 


Ex w 


a 


Valores vero ipsi angulorum w hi sunt: 
Angulus: w,, = 0, 


Angulus: 5 == os == 46° 47’ 17'540. 


Anguli formae: — (yos) 


docendo = 146 LG! 95454, 


X 


nn STE Ug = 193° 3! 45,94, 


Anguli formae: Wyanyıy. 


(y = eb Sas == 147° 3% 594,19, 


. : emo LH MIE À 
posa cua. 149.904 13^ 95. 


e 
VIR 10,29, ]4, La = 331° 11/ 18,21, 


(94) = RATE Te Tes sg = 184° 54/ 49”, 67, 


Anguli formae: 0945441) 
Ju ere Ot D. — 176° 29° 15,67, 


Og == men ru — 28 56‘ 16", 48, 


SO TED uc LTE m. 21" 20' 347,52, 





83, .— #4, Pet ie == 50’ 9/ 15/431, 


(iG 16 2 
Sits, -49,,—29 +7, c 0 ! AT, 
qa = et Fa nt us. = 265° 20! 47 


89,,—49,,4-25,,— 9, DEN gu i 
ome art ds Tut d en 7 == RO 25! 57,67, 


44 * 
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hing em Bas EAD, I In tr 2210 59! 554,53, 


DAD: 
Ce iic ees Mi BR 





' 


Anguli formae: t4 re | 
toy at ees TO Eis, 


22 


16.9 — 840, — 4, rd 


tt ODE 00226. a zi ues == 218 5° 20”, 78, 
Gy = 162. 9 +89 Ach Me a = 241° 5° 58,20, 
a 16%, , 789, ae uU eue = | 300: 45! 934 ,68, 


Lea —29, 29,0 d'y sas z —o 70° 43’ 9914: ; 70, 


— — 40 ds. L4 
boss == 100,,-80,,-10, tame s mo — 345° 22/ 354,37, 


(034 = 162, ,--89.,,- a umm 1T22,,4-9,, + — 490 41^ 24, 45, 


Wey == aA ne 240; +2 — 0° 48° 28", 91, 
tun sss 16: 162.,,--89;, — MÀ: +29, F035 d ae 95° 15° 29% ‚65, 


Deas tke 


165,,—82, --40,—20,, —9,, 1 3m A 
c Hier Mae HES 29, 98 4-97. 5. 097 5147/37, 
16%,, 89,04%, 23), U 3% > 
LP Ps racks Rect dui s rt 10%, 12, 
169,,— 89,449, — 29,40, 
169,,—89,.+ = ut dh: | E — 6° 5 124,45, 


On = 
Woe = bt 0 A Te TE — 286° 27! 9! 72, 


tng = Pu BF ut Fah PPIs LTE spo qp 537,41, 


Wy = 169; 109,480, 49, 20,0, =, 151% 40' 14,75, 


169,,—88, +45, 4-25, -9,, 
SG EI EP big em 302 48^ 450,27 


(Ua, = 
Anguli formae: wi 


Qu = 3290, 4-16 d TI — 139" 36° 39/409, 


a == 2108: TA Id ers = 195" 2° 9", 64, 


ics 
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320, +169, -E 69... - 49, --20., 
a EP SE et ach Pe 50 1830 15 61496, 
320, —109, —89,,—49,,—29,,4-3,, 2 
Op = - 64 + SEE MER S 8 == 37 9 8,76, 
9, +169, 489,49, ,— 29, 4-5 AU 
EE _ 29, +160, +80 oe + aE wir d TE == 3469 Ag’ 8,58 


320, —169,,— 82, — 45 FREE ; E 
Weg = — TN EIS 32 +5 7z = 186° 5° 45,78, 


20, +160, + 87, +49, —29,.— XUI. 

a 3 329, +169, ,- L8: = 20, ru +% ua 2420 59! 28^,01, 
29, — LUST 890, — A, +2 P 

Di aot Lee AA us a s = 290 18° 47,45, 


— 329, 329, +16, ToU, "n = DA Lis ME AIT X — 260° 4 30,10, 


20, A, 184, — — 
tg m Ee Un — PT — 144049 07,45, 


a == Pc MB rh BIg 9. AD | 3n og 497 530,00; 
"e Aer Hip ARCH aL E — 93?11' 49,88, 
tg Pac M86 489,49, Wo 4-87 — 3560 46/ 25463, 
= ET EP BUS ERE Pe 152 3400 197 45/91, 
in VE RR A an mii i da D A m 72 52 19,0, 
toy s Eu 169. Sot bte er 11° 12^ 10,45, 


320... 320. ]- 162,,—82, age 42, ]-250,4- aes d- 12% __ 195 42' 47 94, 
64 SEV. 


(y; = 





+ .—16 Sd, — 47, — — x 
co = Pur Much OO, BS dan 990 59^ 2467, 
329, +167, ,— 8ó u 40 At 28 7 uc u, — + Ae — 38? 31' 59” 93 


Wig = — s< Ja 


— 16: A E. i j 
ETT 328., ito a Sts 40-7 20. + 1 19 de = — 729 14 5,84, 
329, ,+169,,— Hiver 45. ,— 29, A ds Hes Tha z 171° 39/ 56,14, 


Q0» = 


Ce UON ar sl ue ^. +2 = 75° 34'43”,69, 


PE RAS ines EET TV m 
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829, ,+169,,—89,,+49, —29,,— 9 





Qi = tt ee —— +5 — == 178° Zr 41,35, 
.329:,—169,, +89, — 48, +29, nos z 330 sn g A O1 
Cay See ae aa SEPT ele xir OÙ Uf UT, 
323...-L- 169,,—89,,— 49, 4-29,,-]- 9, 67 “4; ne 
ung mm a u Tu Hu 4 = 282 35! 187,58, 
3: — 1 —20,,— ! A64 COM ET 
RIRE OR due ur creen. 20,.— m 95 : = 191° 464 295075 
200 829,,7- 169,,—89,,— 49, ,7- 29,,— 9,, We ys 
oy = DEED al tn oe = 151" 46' 46,25 
2 een — 168 1 EI a ? * [4 f 4 
gy, == Pu BP ech BP aah Mae dis Pu. x == 256° 14 10,89, 
329,,4-169, — 89.49, +8 i Mt, oe 
Wy = Sad 105, "og N += zr 29 9075327 03; 
29,,— 16 8 4 — 9,4 ; noia 
(s, = Bru It ERR tt btt TEE +- da — 933” 444 Is! 939. 
329,, +169, —89, —49, —28 — 127 JE 
(y SS ——- ET. De Ds HET a 81" 5'45",75, 
29,,— 16 89 4 2 e ut o7 
(0, = 30, — 16 480, 440, Ehe + = — 313° 01 24,97, 


Priusquam angulos w relinquainus, haud erit inutile generalem eo- 
rum formam afferre, quae et valoribus nunc expositis, et ex theoremati- 
bus (28.) et (25.') deduci potest. 

Inde enim sequuntur, ealem significatione signi radicalis ac antea 
adhibita hae ST 


Yan) 64 32 16 78 D4 1,2 ~ 
Sant) = À Yu Do ku LATE Patin) * ena n ibang yt Gath 9S 


Si 2(2n4-1Y—— = jen — = Gr) y Y Us MED F "mp? ID , F MT ^ 3?(2n2-1) ° 257, fy 
Sacre MIT ferus ED pont VIF a F He il I RR UE 297} 3 
p X UNE = Ren al: eye F 16(an41) F EIS vai 

Fan faire a REY enn y v{ Ey, ; lige regen 

Tun Amen = rn Y (He 95 ae 


Smart) __ 569 VE. PME 
Tasa E E dud T» —R "ent vt HS, ) 3 
?n 4 
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ubi numerus integer y adhuc determinetur necesse est, inter numeros 
2, 1, 65 etc. 198; 
Hinc deducuntur hae generales formae angulorum w: 


— 92 9 cn) yb 16904 o FBI aang iy - 4980-29 1001-9 (004-0 + YOnti) + Æ 
On) = XU IMPO TOME Ur 


169çn41 + 894r HI Isny 260n4 0-933094) 4 Yan. 
D(2n+1) — TPES E CB ll AS Do "es 32 3 


1L 8840 iyH- Oso +0 +29 150m Ian) | Yn 7 
UN rcu GU T gee Diner LE 62x 


Ll sont 260041) 3209-9. à Pr): 7t 
A ue Cm trc eg EIN PER LEP TA PERS, 





40. 


Ace 32(2n4-1) MH Jon-ED. 7 


UJ16(2n--1) == 4 3 





Em LA Yan EE n 


sac) == = ^» 


ubique multiplis ipsius ? 7 omissis. 

Quas formas in tribus et sexaginta angulis allatis reperimus, simu- 
lac revocemus theoremata de angulis "8: (22.) et (23.): 

Dios — 59 Diosc iru. Ou Le zo 3 Sci) =F + Soxet > 

multiplis ipsius 27 desumtis. 

Tam inde clarum fit, in antecedentibus nonnisi numeros y esse de 
terminatos, ita ut haec tabula volorum ipsius y(,,,,, ad angulos to ipsos 
cognoscendos, suficiat : 


y= 0, Yu= 96, yo = 64, Yu = 32, 
ya 245 Yi = 120, yg = 104, Vins. oo > 
ys = 40, Ya 8, Yoo = 55, yi; = 120, 
y; = 44, Vago AS, Via OOS ya = &0, 
Yo = 48, Ys= 48, ys = 16, y; == 80, 
Yu 24, Yo = 120, Js == 46, ys = iR, 


N) 


yis = 104, dong Te» a 88, ys 56, 

Yi = 64, Ya 96, Yor= 0; ys- 96, 
qui numeris pro Yonı', in formulis substituti, ibi ubique introductis aequa- 
tionibus ys. == hs Ss. = 2, veros angulorum w valores ex angulis 
I, usque ad 9, compositos efficiunt. 

Quae omnia cum ita sint, quomodo anguli w adhibeantur, ut osten- 

datur restat. Quem ad finem in iis aequationibus, quas in . ticulo IX. 
attulimus 77 = 128, ponentes, nec non loco quantitatum: 

Lio Lay ete, x,, has: py, Pis Pas ps, ete. po, 


394 97. Richelot, de resolutione algebraica aequationis X’ zz 1, 


introducentes, habemus: 
fi = potaR +prk’ + ps BR +Hetc + pin RY”, 
f; = Pot mR + pr Ri + ps Ro + ete + pin Bs 
f; = pod pP + pf rpm tee + pir HUS 
etc. 
f= poe pe +p, R™ +p, RR” + ete. =e py, RY, 
etc. 
for = Po 3r p, Ri! p; R721, p, R734 etc. Hp, guam 
fos = pop Tp + p: ete pis. 
Introducamus in sequentibus brevitatis causa hoc signum: 
SO (Rf) = Rf Re prm fete e 
Quo adhibito , theorematibusque idoneis de quantitatibus À, A, A, etc. 
revocatis, facile derivantur hae aequationes: 
Far jus = (2pnd2p5-d2p-4ete. +29) 
== 2 {[2,1]+[2,37] - [2.5*] J- ete. -- 2,9 ^]) = 2 [128,1], 


atque in universum: 
SO (ROM f) = 211283”); 

Fact fat this = = Ne + Pa d- Ps -- etc. P 9x) 

41,1] 4- [2,3*] + [2,3] J- ete. +2,37 — 4 [64,1], 

atque in universum: 


zog 46s], 


=® (fis) = Spot ps tete. +71) 
= 8{[2 1 +123] cete. E [2,37] = 8[32, 1], 
atque: 
E(B f.) = 802,5, 


e 
on zZ (fs) 16 ( po + Pis + P3 + Pas + Pos 1 Pav + Poo Pure) 


16 ([2, 1] +[2,3°] + ete. +-[2,3']} = 16[16, 1], 


Ho tl 


atque: 
za (fer f) =—— 10/1657), 
SO) (f) = 32 (pot p» + Pa + Pos) 
— 32 [2,1] + [2,3] + [2, 3*1 4-[3,3*]) = 3218, 1], 
atque: 


« ge» (Hf) == 32 [8,37], 
Pis (fa) en 64 (pot + po) 
= 64 (C, 1] 4- [3] = 64[4,1], 


atque: 


sectas 
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=O) (qmm jfi) =) 6414, 8:15 
ZU Ar) a= 128 py — 128[2,1] — 128.2 cos BEES, 
atque: | 
= (Rf) -128[33"] = 1289008 5/2 4. 


257 
In quibus aequationibus si valores quantitatum f et potestatum ipsius /?, 


per angulos expressi, introducantur, agregataque iude orta computentur, 
nanciscimur ; 


Ma 


[64, 1j Ke TD Ene CAEN 





— 1 nie E +235" cos 0,6) 


D PER 

ques 
wo 
^2 
b 

Dy 
ard 

> 

i 





41. € [16,4] = = Ham tes 25 oo) 





A en 22. ces w,) 
[8,1] = PO DC T 
ra ape —i +V (257) (14-23% cos 92) 
a os ul ia PREMIT, A CS 
\ [2,1] ao —1-+-Y (257) (i sie 
hac | m D ALME uc Eg 
ubi rursus haec significatio adhibita est generalis : 


= cos (o, + T9 22) == 
cos (o. + 22] "n cos(is,, 2? Ä <2) + cos(cos,, + m l- etc. + cos (co Dem 2 2). 


Eadem ee ee habemus has 1 generales: 


Inn 











— 1-E Y (95 
42, [128,3"] = en, 
—1+V 57) {142008 (0,422)! 
Che On V CALO X c 
435, — [053"] zx — —4 URP NEN Opa 








— 14 Y (957) [1 +95 cos PANORAMA 


44, — [33,3] e ———————— 7. 8 


—itV: (257) 11 X22 cos (m Oy 





45. [16,39] = ——— B 5, 
—1+V ont + 23'* cos (o, + + A) 
46. [831 = - a 
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—_41+Y (257) (t4 22^ eos (o 23 er 

















4T. | [4, 32] == _—. FRE PO UE " 
—1 Y (257) {t+23" cos (o,+ al; | 


ubi signa superiora, si ” est numerus par, inferiora, si 2 est impar, quia 
Réf, ilio. = -+y (257), hic ———y (257) esse constat, ponantur. 

Ut cognoscamus, quanam radice: aequationis — 0, — c sup- 
posita, quentitates [128, 1],. [64,1] etc. [2,1] valeant, ultima formularum (41.) 
computetur necesse est. 

jam vero facile invenimus : 

C0S0,,— 0,084698. 


00806 == — 0,974123, COS Wig ——— ‚831708. 

COS Ws ==—-0,843858, cost», == 0,876209, COS Wyy == — 0,096325, 
COS W5 == — 0,700748. 

COS W, zz—— 0,098121, cosi),.==. 9931419, cost, =—-0,081130, 


COS Wg == — 0,744520, COS 35 == — 0,045449 , COSWy, = 0,166206, 


costs == 0,640719, | — COS Wey = 0,875145. 
COSW, ==——0,82338, cosw; = — 0,483290, c0S$0,9— 0,33023, 
cosy, 2 0,73504, cosuis —  0,90440, COS (9, zz = ,05071, 
COR Wg = 504252325 /.— *:08 0649 == — 0,88020 , COSQ), == 0,541066, 
cost == — 0,959487, £08 W,.== 0,99438, “cost == 0,46736, 
COS) == 0,99990, COS Usa == 0,96760 , COS og == 0,76872, 
COS Um — 0,78707. | | 
cosuy ——0,76166, COS W; zm 0,91639, cosw, — 0,973606, 
cosw, ==—0,45412, COSWy =——0,17236, . COS Wy == --- 0,00498, 
cosw,,;== 0,99841, cosw:== 0,29454, GOS W,7 == — 0,58373, 
cos Wyo — 0,78224, COS W, — — 0, 98944, COS ();, = — 0,99961, 
, costs = 0,21795, COS ui ==—- 0,87975, COS Wx == VISTA, 
cost), == 0,15478, + 60s; == 0,68209, O08 03s cm — 0,59144, 
COS (95; ==-~- 0,23792, COS (94, == — 0,97893, cosu, == — 0,857048, 
cosuys ==  0,24905, cosw,,== 0,30511, .-  cosuw,; ——-0,05206, 
cos Wy == 0,98094, cos), == 0,94159, COS W;3 === 0,05574, 
COS We, == — 0,81732, COS Ws; == 0,294695, C08 Wj. == — 0, 99433, 


cos, = 0.84664, COS 5 == — 0,96579. 
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Quorum cosinuum summa est == 2,976%t. Unde sequitur 


31] = me fam ed as 97670] Li 0,863044. 


Ope Y vero logarithmorum sinuum et cosintuum tabula invenitur: 


. 2m 
0,863044 == 2 cos 64° 267, — 887 = 2 pos ET. 
Unde sequitur radicem c sts esset: 


COS zh I 8 ee med 
C= Bd 1 2057 * 
Si vero signa (2,), (4,), (8,) ete. in agticulis pi rimis adhibita pro 
perth at on 
radice aequationis UEM L0; 6008. + + isin 2s RTE in articu!o 
VI. inventum esse revocemus, fabula secunda apte adhibite nanciscimur : 
dat A; 
[4,14] = (4,46) = 435) == (1,31), 
[5,1] = (8,46) = (8,35) = (5,35), 
49. . ias == (16,46) = (15,35) = (16, 3”), 
[32,1] = (32,46) = (32,81) == (92:37, 


B 


[64, 1] = (64,46) == (64,1), 
[125,1] == (198,1), ° . | 
| quae aequationes etiam comprobantur computatione, Inde vero prodeunt 
has aequationes: | | 
(2, 3*) = (2,32%) _ (2, ihe, 


Ses [2 Bic iud Be 

(4, 35) Er (4,347) L— (4, Qe? Hey e fi, Satz], 
(8, 3*) = (8, 34%) ar (80H) m Ih, SAT. 
(16,3*) = (16, 327") = (16 ee) SE PT. 


(32, 3*) = (32,32) 

(64,39 = 64,371, 

(128,3%) = [125,3*]. 
Itaque in formulis (48.), (47.), (46.), (45.), (44.), (43.), (42:) respective 
posito n:zz2-pr =4+r. =4+r =4+x = 20 Lx 524 52+ 
hae generales proveniunt formulae: 
se 1 + V(257) 

Pic 
ivan (t2 (o DE 
TORCY repo rel con 


A5 * 


(32, Sind = [32 oed 


50, (128,2) = 








51. (* T0939] — 
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—13.Y (257) {1+ 23° cos s(o.. d Ey 


—  ÓFÓÁ n "1. 


52. (32,95 = 








wma 





























8 
—4x Y 057) (1:9 37 cos (o, + EN 
53 (16, 27) IL — UÓGWUER ST — —— D — | 
pe \ 
—1:tY (257 2x 2 3095 cos (w, Mama) 
54. (8,3%) = RF xc c e 
—1+V (257) fit +226) cos (o,+ (ane zw 
50% (4, 21) — — ee SOL — 32 7 3 
(ROAD et 
—1+Y'(257) T 1+2269 cos (o ‚+ p is 
E CA NOE ee 64 
TIS ee ne et a a 


superiori signo rursus pro numero pari x, inferiore pro impare = volente, 
inde haec totius problematis fuit solutio: 








, Si quaeritur formula quantif 





= S 2,0) exprimens; ex 
tabula quarta facillime quaeratur is n Ps v quantitatis p sive ea po- 
estas r radieis primitivae 3, quae ad 7 pertinet, qua loco ipsius x 
„in formula (56.) substituta invenitur: | 


ant 4 cos(ur -+ ar PAS y] 





{ €os (a+ 


] 
+ cos (out SA HAM +cos(u:+ 7- 5 E 


2 1 9/ 
97, (2,3) Qu£ TE —1 4 4(257) f+ "iue 64 (924299) eos 216242) fon / 
Dee | 04 1 > 


31(52 
1 + eos (io. — SONT 7) 


„ubi anguli c valoribus antea expositis utuntur. Sin quantitates (4, £), 
50,2), (16,2, (32,0, (64,2), (128,2) quaerantur, substituatur nume- 
„rus idem 7 in formulis (55.), (54.), (53.), (52.), (51.), (50.), loeo 
„mumer x unde prodeunt hae formulae: 





b 


“= 








[ | PN (o. + GPS ube) + cos (o. odi A £) de, | 
+ cos rares REX } + cos (ont =) 
f, Se pe A a ‘957 1 +2 j 
4, ) = al ftv Q57|1E? s um ERU) nov. fe MN etc. | 
1 of ET, | 
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cos (eo, + EE) boos (ny + ECO) + ete. 1T 
+ cos (con ee) + cons, +7) 
me PE eee Si | 
? 








=, —1+y (257) | 142 








-l- cos (co 36— ner 2) 





i 
| E (Us + fn EA) Fb‘ cos(ou;]- i zl | 
; -+ cos ue d + cos (ont 7 y 
(16, eic Hy (87) LES a (n, — 27) Ar cos (o, cU "xr 
poer iei eno aquo ond 


ims 


os (u. UR) poo smi. 2 | 


| \cos 
Az l- 12-/(257) 142? | 

“+ (4-7) )st 
pope. i 


| # 


(64, f) + 1+y.(257) ( 14 2 008%. + jJ. 


(28,92 5 [—14 vas], 


„in quibus omnibus formulis sigrum superius pro 7 formae Ih, im 
„ferius pro + formae 24 +1 valet.” 


Ut denique exemplo omnia illustremus, ponamüs f==1. Nume- 
rus 7 al /—1 pertinens e tabula quarta invenitur == 0, quo valere in 
formula (57.) substituto, invenimus: 
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sale cos =) = —1 HY IX 
Aa ll Bree iens 
à | +cos(o, + Ae He eoslo. t i6 s )t cos(w, + À A) | 
2( cos, .- N )4e cosa .— 1 TR) + coal Os = le 4e asa i t | 


RTE SAIS GET CUENTE 05:02. SE SAIS LED! CEDAR, 
pe net n 


* 
ita 152 Gm ( 25)) | 
toon enon 0) 
= 5n À 
nus 


2f cos(w M i6 / 7 + cos{ w+ at) c0s( a LL cos o, — ttn + cos(o,,—) 
"ros os cb A) +cos(o alate dE ! cos(w 0. 2) 


: 

| 

| 

f | 
| 

(Come mec Deere | 
deos) elo te 


À face, — 22) tole, $F) Hem) Helen 2) Hof.) | 
ET oso, — 3) Hola) oos =) 
Ly oor gren T) )-Ece(o i 2) Hero) "e eso. pe 
| ooo oes) eese) en 2) 
| BR EE 
tel) tele) 

| N i (2 (cos: eem 

ol) fot s cn) | 


Quia vero anguli c ex angulis 2 componuntur, quippe qui bisectione 

^ . e. on 

peripheriae septies repetita construi possunt, sam etiam anguli = 557 con 
structionem, ad bisectionem circuli septies repetitam reductam esse, clarum est. 


Haecee fuerant quae de problemate proposito scribenda mihi vide- 


TR 
n 
ds 
€ 
e 
a 
Pn d 
& 
e^ 
c» 
a PS 
e 
on 
sc tme LEE cerae MEUS de + 
È 
+ 
|a 
boe oe 


4-2 cos (w,,)+ 


bentur. 
‘Scripsi Regiomonti, nonis Decembribus 1830, 
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28. 


, . wp d f. 
Remarques sur l'équation. (fz) = SIE ; 
dx 


(Par Mr. Ramus à Copenhague.) 








Dans ie 1" cah. du 7™ vol. de ce journal Mr. le Dr. Hill a proposé 
le problóme de trouver la fonction @ liée par l'équation. — 


e A = Af x 
Qi fxr) = Ox 2 


: ax : : 
à la fonction donnée f. La solution, qui en est donnée par Mr. Th. 
Clausen dans le 4"* cah. du -nóme voi,, ne me semble pas être exacte. 
En effet il pose fx — Wu x, ce qui donne, la substitution étant faite 


dans l'équation donnée, À 
QOpr-d-wix) ^ dwz T d Ap! x 
qa da dx? 


d'ou il veut conclure 
Oat d'a) = dba) + pn). 
C'est ce qui n'est pas admissible, la fonction @ en général n'étant pas la 
méme pour f=, f= 4 et f= P+w, eusorte qu'il nest pas perfnis 
d w'a 


de poser QD x) au lieu de Qx = » et QGUx) au lien de Ox pore 


Aussi l'équation Qs x + L'7) = QGbx)-- Qa) nest autre chose que 
ia formule: fondamentale de la multiplication, d'où il auroit dû suivre, que 
(fx) seroit toujours a fx, et Ox seroit a x, résultat évidemment erroné, 
Cependant Mr. Clausen: donne la solution suivante: 
Q(fz).m- x NE 

do 
contraire au résultat précédent, mais pas moins inexacte, En effet, en la 
combinant avec l'équation proposée, on trouve Pr=r, ce qui donne 
Q( fx) =fx, partant f» = x T 


seul ou la solution dont il s'agit peut étre juste, - 








$ 





EIN . "AC 
s d'ou suit fx = Cx, cas spécial et le 


Le problème de Mr. Hill ne peut pas être compleitement résolu 
ar les forces actuelles de l'analyse; c'est ce qui sera sans doute évident 
yse; q a 
par les;rechefches suivantes. | ij 


\ 
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Do no 
doo 


L'équetion donnée peut étre écrite er cette forme; 
qx gx 
d'où suit, en posant f zz sap 
/ 2, e£», 
C étant la constante arbitraire. En suivant la méthode de Laplace pour 
lintégration des équations aux différences variables, je pose if 
m ome jx — UL, 
BN ad aes Us 
En changeant successivement z en z-]-i, 2-2, z—+-3 efc, on trouve 
Sf" u. se Ua, 
f^ étant la fonction f repétée m fois, En posant == 0 et n — z, on a 
5 LE Bp. EU" 
ce qui. est l'intégrale complette de Véquaticn (3.), u, étant la constante 
arbitraire, Si pour plus de simplicité on écrit F(z) au lieu de f*(u,), on a 
5, "* --—Fy(u) FQ 
F, étant la fonction inverse de #, Cela posé on peut facilement intégrer 
l'équation (2.), puisque en fesant 
Va 
VG) 


ce qui donne 


Ÿ U; = yz ? 
d Urt — Jn 


Jd +6, 


ys = Vor Cz 
(en négligeant la fonction arbitraire périodique w (cos? zx, sin2sx%) qu'il 
est permis d'y ajouter). La valeur de +, donnée par l'équation (5.), 
étant substitnée dans cette intéyrale, on trouve 


6. VENT £07. CF, (x) = vx 


| Al 


on trouve 


ap 


Jt 


I 


dont l'intégrale est 


OU £^ du 
y CF va): 
2 o AM ) 2 @ c ? 
ce qui donne var la differentiation 
| | fid 
Q A C e ee 9 
6: F,(x) 


F' (x) désignant le coefficient différentiel de F, (a^ 


, Eun la solution pré- 
sentée sous ia forme la plus simple sera 


7. Qa == F (x) Hi 
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a étant une constante arbitraire, dont l'équation proposée elle même mon- 
tre l'existence, cette équation réstant la méme si au lieu de Q on cerit a@. 

La solution précédente est trés facile dans le cas fx — x^ L'é- 
quation (4.) devient 


: Du un. F (2), 
ee qui donne 





logp 


F’ (x) = at 


log p. log x x” 


F x) = loglog aw — log logu, 


Ainsi la fonction cherchée est 
Qx = axlogæ 
En effet cette fonction rend évidemment l'équation Q x? = Ox .px?™ iden- 
tique, Il est seulement à remarquer, que dans le cas spécial p —1 ia 
fonction ® reste tout-à-fait arbitraire, l'équation proposée étant identique 
en elle méme. 
Le cas fx — cx donne facilei;^ut par la méthode exposée 
DIR, 





et en y posant e=c, on a (x — x a E conformément à la solution par- 
ticulisre de Mr. Clausen, 

En général on peut exprimer la fonction F,(x) au moyen de I(x) 
par ia formule d'inversion de Laplace sous la forme d'une série infime ou pat 
sa somme exprimée par P arseval, sous la forme d'ini£grele définie; mais 
tout cela ne serait qu'un symbole, dans lequel la fonction cherchée @ seroit 
généralement aussi cachée que dans TEE proposée elle-méme, ensorte 
qu'elle reste généralement irréductible à des fonctions connues. Ainsi dans 


l'exemple particulier de f x at is est porté. jusqu'à la transcendante 


inconnue a  , dont ils a été question dans le 2. vol. de ce journal peg. 89, 


nn rer c et TIE CASE ACCRUE 5 Tan nn 
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ei). 


Potenzial- oder cyklisch- hyperbolische Functionen. 
(Von Hrn. Prof, Gudermann zu Cleve.) 


(Schlufs der Abhandlung No. $., 14. und 28. im VL., No.9. und 21. im VIL, No. 6., 17. und 22. im 
VIII, , No. 4., 16. und 23. im IX. Bande.) 


PE 


ILL. 


Tabelle der Länge-Zahlen der Kreisbogen, welche grölser 
als 88 Centesimal-Grade sind, von Minute zu Minute, 
mit eilf Decimalziffern. 


Bei der Berechnung dieser Tabelle ist ein Fehler gefunden worden, 
welcher sich sowohl in den Tafeln von Callet, als auch in dem 77esau- 
rus logarithmorum completus vou Vega vorfindet. Es ist nemlich der 
natürliche Logarithme der Zabl 1099 nicht — 7,0021 (1)595 4403 6213... 
sondern == 7,0021 5595,... 

Da dieser Fehler nirgend meines Wissens angezeigt worden ist, 
so bringe ich ibn hiermit zur Kenntnifs, damit er verbessert werde. 

Der Verfasser. 


Anmerkung. Das Argument k und das Argument v sind in Minuten ausgdriickte 
Winkel, welche sich zur Summe 10000 Minuten erganzen. Die im der Tabelle 
vorkommenden Logarithmen von v sind natürliche. Die Grófse 2k-+ logy ist 
deswegen sammt ihren Differenzen in der Tabelle aufgeführt, weil die zweiten 
Differenzen dieses Ausdrucks für eine Zunahme von k und also eine Abnahme 
von v um eine Minute nur langsam variiren. Diese Eigenschaft erleichtert die 
Interpolation; aus der Grölse von € & logv findet sich dann leicht die Grófse 
des eingeschalteten £k, 


1 
00 


01 
02 
03 


05 


07 


08 


09 


10 


11 
12 
13 
14 
15 


16 
17 
18 
19 
20 


21 
22 
23 
24 
25 


26 
27 
28 
vod 
30 


31 
32 
33 
34 
35 


36 
37 
38 
39 
40 


41 
42 
43 
44 
45 


46 
47 
48 
49 
50 


LE 
2,358 8609 7801 
2,359 6996 1201 
2,360 5389 3744 
2,361 3789 5547 
2,361 7196 6726 
2,363 0610 7398 


2,363 9031 7682 
2,364 7459 7693 
2,365 5894 7550 
2,366 4336 7371 
2,367 2785 7274 


2,368 1241 7378 
2,368 9704 7801 
2,369 8174 8662 
2,370 6652 0081 
2,371 5136 2178 


2,372 3627 5073 
2,373 2125 8885 
2,374 0631 3736 
2,374 0143 9747 
2,375 7663 7039 


2,376 6190 5730 
2,377 4724 5946 
2,378 3265 7807 


.2,370 1814 1437 


2,380 0369 6959 


2,380 8932 4495 
2,381 7502 4172 
2,382 6079 6109 


2,383 4664 0433 


2,384 3255 7268 


2,385 1854 0738 
2,386 0460 8968 
2,386 974 4084 
2,387 7605 2212 
2,388 6323 3477 


2,389 4958 8006 
2,390 3601 5925 
2,391 2251 7362 
2,392 0909 2443 
2,392 9574 1297 


2,393 8246 4050 
2,394 6026 0833 
2,305 5613 1773 
2,396 4307 6990 
2,397 3009 6640 


2,398 1719 0827 
2,390 0435 9688 
2,390 9160 3354 
2,400 7892 1957 
2,401 663i 5626 


Eg c v000 
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It ELE LS 


$. k 4- log. v. 


0,448 0378 1379 


0,448 9427 6704 
9477 1612 
9526 6103 
9576 0177 
9625 3835 


9,448 9674 
9723 
9773 2313 
0822 4307 
9871 5885 


7077 
9903 


9,448 9920 7047 
9,448 9959 7703 
9,449 0018 8123 
0067 SU37 
0116 7535 


9,449 0165 6617 
— 0214 5283 
0263 3533 
0312 1367 

0300 8785 


9,449 0409 5784 
0458. 2367 
0506 8533 
0555 4283 
0603 9617 


9,449 0652 4535 
0700 9037 
0749 3123 
0797 6793 
0846 0047 


9,449 0804 2885 
0942 5307 
0990 7313 
1038 8603 
1087 (077 


9,440 1135 0835 
4183 1177 
1231 1103 
1279 0613 
1326 9707 


9,449 1374 8384 
1422 6646 
1470 4492 
1548 1922 
1565 8936 


$534 
1715 
7480 
2829 
7762 


9,449 1613 
1661 
1708 
1756 
1803 


D. 1°. 
49 5325 


49 4908 
49 4491 
49 4074 
49 3658 
49 3242 


49 2826 
40-2410 
49 1994 
49 1578 
49 1162 


49 0746 
49 0330 
48 9914: 
4S 9498 
48 9082 


48 SG66 


43 8250 
48 7834 


48 7418 
48 7000 


48 6583 
48 6166 
48 5750 
48 5334 
48 4918 


48 4502 
4S 4086 
4S 3670 
48 3254 


. 48 2838 


48 2422 
48 2006 
48 1590 
48 1174 
48 0758 


48 0342 
47 9926 
47 9510 
47 9004 
47 8678 


47 8262 
47 7846 
47 7430 
. 47 7014 
47 6508 


47 6181 
47 5765 
47 5349 
47 4933 


eee 


81 


79 
78 
odd 
76 
75 


74 
73 
72 
71 
70 


69 
68 
67 
66 
65 


64 


63 
62 
61 
60 
59 
58 
57 
56 
55 


54 
53 
52 
64 
50 


1 
50 


51 
52 
53 
54 
55 


56 
57 
58 
59 
60 


61 
62 
63 
64 
65 


66 
67 
68 
69 


~ 
4 


71 
72 


ek 


4 
74 
75 
76 
77 
78 


~ 


4 


80 


81 
82 
83 
84 
85 


86 
87 
88 
89 
90 


91 - 


93 
93 
94 
95 
96 
97 
95 
89 
100 


KES 


g ke 
2,401 6631 5627 


2,402 5378 4405 
2,403 4132 8693 
2,404 2894 8353 
2,408 1664 3607 
2,406 0441 4589 


2,406 9226 1431 
2,407 S018 4266 
2,408 6818 3229 
2,409 5625 $453 
2.410 4441 0074 


2,411 3263 $225 
2,412 2094 3042 
2,413 0932 4660 
2,413 9778 3216 
2,414 8631 S946 


2,415 7403 1696 
2,416 6362 1873 
2,417 5238 9544 
2,418 4123 4838 
2,419 3015 7892 


2,420 1915 8846 
2,421 0823 7838 
2,421 9739 5008 
2,422 8663 0495 
2,423 7594 4439 


2,424 6533 6980 
2,425 5480 8200 
2,426 4435 S418 
2,427 3308 7597 
2,428 2369 5939 


2,429 1348 3579 
2,430 0335 9665 
2,430 9329 73 

2,431 8332 3746 
2,432 7343 0029 


633^ 
2799 
9576 
5808 
46041 


2,433 6361 
2,434 5388 
2,435 4422 
2,436 3465 
2,437 2510 


2,438 1575 
2,439 0642 
2,430 9717 3212 
2,440 SS00 4913 
2,441 7801 7950 


3221 
2696 


2,442 6091 2471 
2,443 0008 8623 


“2,444 5214 6656 


2,415 4338 Gago 
2,446 3470 8362 


£. k + log. v. 
9,449 1803 7762 
9,449 1851: 227 

1898 6380 
1946 0058 
1993 3334 
2040 6187 


9,449 2087 $624 
2135 0645 
2182 2250 
2229 3439 
2216 4212 


9,449 2323 
2330 4510 
2417 4035 
2404 3144 
2511 1837 


1550 


9,449 2558 0114 
2604 7975 
2651 5420 
2608 2449 
2744 0062 


9,449 2791 
2838 1043 
2884 6414 
2931 1304 
2977 5902 


5260 


9,449 3024 0025 
3070 3733 
3116 7026 
3162 9904 
3209 2367 


9,449 3255 4410 
3301 6036 
3347 7246 
3392 8040 
3439 giis 


9,449 3485 8380 
3531 7926 
3577 7055 
3623 5771 
3669 4071 


9,440 3715 1056 
3760 9425 
3806 6482 
3852 3121 
3807 9345 


9,449 3043 5154 
3989 0548 
4034 5527 
4080 0001 
4125 424 


Dad 
47 4617 
47 4101 
47 3685 
47 3269 


47 2853 
47 2437 


47 2081 
47 1606 


47 1189 - 


47 0773 
47 0357 


46 9011 
46 9525 
46 9109 © 
46 8693 
46 8277 


46 7861 
46 7445 
46 7029 
46 6613) 
46 6198 


46 5783 
46 5368 
46 4953 
46 4538 
46 4123 


46 3708 
46 3293 
46 2878 
46 2463 
46 2042 


46 1626 
46 1210 
46 0794 
45 0378 
45 9062 


45 9546 


45 9130 


45 8715 
3300 


5 
45 7885 


45 7470 
45 7055 
45 6639 
45 6224 
#5 5809 


45 5304 
45 4979 
45 4564 
45 4149 
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4S 
47 
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44 
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40 
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"36 


35 
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17 
ib 
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4^ 
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11 
10 


09 
08 
07 


ike 


04 
03 
02 
01 
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364 


1 
00 
oi 


e 
? 
v 


EN 


04 
05 


06 
07 
08 
09 
10 


$1 
12 
13 
14 
43 
16 
17 


19 
20 


21 
29 
23 
34 
23 


S 19 2S © 
DM er) 
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Gd CS Co 
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^i 
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Ey to 
Qi op 


2 
e 
c 
je 


Wer 


38 


29 


k 
$. k 4-log.v 


Ri. 
2,446 3470 8362 
2,447 2611 2528 
3,448 1759 9075 
2,449 0916 S151 
2,450 0081 9909 
2,450 9255 4490 


2,451 8437 2076 

2,452 7627 2792 
2,453 6825 6799 
2.454% 6032 4251 
2,455 5247 5308 


2,456 4471 0104 
2,457 3702 8815 
2,458 2943 1588 
2,459 2191 8580 

2,460 1448 9946 


2,461 0714 5843 
2,461 9988 6426 


2,462 9271 1855 * 


2,463 8562 2286 
2,464 7861 7877 


2,465 7169 8784 
2,466 6486 5168 
2,467 5811 7188 
2,468 5145 5004 
2,169 4487 8777 


2,470 3838 8609 
2,471 3198 4839 
2,472 2566 7451 
2,473 1945 6667 
2,474 1329 2648 


2,475 0723 5557 
2,476 0126 5558 
2,476 9558 2816 
2,477 8958 7495 
2,478 8387 9759 


2,482 6192 7986. 
2,483 5666 0668 
484 5148 1931 
2,485 4639 1948 
2,486 4139 0885 
2,487 3647 8914 
2,488 3165 6201 


2,480 2602 2919 
»,490 5227 9238 
0,491 1772 5320 
2,402 1326 1 363 
493 0889 75 


8% 


9,449 4125 4239 


9,449 4170 7968 
4216 1281 
4261 4178 
4306 6659 
4351 8724 


9,440 4397 0374 
4442 1009 

' 4487 2429 
4532 2834 

4577 2823 


9,449 4622 2397 
4667 1556 
4712 0300 
4756 8629 
480& 6543 


9,449 4816 4042 
4801 1126 

4935 7795 

, 4980 4040 
5024 9888 


9,449 5069 5308 
5114 0314 
5158 4903 
5202 9076 
5247 2833 


5291 6175 
.9335 9102 
53S0 1614 
5424 37il 
5468 5393 


4o 
E 
c 


9,240 5512 6659 
5556 7510 
5600 7946 
5644 7967 
5685 7573 


pii.-4 

45 3729 100 
453313 99 
452897 98 
45 2481 97 
45 2065 96 
451650 95 
451235 94 
45 0820 93 
450405 92 
449999 91 
449574 90 
449159 89 
443744 88 
449329. 87 
44 7914 S6 
44 7499 85 
44 7084 84 
44 6669 83 
446254 . 82 
445339 81 
44 5421 80 


42 5005 — 79 
44 4589 78 
444173 77 
A4 3757: 76 
443342 75 


4429277 74 
449512 73 
442007 72 
441692 — 71 
441266 70 


44 0851 — 69 
440436 68 
44 0021 67 
43 96060 66 
439191. 65 


9,449 5732 6764 438776 64 
5776 5540 438361 63 
5820 3900 43 7946 62 
5804 1847. 49 7531 61 
5907 9378 43.7113 60 
9,449 5051 6491 43 0008 59 
5995 3189. 43 0283 58 
6038 0472 43 5867. 57 
6092 5340 43 5452 56 
6126 0792 43 5037 55 
9,449 6169 5820 43 4622: - 54 
6213 0451 ^43 4207 53 
6256 4658 433792 52 
6209 S450 — 433377 54 
6313 1827 . 50 
10 ..,000... 


1 
50 
51 
52 
63 


55 
56 
57 
58 
59 
60 


64 
62 
63 
) 


65 


66 
67 
68 
69 


eri 
$ 


71 
72 
73 
74 
75 


76 
TT 
78 
79 
&0 


82 
83 
84 
85 


86 
87 
88 
89 
9G 
91 
02 
93 
94. 
95 


96 
97 
98 - 
99 . 
100 


£. k. 
2,403 0888 7512 


2,491 0460 3950 
2,495 0041 0848 
2,495 9636 8381 
2,496 9229 6723 


2,497 8837 6048 


2,458 8454 6530 
2,499 S080 8346 
2,500 7716 1672 
2,501 7360 0084 
4,502 7014 3559 


2,503 6677 2472 
2,504 6340 3604 
2,505 6030 7134 
‚2,506 5721 3240 


2,507 5421 2102 ' 


2,508 5130 3900 
2,509 4848 8815 
2,510 4576 7027 
2,511 4313 8720 
2,512 4060 4074 


2,813 3816 3273 
2,814 3581 6500 
2,515 3356 3939 
2,516 3140 5773 
2,517 2934 2190 


2,518 2737 3374 
2,519 2549 9500 
2,620 2372 0784 
2,521 2203 7385 
2,522 2044 9500 


2,523 1895 7315 
2,524 1756 1021 
2,525 1626 0808 
2,526 1505 6864 
2,527 1394 9380 


2,828 1293 S547 
2,529 1202 4558 
2,530 1120 7603 
2,531 1048 7875 


2,532 0996 5569 _ 


2,53 
2,534 0801 3904 
2:535 0858 5116 
2,536 0835 4438 
2,537 US22 2156 


2,538. 0818 8468 
2,539 0825 3571 
-2,540 0841 7063 
2,941 0868 0042 
2,542 0901 3007 


10. 2,000... 


33 0934 0877 . 
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(9^. 

— 89. 
$. X 4-log.v 
9,449 6343 1827 
9,449 6386 4789 
6429 7336 
6472 9468 
5516 1185 
6550 2487 


9,449 6602 3374 
6645 3846 
6688 3903 
6731 3545 
6774 2772 


9,449 6817 1581 


6859 9976 
6002 7956 
6045 552L 


9,229 7030 9406 
7073 5726 
7116 1631 
7158 7121 
7201 2198 


9,419 7243 6856 
7286 1101 
7328 4031 
7370 8346 
7413 1347 


9,449 7455 3933 
7497 6104 
7529 7860 

" 7581 9201 
7624 0127 


^ 


9,449 7666 0637 
708 0732 
750 0412 
791 9677 
7833 8527 


9,449 7875 6962 
7917 4952 


7059 2587. 


8000 9777 
8042 6552 


9,449 S084 2012 
$125 8857 
8167 4387 


3208 9503 — 
$250 4205 — 


9,449 8291 8493 
8333 2367 
8374 5827 
8415 8573 
8457 1505 


6088 2671. 


Pr 


43 ue 


“43 254 
' 43 AM: 


43 1717 
43 £302 
43 0887 


43 0472 


43 0057. 
+ 42 0642." 


42 9227 
42 8810 


42 8395 
42 7980 


42 7565 — 


42 7150 
42 6735 


42 0320 
42 5905 
42 5490 
42 5075 
42 4600 


42 4245 
42 3830 


, 42 3415 


42 3001 
42 2586 


42 2171 
42 1756 
42 1341 
42 0926 
42 0510 


42 0005 
41 0680 
41 9265 
41 8850 
41 S455 


#1 S020 
41 7605 
41 7190 
41 6775 
41 6360 


4f 5935 
41 5530 
41 51i6 
41 4702 
41 4288 


41 3872 
41 3460 
41 3046 
4í 2632 


4 
50 
49 


48 


AS 





ee e o 


^ a 


— 


i 


dete alam a Ia 





p 


no 
01 
02 
03 
04 
05 


06 


07 


43 
15 


16 
17 
18 
19 


205 


21 
22 
23 
24 
23 


26 
27 
28 
29 
30 


34 
32 
33 
34 
35 


36 
37 
3 


39 
40 


41 
42 
43 
44 
45 


46 
47 
AS 
49 
50 


y 
?- 
£, ihe 


2,542 0904 3607 


2,543 0050 5854 


2,544 1006 7885 
2.545 1072 9903 
2,546 $149 2100 
,547 1235 4705 


M 


2,548 1331 7803 
2,549 1438 1877 
2,550 1554 6861 
2,551 1681 3050 
2,552 1818 0648 


2,553 1064 986i 
2,954 2122 0898 
2,555 2280 3064 
7,556 2466 9268 
2,557 2654 7018 


2,558 2852 7423 
2,559 3061 0603 
2,560 3279 7037 
2,561 3508 6668 
2,562 3747 9796 


2,563 3097 6627 
2,564 4257 7380 
2,565 4528 2267 
2,566 4809 1503 
2,567 5100 5303 


2,568 5402 3881 
2,560 5714 7455 
2,570 6037 6210 
2,571 6371 0456 
2,572 6715 0321 


2,573 7069 6052 
2,574 7434 7871 
2,575 7810 5996 
2,576 8197 0649 
2,577 8594 2053 


2,578 9002 0427 
,579 9420 5997 
2,580 9849 8084 
2,582 0289 0613 
2,583 0740 $410 


Sn 


2,584 1202 4694 
2,585 1674 9596 
2,586 2158 3044 
2,587 2652 5265 
2,588 3157 6498 


2,589 3673 6944 
2,500 4200 6361 
2,501 4738 6471 
2,502 5287 6006 
2,593 5847 5697 


uU 


29. Gudermann, Potenzial- Functionen 7 af. iff, 


k = 90", 


£. X 4- log. v. 
9,449 8457 1505 


9,440 8498 3718 
8539 5516 
8580 6899 
8621 7867 


$662 8420 


9.440 5703 8558 
' — 8744 8281 
8785 7589 

926 6482 

$807 4960 


9,449 8908 3023 
8949 0672 
8089 7907 
9030 4728 
9071 1135 


9,449 9111 7128 
9152 2707 
0102 7872 
9233 2624 
9273 6962 


9,449 9314 0880 
. 9354 4383 
9394 7471 

9435 0144 

9475 2402 


9,449 9515 4245 
9555 5673 
0595 6686 
9635 7285 
9075 7470 


9,449 9715 7241 
9755 6598 
9795 5541 
9835 4070 
5875 2186 


9,449 9914 9885 


9954 7176: 
"9,449 9994 4050 


9,450 0034 0510 
0073 6556 


9,450 ORES 2182 
2 7393 
2 2189 
1 6570 
3536 


9,450 0310 4088 
0349 7226 
0388 9950 
0428 2260 
0467 4156 


D. 1’. 
41 2213 


41 1708 
41 1383 
41 0968 
41 0553 
41 0138 


40 9723 


40 9308 


40 $893 
40 S478 
40 8063 


40 7649 


40 7235 


40 6821 
40 6407 
40 5993 


40 5579 
40 5165 
40 4752 


40 4338 


40 3918 


40 3503 
40 3088 
40 2673 


40 2258 . 


40 1843 


40 1428 
40 1013 
40 0599 
40 0185 
39 9771 


39 9357 
39 8943 
39 8529 
39 8116 
39 7702 


39 7288 
39 6874 
39 6460 
39 6046 
39 5626 


39 5211 
39 4796 
39 4381 
39 3966 
39 3552 


39 3138 
39 2724 
38 2310 
39 1806 


9..,000... 


1 
100 


99 
: 98 
97 
96 
95 


17 
78 
79 
80 


81 
82 
83 
84 
85 


86 
87 


86 
39 


91 
92 
93 
94 
95 


96 
97 
98 
99 
100 


k = 90°. 


g. Ke 
2,593 5847 5697 
2,594 0418 5778 


. 2,595 7000 6481 
2,506 7503 S042 ^ 


2,597 S108 0695 
2,508 8813 4077 


2,599 9440 0224 
2,001 0077 7572 
2,602 0726 6061 
2.603 1386 8629 
2,604 2058 2816 


2,605 2740 9760 
2,606 3434 9703 
2,607 4140 2888 
2,008 4856 9557 
2,609 5584 9954 


2,610 6324 4324 
2,641 7075 2912 
9,612 7837 5064 


| 3,6013 S611 3727 


2,614 9396 6448 


2,616 0193 4375 
2,017 J001 7758 
2,618 1821 6846 
2,619 2653 1890 
2,620 3496 3141 


2,021 4351 0852 
2,622 5217 5276 
2,623 6095 6667 
2,624 6985 5280 
2,025 7887 1370 


2,626 S800 5191 
2,627 9725 7001 
2,629 0662 7060 
2,630 1611 5626 
2,631 2572 2966 


2,632 3544 9322 
2,633 4529 4974 
2,034 5526 0178 
2,635 6534 54 

2,636 7555 U295 


2,037 8587 5638 
2,638 9632 1790 
2,640 0088 8720 
2,641 1757 6704 
2,642 2838 6282 


2,043 3031 7451 
2,644 5037 0574 
2,045 6154 5020 
2,046 7284 3763 
2,617 8426 4374 


€. k--log.v. 
9,150 0467 4156 


9,450 0506 5638 
0545 6706 
0584 7360 
0622 7606 
0662 7426 


9,450 0701 6836 
0740 5835 
0779 4418 
0818 2587 
0857 0342 


9,450 0895 7680 
0934 4603 
0973 1111 
1011 7204 
1050 2882 


9,450 1088 $146 
1127 2996 
1105 7432 
1204 1454 
1242 5062 


9,450. 1280 8256 
1319 1036 
1357 3402 

1395 5354 


1433 6892 . 


9,450 1471 S016 
- 1509 8726 
1547 9022 

1585 S005 

3623 8374 


9,450 166: 7426 
3690 6063 
1737 4285 
1776 2093 
1812 9487 


9,450 1850 6467 
1888 3032 
4926 9185 
1063 4923 
2001 0246 


9,450 2039 5155" 
07S 9650 
2113 3731 
2150 7398 
2188 0651 


0,450 2225 3490 
2262 5915 
2299 7926 
2336 9523 
2374 0706 


D. 1, 
39 1482 


39 1068 
39 0654 
39 0240 
38 9826 
38 9412 


38 8997 
38 8583 
38 8169 
38 7755 
38.7338 


38 6923 
38 6508 
38 6093 
38 5678 
38 5264 


38 4850 
38 4436 
38 4022 
38 3608 
38 3195 


38 2786 
38 2366 
38 1952 
38 1538 
38 112. 


38 0710 
38 0296 
37 9883 
37 9160 
37 9052 


37 8637 
37 8222 
37 7808 
37 7394 


. 37 6980 


37 6566 
37 6152 
37 5738 
37 5323 
37 4909 


37 4495 
37 4081 
37 3607 
37 3253 


37 2839 


37 2225 


37 2011 
37 1597 
37 1183 


Y= 9,5200... 


365 


1 


96 , 


04 
03 
02 
01 
00 


366 


1. 


00 


ot 
02 
03 
04 
05 


06 
07 


32 
33 
54 
35 


36 
37 


39 
40 
A1 
42 


a4 
AS 


46 
47 
48 
49 
50 


BER 
2,647 3426 437% 


2,648 9580 8027 
2,650 0747 4997 
2,651 1926 5561 
2,652 3117 9994 
2,053 4321 8575 


2,654 5538 1582 
2,655 6766 9295 
2,656 S0U8 1993 
2,657 9261 9957 
2,659 0598 3475 


2,060 1807 2823 
2,001 3098 $288 
2,662 4403 0156 
2,663 5719 8741 
2,064 7049 4242 


2,665 8301 7026 
2,666 0746 7382 
2,668 1114 5572 
2,669 2405 4805 
2,070 3888 6643 


2,671 5205 0100 
2,072 6714 2587 
2,073 8146 4372 
2,674 0601 5761 
2,076 1049 7050 


2,677 2520 8537 
2,078 4005 0522 
2,079 5502 3204 
2,680 7012 7194 
2,081 8536 2408 


2,683 0072 9451 
2,684 1622 8444 
2,085 3185 9751 
2,686 4762 3679 
2,687 6352 0534 


2,688 7955 0625 
2,080 9571 4261 
2,001 1201 1753 
72,002 2944 3413 


2,693 4500 0553 | 


2,604 6171 0487 
2,695 7854 6531 
2,606 9551 8000 
2,008 1202 .8211 
2,000 2986 8485 


1262 


2,700 4724 8139 
2,701 6476 4493 
2,702 8241 7871 
2,704 0020 8504 
2,705* 1813 6987 


29, Gudermann, Potenzial - Functionen Taf. IL. 


Ek CUTS 


&, x 4-log.v. 
9,450- 2374 0706 
9,450 2411 1474 
2448 1827 
2485 1766 
2522 1201 
2559 0402 


9,450 2595 9099 
2632 7382 
2669 5251 
2706 2706 
2742 9747 


9,450 2779 6374 
2816 2587 
2352 8286 
2839 3771 
4925 8742 


9,450 2962 3209 
2998 7442 
3035 1172 
307! 448 
3107 7390 


0,450 3143 0877 
3180 1050 
3216 3609 
3252 4954 
3288 5685 


9,450 3324 6102 
3360 6105 
3396, 5604 
3432 4860 
3468 3630 


9,450 350% 1977 
3530 9010 
4475 7420 
3011 4535 


2647 1227 


0,450 3682 7505 
3718 3369 
3753-8819 
3780 3855 
3824 8477 


9,450 3860 2685 
3805 6479 
3930 9859 
3066 2825 
4001 8378 


0,450. 4036 7517 
4971 9242 
4107 0553 
4142 1452 
4177 1935 


D. 1, 
37 0768 


37 0353 
36 9939 
36 9525 
36 0111 
36 8697 


36 8283 
36 7369 
36 7455 
36 7041 
36 6627 


36 6213 
36 5799 
36 5385 
36 4071 
36 4557 


36 4143 
36 3730 
36 3316 
36 2002 
36 2487 


26 2073 
36 1659 
36 1245 
36 0834 
36 0617 


36 0003 
35 9589 
35-9175 
35 8761 
35 8347 


35 7933 
35 7519 
35 7106 
85 6692 
35 6278 


35 5864 
25 5450 
35 5035 
35 4622 
35 4208 


35 3704 
5 3380 
35 2906 
5 2553 
35 2139 


35 1725 
36 1311 
35 0898 
35 0484 


v= 8.45000 un» 


1 
100 
99 
98 


Li 


4 
96 
95 


94 
93 
92 
91 
90 


89 
88 
87 


85 


84 
83 
82 
81 


79 
78 
77 
76 
75 


74 
73 
72 
71 
70 


59 
68 


er 
4 


66 
69 


64 
63 


. 62 


61 
60 


59 
58 
57 
56 
55 


> 


54 
53 
52 
51 
$0 


g. k. 
2,705 1813 6987 


2,706 3620 3374 
2,707 5440 S082 
2,708 7275 1439 
2,709 9123 3773 
2,711 0085 5413 


2,712 2861 6690 
2,713 4751 7937 
2,714 0055 9487 
2,715 8574 1673 
2,717 0506 4832 


2,718 2452 9302 
2,719 4413 5419 
2,720 6388 3524 
2,721 8377 3055 
2,723 0380 7056 


2,724 2308 3170 
2,725 4430 2639 
2,726 6476 5809 
2,727 8537 3029 
2,729 0612 4644 


2,730 2702 1005 
2,731 4806 2461 
2,732 6024 9365 
2,733 9058 2060 
2,735 1206 0928 


2,736 3368 6297 


2,737 5545 8533 .- 


2,738 7737 7994 
2,739 9044 5039 
2,741 2166 0031 


2,742 4402 3330 
2,743 6653 5300 
2,744 8919 6305 
2,746 1200 6713 
2,747 3496 6889 


2,748 5807 7204 
2,740 8133 8028 
2,751 0474 9730 
2,752 2831 2685 
2,753 5202 7267 


2,754 7589 3851 
2,755 9901 2813 
2,757 2408 4535 
2,758 4840 9393 
2,750 7288 7770 


2,760 9752 0040 
2,762 2230 6613 
2,763 4724 7848 
2,704 7234 4142 


Reel, 
£. k + log. v. IE 1^. 
9,450 4177 1035 35 0070 
9,450 4212 2005 34 9656: 
4247 1661 34 9245 
4282 0004 34 8820 
4316 9733 34 8415 
4351 8148 34 8001 
9,450 4386 6140 34 7588 
4421 3737 34 #474 
4456 0911 — 34 6759 
4490 7670 34 6345 
4525 4015 34 5933 
9,450 4550 9948 34 5519 
4594 5467 — 34 5105 
4629 0572 34 4691 
4663 5263 344278 - 
4697 9541 34 3862 - 
9,450 4732 3405 34 3450 
4766 6855 — 34 3036 
4800 9891 34 2623 
4835 2514 34 2209 
4869 4723 34 1798 
9,450 4903 6518 — 34 1381 
4937 7899 34 0068 
4971 8867 24 0554 
5005 9421 — 34 0140 
5039 9561 33 9726 
9,450 5073 9287 33 9313 
5107 8600. 33 8899 
Si4l 7499 — 33 S185 
5175 5984 33 8072 
5209 4056 33 7659 
9,450 5243 1715 33 7245 
5276 8960 33 6831 
5310 5701 33 6418 
5344 2209 33 6004 
5377 8213 33 5591 
9,450 5411 380% — 33 5178 
"5444 8082 33 4764 
5478 3747 33 4350 
5511 8006 33 3037 
5545 2033 33 3523 
9,450 5578 5556 33 3149 
5611 8665 33 2696 
5645 1361 33 2282 
5678 3643 33 1868 
5711 5511 33 1455 
9,450 5744 6966 33 1041 
5777 S007 33 0027 
$810 8634 33 U214 
5843 8848 — 339800 _~ 
5876 8648 


2,705 9759 5882 


(j^ = 


Ore .4000 «pus 


42 
41 
40 


39 
38 
37 
36 
35 


34 
33 
32 
31 
30 


29 
28 
27 
26 
25 


24 
23 
22 
21 
20 
19 
18 
17 
16 
15 


14 
13 
12 
11 
10 


09 
08 
07 


. 06 


05 


04 
03 
02 
10 
00 


1 
00 


01 
02 
03 
04 
05 


06 
07 
08 
09 
10 


11 
12 
13 
14 
15 


16 
17 
18 
19 
20 


21 
22 
23 
24 
25 


26 
27 
28 
29 
30 


31 
32 
33 
34 
35 


36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 


46 
47 
48 
49 
50 


29. Gudermann, Potenzial- Functionen Tof. LII, 
KIT, 


k: ==. 927. 


2,765 9759 5882 


2,767 2300 3459 
2,768 4856 7264 
2,769 7428 7689 
2,771 0016 5130 
2,772 2619 9962 


2,773 5239 2642 
2,774 7874 3509 
2,776 0525 2983 
2,777 3192 1467 
2,778 5874 9302 


2,779 8573 7077 
2,781 1288 5015 
2,782 4019 3585 
2,783 6766 3196 
3,784 9529 4259 


2,786 2308 7187 
2,787 5104 2395 
2,788 7916 0298 
2,700 0744 1314 
2,791 3588 5860 


2,792 6449 4359 
2,793 9326 7234 
2,795 2220 4907 
2,796 5130 7803 
2,797 8057 6351 


2,799 1001 0080 
2,800 3961 2118 
2,801 6938 0190 
2,802 9931 5057 
2,804 2941 8027 


2,805 5969 0445 
2,806 9013 0652 
2,808 2073 9937 
2,809 5151 8393 
2,810 8246 7816 


2,812 1358 7199 
2,813 4487 7491 
2,814 7633 9142 
2,816 0797 2601 
2,817 3977 8323 


2,818 7175 6763 
2,820 0390 8376 
2,821 3623 3622 
2,822 6873 2960 
2,824 0140 6858 


2,825 3425 5760 
2,826 6728 0153 
2,828 0048 0497 
2,820 3385 7260 
2,830 6741 0015 


. k 4- log. v. 
9,450 5876 8648 


9,450 5909 8035 
5942 7008 
_ 5975 5568 
6008 3714 
6041 1447 


9,450 6073 8766 
6106 5672 
6139 2164 
6171 8243 
6204 3908 


9,450 6236 9162 
6269 4000 
6301 8426 
6334 2438 
6366. 0037 


9,450 6398. 9222 
6431 1994 
6403 4352 
6495 6297 
6527 7925 


6559 8946 
6591 9651 
6623 9913 
6655 9821 
6687 9286 


9,450 


6719 8338 
6751 6976 
6783 5201 
6815 3013 
6847 0411 


9,450 


9,450 6878 7395 
6910 3966 
6942 0123 
6073 5867 
1005 1198 


9,450 7036 6115 
7008 0619 
7099 4710 
7130 8387 
7162 1652 


9,450 7103 4502 
7224 6940 
7255 8065 
7287 0377 
7318 1775 


9,450 7349 2560 
7380 2932 
7411 2801 
7442 2436 
7473 1508 


Dt’; 
32 0387 


32 8073 
32 8560 
32 8146 
32.7733 
32 7319 


32 6906 
32 6492 
32 6079 
32 5665 
32 5253 


32 4839 
32 4426 
32 4012 
32 3599 
32 3185 


32 2772 
32 2358 
32 1945 
22 1531 
32 1118 


32 0705 
32 0292 
31 9878 
31 9465 
31 9052 


31 8638 
31 8225 
34 7812 
31 7308 
31 6984 


31 6572 
31 6157 
31 5744 
31 5331 
31 4917 


31 4504 
31 4001 
31 3677 
31 3264 
3i 2851 


31 2438 
31 2025 
31 1612 
31 1198 
31 0785 


31 0372 
30 9959 
30 0545 
30 9132 


UT N; 


1 
100 


1 
50 


51 
52 
53 
54 
55 


56 
57 
58 
59 
60 


61 
62. 
53 


65 
66 


68 
69 
70 


71 
72 
73 


75 


76 
77 
78 
79 
80 


81 
82 
83 


85 


86 
87 
98 
$9 
90 
91 
92 
93 
94 
95 


96 
98 


99 
100 


g. k. 
2,830 6741 0915 


2,832 0114 1036 
2,833 3505 0796 
2,834 6013 7972 
2,836 0340 3944 
2,837 3784 9193 


2,838 7247 4209 


2,840 0727 9451 : 


2,841 4226 5432 
2,842 7743 2631 


2,814 1273 1540 


2,845 4831 2654 
2,846 8402 6458 
2,848 1902 3460 
3,849 5600 2193 
9,650 3226 9038 


2,852 2871 8619 
2,853 6535 3409 
2,855 0217 3887 
2,856 3018 0590 
2,857 7637 4018 


2,859 1375 4697 
2,860 5132 3110 
2,861 8007 9805 
2,863 2702 5292 
2,864 6516 0092 


2,866 0348 4729 
2,867 4199 9728 
2,868 3070 5617 
2,870 1960 2928 
2,871 5869 2192 


5,872 9797 3945 
2,874 3744 8728 
2,875 7711 7067 
2,877 1697 9515 
2,8;8 5703 6614 


2,879 9728 8909 
2,881 3773 6947 
2,882 7838 1280 
2,884 1922 2461 
2,885 6026 1045 


2,887 0149 7589 
2,888 4293 2654 
2,889 8456 6801 
2,801 2640 0595 
2,892 6843 4604 


2,894 1006 9398 


2,895 5310 5547 
2,896 9574 3628 
2,898 3858 4216 
2,899 8162 7891 


£.k + log. v, 
9,450 7473 1568 


9,450 7504 0287 
7534 8593 
7565 6485 
7596 3964 
7627 1030 


9,450 
7688 3923 


7718 .9748. 


7749 5160 
7180 0150 


9,450 7810 4745 
7840 goto 
1871 2678 
7901 6025 
7931 8950 


9,450 7962 1480 


7992 3588 
8002 5283 
8052 6564 
8082 7432 


9,450 8112 7887 
8142 7929 
8172 7558 
8202 6774 
8232 5577 


9,450 8262 3967 
8292 1943 
8521 9506 
8351 6656 
8381 3393 


9,450 8410 9717 
8440 5628 
8470 1126 
8499 o211 
8529 0883 


9,450 8558 5142 
$587 8988 
$617 2421 
8646 5441 
8675 S048 


9,450 8705 0242 
8734 2023 
8763 3390 
8702 4344 
S821 4885 


9,450 8850 5013 
8879 4728 
8008 4030 
8037 2019 
8906 1395 


7657 7683 ° 


D. 1’. 


* 30 8719 
30 8306 
30 6892 
30 7479 
30 7006 
30 6653 


30 6239 
30 5826 
30 5412 
30 4999 
30 4586 


30 ALTS 
30 3760 
30 3347 
30 293% 
30 2521, 


36 2108 
30 1695 
30 1281 
30 0868 
30 0455 


30 0042 
29 9629 
29 0216 
29 B803 
29 8390 


29 7976 
29 7563 
29 7150 
29 6737 
29 6324 


29 5911 
20 5498 
29 5085 
29 4672 
29 4259 


29 3846 
29 3433 
29 3020 
29 2607 
29 2104 


29 1781 
29 1367 
29 0954 
29 0541 
29 0128 


28 9715 
28 9302 
28 88890 
23 8476 


vU = 703000 88% 


367 


1 
50 


. 49 
48 
47 
46 
45 


44 
43 
42 
44 
40 


39 
38 
37 
36 


zl 
v 


34 
33 
3 

a1 
30 


29 
28 
21 
26 


25 


24 
23 


29 


—— 
21 


20 


19 
18 
17 
16 
15 


14 
13 
12 
11 
10 


09 
08 
07 
06 
05 


04 
03 
02 
oi 


368 


1 
00 


OL 
02 
03 
04 
03 
06 
07 
08 

9 


10 


11 
"12 
13 


37 
38 
39 


24, Gudermann, Foíenzial- buncisonen Taf. IH 


RO RE 
LR, 8. k + log. v. 
2,809 8162 7801 9,451) 8966 1395 


2,901 2487 5235 
2,902 6832 6832 


2,904 1198 3269, 


2,905 5584 5136 
2,906 9991 3024 


2,908 4415 7528 


2,009 8866 9245 
2,041 3335 8775 
2,912 7825 6720 


2,914 2336 3084 - 


2,015 6868 0276 
2,017 1420 7105 
2,018 5004 4784 
2,020 0589 3929 
2,921 5205 5158 


2,022 0842 0002 
2,024 4501 6354 
2,925 9181 7572 
2,927 3883 3374 
2,028 S006 4390 


2,030 3351 1257 
2,031 8117 4619 
2,033 2905 5002 
2,034 7715 3345 
2,936 254. 0015 


2,937 7400 5752 
-2,939 2276 1207 
2,940 7173 7034 
2,942 2003 3891 
2,943 7035 2439 


2,045 1990 3342 
2,046 6085 7205 
2,018 1994 4878 
5,049 7025 6853 
2,954 2079 3867 


2,952 7154 6598 
2,954 2254 5727 
2,955 7376 1039 
2,957 2520 5921 


. 2,958 7687 8365 


2,060 2877 9965 
2,061 8091 1418 
2,063 3327 3424 
2,964 8586 6688 
2,966 3869 1916 


2,967 9174 9818 
2,969 4504 1108 
2,970 9856 6502 
9,072 5232 6720 
5,078 0620 2486 


Hit 
uM 


9,450 8994 0158 
9023 7108 

. 9052 4345 
9081 1169 

9109 7580 


9,450 9138 3578 
9166 9163 
9195 4336 
9223 9096 
9252 3443 


,9,450 9280 7377 
9309 0898 
9337 4006 
9365 6701 
9393 8984 


0,450 0422 0854 
0450 2311 
9178 3350 
9506 3988 
0534 4207 


0,450 9562 4012 
9590 3404 
0618 2383 
0646 0949 
9073 9102 


9,450 9701 6845 


0720 4171 
9757 1086 
| 9784 7588 
9812 3077 


9,450: 0830 9354 
9867 4618 
0804 9469 
9922 3907 
9949 7932 


9,450 8977 “545 
9,451 0004 474: 
)31 753% 

0058 9906 

0086 1867 


9,451 0113 3415 
0149 4550 
0167 5272 
0194 5582 
0221 5479 


9,451 0248 4963 
0275 4035 
0302 2694 
0329 0940 
0355 8774 


Ds14- 1 
28 su63 100 
93 76:0 99 
o8 7237 98 
28 6824 
os 6411 96 
os 5993 99 
08 5585 . 94 
28 5173 93 
98 4760 82 
254347 91 
28 3933 90 
2835231 89 
283108 88 
28 2608 87 
28 2383 86 
os 1870 83 
28 1457 84 
28 1045 83 
28 0632 82 
28 0219 51, 
219505 80 
3199. 79 
27 S979 79 
27 8566 77 
278153 76 
277741: 73 
277328 74 
27 605 13 
076502 72 
27 6089 71 
27 5677 70 
27 5264 69 
27.4851 68 
27.4438 67 
274025 66 
273613 63 
273200 — 64 
1227875 63 
2072314 62 
271961 Gi 
271548 60 
27 1136 59° 
27 0722 58 
27 010 — 57 
26 9897 56 
269484 55 
269072 54 
26 8650 | 53 
96 8246 52 
26 7834 51 
50 


6..,000... 


97.. 


1 
50 


51 
52 
53 
54 
55 


56 
oy 
38 
59 
GO 
61 
62 
63 
64 
63 


66 


68 
69 
70 


de 


FE: 
73 
74 
72 


~ 
fi 


77 


79 
80 


81 
82 
83 
84 
85 


86 
87 
98 
89 


90. 


9 
92 
93 
94 
95 


96 
97 
98 
99 
100 


k 


2.k. 
2,974 0632 2486 
2,975 6055 4525 
2,977 1502 3568 
2,978 6973 0349 
2,080 2467-5604 
2,981 7986 0073 


2,083 3528 4499 


1,994 0094 0631. 


2,986 4085 6218 
2,988 0300 5014. 
2,989 5939 6778 


2,991 1603 2270 
2,992. 7201 2 

2,994 3003 7496 
2,995 8740 8773 
2,997 4502 6866 


2,999 0289 2542 
3,000 6100 6589 
3,002 1936 9794 
3,003 7798 2946 
3,005 3684 6842 


3,005 9596 2277 
2,008 5533 0055 
3,010 1495 0080 
3,011 7482 5862 
3,013 3405 5515 


3,014 9534 0756 
3,016 5398 2405 
3,018 1688 1289 
3.019 7303 8236 


' 3,021. 3945 4080 


3,023 0112 0656 
3,024 6306 5807 


3.026 2526 3378 - 


3,027 8772 3218 
3,029 5044 6192 


3,031 1343 3126 
3,032 7668 4913 
3,034 4020 2408 
3,036 0398 6483 
3,037 5803 S012 


3,039 3235 7873 
3,040 9694 6949 
3,042 6180 6130 
3,944 2003 6306 
3,045 9233 8374 


3,047 5801 3236 
3,049 2396 1797 
3,050 9018 4966 
3,052 508 3658 
3,054 2345 8792 


v= 


== 93°. 
t.k + log. v. p. 1^, 
9,451 0355 8774 26 7421 — 
9.451 0382 6195 26 7008 
"409 3203 26 6596: 
0435 0709. 26 6183 
0462 5982° 26 5770 
(486 1752  .26 5358. 
9,457 0515 7109 — 26 4015 
0542 2054 26 4532 
0508 6586 — 26 4120 
0505 0706. 3:07 
0621 4415 2% 3294 
9,451 0647 7707 — 26 2881 - 
0674 0588, ^26 2468 
0700 3006 26 2056 
0726 5112 — 20 1643 
.0752 6755 26 1230 
"0,451 0778 7985 26.0918 . 
0804 8803 . 26 0405 
0830 9208 35, 9992 
0856 9200. — 25.9580 
0882 8780 — 25 9167 
9,451 0908 7017 — 25 8754 
4934 6701 . 25 8342 
0060 5043 ‘25 7920 
0086 2972 . 25 7516 
1012 0488 25 7104 | 
9,451 1037 7502 25.001 
1063 4283 — 25 6279 
1089 0502 25 5807 
1114 6420 — 25 5454 
1140 1883 — 25 5041 
9,451 1165 692% 25 4628 
1101 1552 25 4216 
1216 5768 25 3303 
1241 9571 25 3301 
1267 2062 25 2978 
0,451 1202 5010 25 2566 
1317 8506 25 2153 
1343 0659 — 25.1741. 
1368 2400 25 1329 
1393 3728 25 0915 
9,451 1418 4643 25 0502 
1443 S14$ 25 0090 
1468 5235 24 9677 
1403 4912 24 9265 
1518 4177 25 8852 
9,451 1543 3029 24 844) 
1568 1469 — 24 8027 
1592 9496 — 24 7615 
1617 7111 24 7202 
1642 4314 
6. 4,000... 


50 
4g 
48 





01 
02 
03 
04 


07 


47 
48 


A 


ex , 
3,054 2345 8702 


3,055 9051 1202 
3,057 5784 2086 
3,059 2545 2107 
3,060 9334 2293 
3,062 6151 3585 


3,064 2906 6931 
3,065 9870 3283 
3,067 6772 3597 
3,008 3702 8835 
3,071 0661 0964 


3,072 7640 7 
3,074 4666 3 
3,076 1711 8430 
3,077 8736 2882 
3,070 5889 8130 


3,081 3022 5173 
3,082 0184 5009 
3,084 7375 9048 
3,086 4506 7100 
4,088 1847 1383 


3,080 9127 2519 
3,001 6437 1537 
3,003 3776 9470 
3,095 1146 7354 
3,006 8546 6235 


3,008 5076 7162 
3,100 3437 1188 
3,102 0027 9376 
3,103 8449 2790 
3,105 6001 2502 


3,107 3583 0589 
3,109 1197 5133 
3,110 3842 0224 
3,112 6516 
‚3,114 4224 3428 


3,116 1962 3747 
3,117 9731 8025 
3,110 7532 7379 
3,121 5365 2933 
1,123 3220 5818 


7165 
8122 
9836 
3459 
0153 


2,125 1125 
3,820 9053 
+ 3:028 7013 
3,130 5006 
3,132 3031 


3.132 1088 1084 
3,135 9177 7425 
3,137 730) 0357 
3,130 5458 1053 
3,141 3043 0738 

Ur 


{'rello'e Tanrnal 


5955. 


29 Gudermann, Potenzial- Functionen Tof. III. 


k == 94°, 


ILL 94°, 
8. X + log. v. 
0,451 1642 4313 


9,451 1667 1103 
1691 7481 
1716 3446 
1740 8999 
1765 4139 


9,451 3780 9867 
1814 3192 
1838 7085 
1863 0575 
1887 3653 


0,451 1011 6318 
1035 8571 
1960 0412 
1954 1839 
2008 2853 


0,451 2032 2455 
2056 3644 
2080 3421 
2104 2785 


-2128 1737 


9,451 2152 0276 
2175 8404 
2199 6120 
2223 3423 
2247 0314 


9,451 2270 0703 
2204 2389 
2317 8513 
2341 3755 
2364 8584 


9,451 2388 3001 
2411 7005 
2435 0596 
2458 3775 


2481 6542 


9,451 2504 $896 
2528 0838 

. 2551 2368 
2574 3485 

2597 4190 
9,451 2620 4480 


2643 4366 
2666 3828 


2689 2884 : 
2712 £527 


9,451 2734 9758 
© =2757 7577 
2780 4984 

2803 1978 


2825 8560. 


D. t*. 


24 6790. 


24 6273 
24 5965. 
21 5553 
24 5140 
24 4728 


24 4315 
21 3903 
24 3400 
24 3078 
24 2605 


24 2253 
24 i841 
24 1427 
2& 1014 
24 0602 


24 0189 
23 9777 
23 9564 
23 8952 


23 6891 
23 6479 


23 6066 
23 5651 
23 5242 
23 4829 
23 4417 


23 4004 
23 3591 
23 3179 
23:2767 


23 2354: 


23 1942 
23 1530 
23 i117 
23: 0705 
23 0202 


2 9468 
22 9056 
22 8643 
22 8231 


22 7819 
22 7407 
22 6994 
22 6582 


5 e . 000 94 
4. M. Bd IX, Aft: 4. 


100 


$3 
97 


95 


94 
93 
92 
91 


90 


89 
88 
87 


85 
84 
83 


82 
81 


75 


72 
71 
70 


69 
68 
67 
66 
65 
64 


62 
61 
60 


59 
38 
js 
LÀ 


56 
55 


54 
53 
52 
51 


50. 


1 
50 


51 
52 
53 
54 
33 


56 
57 
58 
59 
66 


64 
62 
63 
64 
65 


66 
67 
63 
.69 
70 


71 
72 
73 
74 
75 


76 
77 
78 
79 
80 


81 


Le: 
OZ 


83 


84 
85 


SG 
87 
88 
89 
90 
91 


9 
a 


> 
93 


94 


: 95 


96 


.97 


98 
99 
100 


Tu 
3,141 3643 0738 


3,143 1864 0580 
3,145 0118 1794 
3,146 8405 5590 
3,148 6726 3190 
3,150 5080 5821 


3,152 3468 4707 
3,154 1890 1094 
3,156 0345 6227 
3,157 8835 1357 
3,159 7358 7746 


3,161 5016 6656 
3,103 4508 9364 
3,165 3135 7152 
3,167 1797 1305 
3,169 0493 3121 


3,170 
3,172 


9224 3899 
7990 4052 
3,174 6791 7595 
3,176 5628 3154 
3,178 4500 2961 


3,180 3407 8354 
3,182 2351 0682 
3,184 1330 1297 
3,186 0345 1566 
3,187 9396 2856 


3,189 8483 6544 
3,101 7607 4020 
3,193 6767 6676 
3,105 5964 5916 


3,197 6198 314% - 


3,199 4468 9790 
3,201 3776 7271 
3,203 3121 7024 
3,205 260" 0492 
3,207 1923 9128 


3,209 1381 43% 
3,211 0876 7747 
3,213 0410 0678 
2,214 9981 4666 
3,216 9591 1208 


3,218 9239 1804 
3,220 8925 7970 
3,222 8651 1224 
3,224 8415 3099 
3,226 8218 5132 


3,228 8060 8874 
3,230 7042 5875 
3,232 7863 7709 
3,934 7824 5952 
3,236 7825 2188 


D == 5 


L.k+log.v. 
9,451 2825 8560 


9,451 2848 4730 
2871 0488 
2893 8832 
2916 0764 
2038 5284 


9,451 2960 9392 
2983 3087 
3005 6370 
3027 9241 
3050 1700 


9,45] 3072 3746 
3004 5380 
3116 6602 
3133 7412 
3160 7810 


© 
m 


9,451 3182 
3204 
3226 
3248 
3270 


i a & st 
IN OD 
o c 


& 


€ «1 


w 
© 
Di 
a 


9,451 3292 1539 
3313 9051 
3335 6151 
3357 2839 
3378 9114 


0,451 3400 4076 
3422 0496 
3443 5464 
$466 0090 
3486 4304 


9,451 3507 8106 
3529 1496 
3550 4474 
3571 7040 
3502 9194 


9,451 3614 0035 
3635 2264 
3656 3181 
3677 3686 
3698 3779 


3719/3459 
3740 2727 
3761 1583 
5782 0027 
3802 8059 


9,451 


9,451 3823 5678 
3844 2984 
3864 9678 
3885 060 
3906 203U 


47 


D. 1’. 
22 6170 
22 5758 
22 5344 
22 4032 
22 4520 
22 4108 


22 3695 
22 3283 
22 2871 
22 2459 
22 2046 


22 1634 
22.1222 
22 0810 
22 0398 
21 9085 


21 9573 
21 9161 
21 8749 
2i 8337 
21 7024 


21 7512 
21 7100 
21 6688 
21 6275 


21 5862 


21 5450 
21 5038 


'21 4626 


21 4214 
21 3802 


21 339) 
21 2978 
21 2566 
21 2154 
21 174] 


21 1329 
21 0917 
21 0505 
21 0093 
20 9680 


20 9268 
20 S856 
20 $444 
20 8031. 
20 7619 


20 7206 
20 6794 
20 6382 
20 5970 


$273,000; os ) 


369 


50 


49 
48 
47 
46 
45 


44 
43 
2 
41 
40 


36 
38 
37 
36 


E 
35 


34 
33 
32 
31 
30 
294 
28 


nv. 
er 


26 
25 


24 
23 


22 


23. 


20 


19 
18 
17 
16 
15 


14 
15 
12. 
11 
10 


08 
07 


05 
04 
93 


02 
01 


310 


4 
00 


01. 
02 
03 


05 


06 
07 
08 
09 
10 


11 
12 
13 
14 
15 


16 
14 
18 
19 
20 
21 


[5] 


23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 


31 
32 
33 
34 
35 


36 
38 
39 


41 
42 
43 
44 
45 
46 
17 
48 
49 
50 


k 


g. Kk. 

,236 7825 2188 
3,238 7865 8013 
3,240 7946 5032 
3,242 8067 4859 
3,244 8228 9118 
3,246 8430 9444 


3,248 8673 7480 
3,250 8057 4880 
3,252 9282 3309 
3,254 9648 4441 
3,257 0055 9960 


3,259 0505 1561 
3,261 0996 0049 
3,263 1528 9840 
3,265 2103 9960 
3,267 2721 3047 


3,269 3381 0847 
3,271 2083 5118 
3,273 4828 7631 
3,275 5617 0167 
3,277 6448 4516 


3,279 7323 2481 
3,281 8241 5877 
3,283 9203 6530 
3,286 (200 6275 
3,288 1259 6963 


3,290 2354 0453 
3,292 3492 S617 
3.294 4676 3340 
3,206 5904 6518 
3,298 7178 0058 


3,300 8496 5881 
3,302 9860 5919 
3,305 1270 2117 
3,307 2725 6432 
3,309 4227 0835 


5,311 5774 7308 
3,313 7368 7848 
3,215 9009 4462 
3,318 0606 9173 
3,320 2431 4014 


3.322 4213 1033 
3.324 6042 2293 
3,325 7918 9868 
3.328 0843 5847 
3,331 1816 2332 


5,333 3837 1440 
1.335 5906 530L 
3.337 8024 6059 
3.340 0101 5873 
2,34? 2407 6916 


VE 


29. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. IIT, 


se 98, 


= 95”, 
£.k+log.v. D.1. 
9,451 3906 2030 20 5558 
9,451 3926 7588 20 5146 

3947 2734 20 4734 
3967 7468 20 4322 
3988 1700 . ?0 3910 
4008 5700. 20 3498 
9,451 4028 9198 20 3086 
4049 2284 20 2674 
4069 4958 20 2262 
"4089 7220 20 1850 
4109 9070 20 1438 
9,451 4130 0508 20 102€ 
^ 4150 1534 20 0614 
4170 2148 20 0202 
4190 2350 19 9790 
4210 2140 19 9378 
9,451 4230 1518 19 8965 
4250 0483 49 8553 
4269 9036 19 8141 
4980 7177 19 7729 
4309 4906 19 7316 
9,451 4329 2222 19 6004 
4348 9126 19 6402 
4368 5618 19 6080 
4388. 1608 19 5668 
4407 7366 19 5256 
9,451 4427 2622 19 4844 
4446 7466 19 4432 
4466 1898 19 4021 
4485 5019 19 3609 
4504 9528 19 3197 
9.451 4524 2725 19 2785 
4543 5510 19 2373 
4562 7883 19 1061 
4581 9844 19 1549 
4601 1393 19 1137 
9,451 4520 2520 19 0726 
4639 3256 19 0314 
4658 3570 18 9902 
4677 3472 18 9490 
4696 2962 48 977 
9,458 4715 2039 18 8665 
4734 0704 18 8253 
4752 8957 42 7841 
4771 6708 — 38 7429 
4790 4227 18 7017 
9,451 4809 1244 18 0665 
4827 7840 18 6103 
4846 4042 18 5781 
4864 9823 £8 5369 
4883 5192 
4 2935 000 eee 


100 


99 
98 
97 
96 
93 


94 
93 
92 
91 
90 
89 
88 
87 
86 
85 


84 
83 


2 
81 
80 


79 
78 


id 
76 


74 
73 
72 
71 
70 


69 


67 
66 
65 


64 
63 
62 
61 
60 


59 
58 
57 
55 
54 
53 


51 
50 


4. 
50 
51 
52 
53 
54 


e 


56 
57 
58 
59 
60 


61 


62 


63 
65 


66 
67 
68 


S 
3,342 240% 6916 


3,344 4673 1375 
3,346 6088 1453 
3,348 0352 9366 
3,351 1767 7346 
3,353 4232 7641 


3,355 6748 2513 
3,357 9314 4235 
3,360 1931 5105 


3,362 4599 7429. 


3,364 7319 3532 


3,367 0090 5754 
3,369 2913 6450 
3,371 5788 7992 
3,373 8716 2769 
3,376 1696 3185 


3,378 4729 1661 
3,380 7815 0637 
3,383 0954 2567 
3,385 4146 9983 
3,387 7393 5196 


3,390 0694 0S91 
3,392 4048 9532 
3,394 7458 3663 
3,397 0022 5842 


* 3,399 4441 8647 


3,401 8016 4675 
3,404 1646 6541 
3,406 5332 6877 
3,408 9074 8336 
3,411 2873 3589 


3,413 6728 5324 
3,416 0640 6252 


3,418 4609 9101 


3,420 8636 6618 
3,423 2721 1573 


3,425 6863 6755 
3,428 1064 4970 
3,430 5323 9040 
3,432 9642 1839 
3,435 4019 6212 


3,437 8456 \5059 
3,440 2053 4293 
3,442 7509 7847 
3,445 2126 7677 


3,447 6804 3761 


3,450 1542 9098 
3,452 6342 6711 
3,455 1203 9643 
3,457 6127 0901 
3,160 1112 3755 


2. k + log. v. 
9,451 4883 5192 


9,451 4002 0140 
, 4920 4604 
4038 8827 

4957 2548 

4075 5857 


9,451 4903 8754 
5012 1239 
5030 3312 
5048 4973 
5066 6223 


0,451 5084 7061 


$102 7497. 


5120 7501 
. 5138 7103 
5156 6293 


9,451 5174 5071 
5192 ‘3437 
5210 1391 
5227 8933 
5245 6064 


0,451 5263 2783 
5280 9090 
5208 4085 
5316 0468 


5333 5539 


9,451 5351 0108 
| 5368 4445 


5385 8280 . 


5403 L704 
5420 4716 


9,451 5437 7316 
5454 9504 
5472 1280 
5459 2644 
5506 3596 


9,451 5523 4137 
534) 4266 
5557 3983 
$574 4288 
5501 2181 


9,451 5608 0663 
5624 8733 
5041 6391 
5658 3637 
5675 0475 


9,451 5601 6894 
5708 2005 
5724 8504 
5741 3601 
$757 S165 


D. 1°. 
18 4957 
18 4545 


18 4133 ° 


18 3721 
AS 3309 
18 2$97 


18 2485 
18 2073 
18 1661 
18 1250 
1S 0838 


18 0426 
18 0014 
7 9602 
17 9190. 
7 8778 


17 8366 
17 7953 
17 7542 
17 7131 
17 6719 


17 6307 
17 5895 
17 5483 
17 5071 
17 4659 


17 4247 


A7 3835 


17 3424 
17 3012 
17 2600 


17 2188 
17 1776 
17 1564 
17 0952 
17 0542 


17 0129 
16 9717 
10 9305 
16 8893 
16 8492 


16 8070 
16 7658 
16 7246 
16 6834 
16 6423 


16 6011 
16 5599 
16 5187 
16 4774 


DU = 4.000... 


50 
49 
48 
47 
46 
45 


44 
43 
42 
41 


39 


38 
37 
36 
35 


34 
33 
32 
31 


29? 


28 
24 


. 26 


23 


24 
23 


99 


~— 


91 


à 


20 


19 
18 
17 
16 
15 


14 
13 
12 
11 
10 


09 
08 
07 
06 
05 


04 
03 
02 
10 





1 


01 

2 
03 
04 
05 


toed 


4 
08 
09 
10 
11 
12 
13 
14 
15 


16 
17 
18 
19 


20: 


21 
29 


am 


23 


24 


25 


a 
23 
28 
29 


30 


31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 


4i 
42 
43 
44 
45 


46 
47 
45 
49 
50 


Mx. 
3,460 1112 3755 


3,462 6160 1140 
3,465 1270 6251 
3,467 6444 2250 
3,470 1681 2320 
3,472 6031 9671 


3,475 2346 7536 
3,477 7775 09171 
3,480 3269 7858 
3,482 8328 6908 
3,485 4452 9651 


3,488 0142 0447 
3,490 5898 9679 
3,403 1721 3761 
3,495 7610 5128 
3,498 3566 7245 


3,500 9590 3602 
3,503 5681 7718 
3,506 1841 3140 
3,508 8069 3440 
3,511 


3,514 0732 3112 
3,516 7167 9775 
3,519 3673 5806 
3,522 0249 5194 


3,524 6896 1416 


3613 834 
0402 9775 
3,532 7263 9557 
3,535 4197 1558 
3,538 1202 9677 


3,527 
3,530 


3,540 8281 7346 
3,543 5434 0033 
3,546 2660 0232 
3,548 9960 2473 
3,551 7335 0819 


3,554 4784 9366 
3,557 2310 2244 
3,559 9911 3617 
3,562 7588 7683 
3,565 5242 8676 


3,568 3174 0867 
3,571 1082 8557 
3,573 006% 6090 
3,576 7134 7841 
3,579 5278 8226 


e 


982 3502 1695 
3,585 1805 2739 
3,588 0188 ! 

2,990 8652 
3,593 7197 6 


5885 
698 
0785 


LN 


4366 2220 * 


29. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. LE. 
Hg 


2. k + log. v. 
9,451 5757 8465 


9,451 5774 2828 
5790 6779 
5807 0318 
5823 3445 
5839 6161 


9,451 5855 8465 


9,451 5936 3808 
5952 3641 
5968 3063 
5034 2074 


6000 0673 


6015 8860 
6031 0636 
6047 4000 
6063 0952 
6078 7402 


9,451 


9,451 6004 3020 
6100 9336 
6125 4640 
6140 9532 
6156 4013 


9,451 6171 8082 
6187 1739 
6202 4084 
6217 7818 
6233 0240 


9,451 6248 2250 
6293 3849 
6278 5037 
6203 5813 
6308 0177 


9,451 6323 6129 
0338 5670 
6353 4799 
6368 3516 
6333 1821 


9,451 6397 9715 
6412 7197 
6427 4267 
6442 0926 
6456 7173 
9,451 6471 3008 
6485 8432 
6500 3444 
6514 8044 
6529 2232 


DM, 


16 4363 


16 3951 
16 3539 
16 3127 
16 2716 
16 2304 


16 1892 
16 1480 
16 1069 
16 0657 
16 0245 


15 9833 
15 9422 
15 9011 
15 8599 
15 8187 


15 7776 

15 7364 
15 6952 
15 6540 
15 6128 


5 5716 
15 5304 
5 4892 
15 4481 
15 4009 


45 3657 
5 3245 
35 2534 
15 2422 
15 2010 


15 1599 
15 1188 
15 0776 
15 0364 
24 9952 


14 9541 
14 9120 
14 8717 
14 S305 
14 7894 


14 7482 
14 7070 
14 6669 
14 6247 
44 5835 


14 5424 
14 5012 


14 4600 „ 


14 4189 


3% 56.0 9 D . 


100 


99 
98 
97 
96 
95 


93 
93 
92 


1 
Á 


90 


89 
88 
87 
86 
85 


84 
83 
82 
81 
80 


79 


ref 


7 
76 
75 


74 
73 


7:9. 


- 


44 


70 


69 
68 
67 
66 
63 


64 
63 
62 
61 
60 


59 
58 
57 
56 


55 


54 
53 
92 
51 
50 


1 


50 


51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 
60 


61 
62 
63 
64 
65 


66 
67 
63 
69 
70 


71 
Je 
73 
74 


- 


49 


76 
77 
78 
79 
SO 


81 
82 
83 
84 
85 


86 
87 
83 
89 
90 


91 
92 
93 
94 
95 


OG 
97 
95 
99 
100 


fem 296% 


®, k. 
3,593 7197 6785 


3,596 5824 3790 
3,599 4533 1398 
3,602 3324 4335 
3,605 2198 7366 
3,608 1156 5297 


3,611 0108 2981 
3,613 9324 5308 
3,616 8535 7212 
3,619 7832 3673 
3,622 7214 9711 


3,625 6684 0303 
3,628 6240 0830 
3,631 5883 6179 
3,624 5615 1642 
3,637 5435 2469 


3,640 5344 3955 
3,643 5343 1444 
3,646 5432 0329 
3,049 5611 6050 
3,052 5882 4006 


3,655 6245 0010 
3,658 6699 9380 
3,661 7247 7850 
3,664 7889 1112 
3,667 8624 4914 


3,670 9454 5053 
3,674 0370 7385 
3,077 1400 7817 
3,680 2518 2311 
3,083 3732 6886 


3,686 5044 7014 
3,689 6455 0629 
3,692 7964 2124 
3,605 9572 8345 
3,009 1281 5602 


3,702 3091 0263 
3,705 5001 3757 
3,708 7014 7577 
3,741 9130 3275 
3,715 1319 2468 


3,718 3672 1838 
3,721 6099 8130 
3,724 8632 8158 
3,728 1271 8798 
3,731 4017 6999 
3,734 6870 9773 
3,737 0832 4207 
3,741 2002 7459 
3,744 6082 6736 
3,747 9372 9354 


TE— 


£. k + log. v. 
9,451 6520 2233 
9,451 6543 6010 
6557 9375 
6572 2329 
6586 4871 
6600 7000 


9,451 6614 8718 
6629 0024 
6643 0913 
6657 1401 
6671 1472 


9,451 6685 1131 
6699 0378 
6712 9214 
6726 7638 
6710 5651 


9,451 6754 3252 
6768 0442 
6781 7226 
6795 3587 
6808 .9542 


9,451 6822 5086 
6836 0218 
6849 4939 
6862 0248 
6876 3146 


9,451 6889 6632 
6902 0707 
6016 2371 
6929 4624 
6942 6465 


9,451 6955 7802 
6968 8907 
6981 9511 
6994 9703 
7007 9484 


9,451 7020 8853 
7033 7811 
7046 6357 
7059 4492 
7072 2215 


7084 9527 
7097 6427 
7110 2916 


9,451 


7122 8093 : 


7135 4659 


9,451 7147 9913 
7100 4757 
7172 8189 
7185 3210 
7197 6819 


D. 1’. 


14 3777 
14 3365 


14 2954 : 


14 2542 
14 2129 
14 1718 


14 1306 
14 0894 
14 0183 
14 0071 
13 9659 


13 9247 
13 8836 
13 $424 
13 8023 
13 7601 


13 7100 


130778 


13 6367 


. 13 5955 


13 5544 


13 5132 
33 4721 
13 4306 
13 3898 
13 3486 


13 3075 
13 2664 
13 2253 
13 1841 
13 1427 


13 1045 
13 0604 
13 0192 
12 9781 
12 9369 


12 8958 
12 $8516 
12 8135 
12 7723 
12 7312 


= 


6900 
6489 
6077 
5666 
5254 


7 


Ind 


pi 
nn Pp © Vv 


e 


12 4841 
12 4132 
19 4021 
i? 3609 


IRSANN P5. 


47 * 


371 


1 
50 
49 
48 
47 
46 
45 


44 
42 
41 
40 


39 
38 
37 
36 
35 
34 
33 
32 
31 
30 


29 
28 
D 
26 


25 


24. 
23 
2 


21 


~ 


20 


19 
42 
17 
16 
15 


14 
13 
12 
11 
10 


09 
08 
07 
06 
05 


04 
03 
02 
Ot 
00 


ure 
ot 
bo 


L 
00 
oi 
02 
03 
04 
05 


06 
07 
08 
09 
10 
11 
13 
a4 
15 
46 
17 
18 
19 
20 


21 
22 
23 
24 


26 
27 
28 
29 


ew 


5 
LD 


31 
32 
33 
34 
35 


36 
37 
38 
39 
40 


41 
42 
43 
ad 
45 


46 
AT 
48 
49 
50 


2. ke. 
3,747 9372 9254 
3,750 9774 2876 
3,754 6287 4150 
3,757 9913 1993 
3,761 3052 1703 
3,764 7505 3052 


3,768 1473 3091 
3,771 5556 9650 
3,774 9757 (641 
3,078 407€ 4054 


3,781 8500 9966 


3,735 3064 0534 
3,788 7733 0002 
3,792 2532 4698 
3,795 7428 3038 
3,709 2486 3527 


3,802 7647 476 
3,806 2082 5423 
3,009 8342 4204 
3,813 8878 0242 
3,816 9540 2236 


3,820 6329 9335 
3,824 1248 0702 
3,827 7295 5595 
3,831 3473 3373 
3,834 9782 3497 


3,838 0223 5531 
3,842 2707 0149 
3,845 9506 4123 
3,849 6350 0338 
3,853 3329 7788 


3,857 0446 6577 
3,860 7701 6925 
3,864 5005 9163 
3,868 2630 3742 
3,872 0306 1227 


3,875 8124 2305 
3,879 6085 7784 
3,883 4191 8596 
3,987 2443 5799 
3,891 0842 0578 


3,894 9388 4246 
3,898 8063 8248 
3,002 6929 4164 
3,906 5926 3708 
3,910 5075 8730 


3,914 4379 1223 
3,018 3837 3319 
3,922 3451 7296 
3,926 3223 5578 
3,030 3154 0738 


25. Gudermann, Potensial-Functionen Taf. III. 


ke — 979 


$. ic 4- log. v. 
0.451 7107 6819 
9,258 7210 0015 
7222 2800 
7234 5173 
7246 7135 
7258 8685 


9,45£ 7270 9824 
7283 0551 
7295 0867 
7307 077X 
7319 0264 


9,45i 7230 0345 
7342 8045 
7354 6273 
7366 4119 
7378 1553 


9,451 7383 8576 
7401 5187 
7413 1387 
7494 7175 
7436 2552 


9,451 7447 7517 
7459 2071 
7470 6213 
7481 9944 
7492 3263 


9,451 7504 6171 
7515 8667 
7527 0752 
7538 2425 
7549 3687 


9,451 7560 4537 
7574 4976 
758% 5003 
7593. 4620 
7604 3825 


9,251 7615 2619 
7626 1001 
7636 8972 
7647 6532 
7658 3679 


8,451 7669 0415 
7679 6740 
7690 2653 
7700 8155 
7711 3245 


9,451 7721 7924 
7732 2191 
7742 6047 
7752 9491 
7763 2524 


D. 1'. 


12 3106 


12 2785 
129373 
12 1962 
12 155: 


12 1139 


12 0727 
12 0316 
it 9504 
11 9193 
11 9081 


11 8670 
11 S258 
11 7846 
11 7434 
it 7023 


11 66i! 
ii 6200 
11 5788 
31 5377 
il 4965 


IL 4554 
ji 4142 
11 3731 
it 3319 
21 2008 


ii 2496 
11 2085 
1i 1673 
1i 1262 
11 0850 


11 0439 
ii 0027 
20 9617 
10 9205 
10 8794 


10 8332 
$0 7971 
1Q 7559 
10 7148 
10 6736 


10 60325 
10 5913 
19 5502 
10 5090 
10 4679 


10 4267 
10 3856 
10 3444 
10 3033 


v= 200,000.60 


82 
81 
80 


79 
78 
TY 
76 


75 


74 
13 
72 
71 
70 


2 
o 


D D D on 
REN 


DD 
CD P» LD OD 


£n Qn SR Ge 
geo 


en 


65 


67 
65 
66 
70 


71 
12 
73 
74 
75 


Loa] 
49 
224 
71 


79 
80 


81 
82 
83 
84 
85 


86 
87 
88 
89 
90 


91 
92 
93 
94 
95 
96 
97 


99 
100 


Sek. 
3,930 3154 6738 
3,934 3244 5499 
3,038 3495 2719 
3,942 3910 5401 
3,046 4488 6047 
3,050 5232 (461 


3,954 6141 9550 
2,058 7219 7897 
3,952 8466 9357 
3,966 9884 795% 
3,071 1474 7885 


3,075 3238 3532 
3,979 5176 9454 
3,083 7202 0392 
3,087 9585 1276 
2,992 2057 7225 


3,096 4711 3554 
4,000 7547 5771 
4,005 0567 0598 
4,000 3774 0917 
4,013 7167 5531 


4,018 0750 0810 
4,022 4523 2251 
4,026 8483 6067 
4,031 2648 1946 
4,035 7003 4399 


4,040 1556 1 
4,044 6308 1 
4,049 1261 2 
4,053 6417 1339 
4,058 1777 7545 


4,062 7344 9478 
4,067 3020 6049 
4,071 9106 6429 
2,076 5305 0060 
4,081 1717 6649 


4,085 8346 6181 
4,090 5193 8923 
4,005 2261 5425 
4,099 0551 6532 
4,104 7066 3384 


4,109 4807 7423 
4,114 2778 0402 
4,119 0070 4387 
4,123 9414 1765 
4.128 SUS4 5248 


4,133 6092 7884 
4,138 6141 3059 
4,143 5532 4507 
4,148 5168 6314 
4,153 5052 2927 


v= 2..,000..» 


- 
— 7. 
2, k + log. v. 
0,451 7763 2524 
0,451 7773 5145 
783 7353 
793 9153 
7804 0540 
7814 1515 


0,451 7824 2079 
7834 2231 
7344 1972 
785% 1301 
1864 0219 


9,451 7873 9725 
7883 6821 
7803 4508 
7003 1778 
7912 8639 


9,452 7922 5089 
7932 1127 

7941 6754 

^ 7951 1969 
7960. ,6773 


9,451 7970 1105 
7979 5146 
7088 8715 
7998 1873 
8007 4619 


9,151 S016 6954 
9025 S877 
8035 0380 
S044 1490 
$053 21SU 


0,451 8062 2459 
8071,2327 
SUSU 1783 
SUSI 0828 
8097 9461 


9,451 5106 7683 
8115 5495 
$124 2992 
8132 9879 
S141 6455 


9,451 8150 2619 
8158 8372 
8167 3713 
8175 8643 
8184 3161 


9,451 8102 7268 
8201 0963 

8209 4247 

8217 7119 

. 8225 9581 


D. 1*. 


10 2621 


10 2210. 


j0 1798 
30 1387 
10 0975 
10 056% 


10 0152 
9 9741 
6 9329 
9 8918 
9 8507 


9 8096 
9 7684 
9 7273 
9 6861 
9 6250 


9 6038 : 


9 5. 
9 5215 
9 4804 
^0 4392 


9 3081 
9 5569 
9 3158 
9 2746 
9 2335 


ue 


1923 
1512 
31101 
0690 


027 


9 6 © 


9669 
9456 
004$ 
8633 
8222 


€ o dg 


[u^] 


[ra] 


oo 


7810 
7399 
6987 
6576 
j 0164 


eo 


8 5753 
8 5341 
8 4930 
8 4518 
8 4107 


8 3695 
8 3284 
8 2872 
$ 2462 


50 


49 
48 
47 
4G 


44 
43 
42 
41 
40 


39 
38 
37 
36 


32 





| 
: 
y 


F 





E 


re COLS 
Du Qt" 


oco 
qu Go 


e 
e 


© © 
ed Di 


bd Reb md pri Bui 
Qum LO QM 


di di cds 
SQ «to 


t2 
© 


ID to 
Wo ee 


23 
24 


v 
~ 


26 
27 
28 
28 


BÀ 


34 
32 
3: 
3 


zer 


35 
36 
37 
38 
39 
40 


di 
42 
43 
44 
45 


46 
47 
48 
49 
3G 


‘4,247 8300 


À 


= Jc 


"ER, 


4,153 5050 2927 
9179 
020£ 
1625 


9391 


4,158 5185 

4,163 5572 
^ 

4,168 6213 

4,173 7111 


4,178 8270 9863: 


4,183 9692 9807 
4,189 1380 6405 
4,194 3336 7264 
4,199 5564 0422 
4,204 8065 4358 


4,210 0843 8006 
4,215 3902 0755 
4,220 7243 2466 
4,226 9870 3483 
4,231 4786 4639 


7266 
3211 
4845 
5071 
7342 


8994 
3498 


4,236 
4,242 


3404 


8313 


4,253 
4,258 
5670 
4637 


4,204 4531 
4,270 0561 
4,275 6006 9410 
4,281 3571 5753 
4,287 0559 0042 


872 0280 


1107 


4,292 78 
4,298 5517 
4,304 3495 3819 
4,310 1811 6383 
4,316 0469 8449 


9474 0372 
8828 2223 
8536 8809 
S603 9601 
9033 9201 


4,321 
4,327 
4,333 
4,330 
4,245 


1462 
4406 


4,351 9831 
4,358 1000 
4,364 2545 4794 
4,370 4471 8237 
4,376 6783 9219 


4,382 9486 6117 
4,389 2584 8223 
4,395 6083 5766 
4,404 0087 9939 
4,408 4303 2924 


7915 
9146 


4,414 9034 
4,421 4187 
4,427 9768 
2,434 5781 
1,41 2232 


2628 
8794 


í Pi ya 


i9io 


29, Gudermann, Potenzial- Functionen Taf, III. 


(oL SN. 


Lk + log. v. 
0,451 8225 9581 
9,451 8234 1631 
8242 3270 
8250 4408 
8258 5314 
8266 5719 
9,451 8274 5712 
8282 5295 


8298 
5306 


9,451 8313 9511 
5321 7037 
$329 4 
8557 0854 
3314 7146 


8352 3026 
8359 8495 
8267 3552 
8374 8197 
8382 2431 


9,451 


$389 6254 
8596 € 
5404 
8411 5256 
8418 


9,451 


3425 9901 
3433 0556 
- 8440 1560 
8447 2033 
8454 2154 


0,451 


8461 1864 
$168 1163 
8479 0050 
8481 8526 
8188 6591 


8495 4244 
8502 1486 
8508 8317 
8815; 4735 
8522 0742 


9,451 


8528 6339 
8535 1525 
S54£ 6500 
8548 0663 
8554 4515 


9,451 


w 


8560 8156 
8567 1285 
8573 4003 
8579 6309 
8585 8203 


9,451 


1%. ,000%. 


Hes. 1 
2050 406 
S 1639: 99 
8 1223 98 
S wis 97 
8 9405 96 
7 994. 95. 
7 9582 54 
791710 "03 
7 8760 p 
7 8348. 91 
7.7937. 90 
7 7526 89 
7 7114- 88 
7 6703 S87 
7:6202 85 
20593007 85 
7 5469 84 
7 5057 83 
7 4645 82 
774234 81 

7 3823 8 
23134199970 
7 3001 78 
7225801 "77 
7 2178 76 
121126755775 
71413559 74 
7 0044 13 
7 0533 72 
7 0121" 74 
6 9710 70 
6 029% 69 
6 Ss87 68 
6 8476 67 
6 8065 66 
6 7653 65 
6 7242 64 
6 6831 63 
6 6418 62 
5 6007 61 
6 5507 60 
6 5196 59 
& 4775 58 
6 4363 57 
5 3952 56 
6 3541 55 
6 3129 54: 
6 2718 43 
6 2300 52 
6 ‘1994 51 
50 


i 
50 
51 
52 
53 
$4 
53 


56 
57 
58 
59 
60 


61 
62 
63 
64 
65 


66 
67 
63 
69 
70 
71 
79 


fa 
^y 


i3 
74 
75 


~ 


4 

77 
78 
79 
80 


‚Si 
82 
83 
84 
85 


86 
87 


89 
90 


91 
92 
93 
94 
95 


96 
97 
98 
99 
160 


Lik. 
4,441 2232 8704 
4,447 9128 9092 
4,454 6475 3392 
4,461 4278 2741 
4,468 2543 9497 
4,475 1278 7263 


4,482 0189 0974 
4,489 01816021 
4,496 0363 2700 


4,503 1040 7705 . 


4,510 2221 2203 


4,517 3911 8580 
4,524 6120 0337 
4,531 8853 2818 
4,530 2119 2963 
4,546 5025 9418 


4,554 0231 2580 
4,561 5193 4655 
4,569 0670 9710 
4,576 6722 3728 
4.584 3356 4671 
2537 


9428 
9608 


4,502 0582 
4,500 $408 
4,007 6845 
4,615 5902 9581 
4,623 5589 8159 


4,631 5916 6530 
4,639 6893 $343 
4,647 8531 9786 
4,056 0841: 9667 
4,064 3834 9504 


4,072 7522 3616 
4,681 1915 9215 
4,089 7027 6505 
4,608 2869 8785 
4,706 9455 2559 


7645 
7290 
$298 
4152 
0146 


4,715 6796 
4,724 4907 
4,733 3801 
4,742 3493 
4,751, 3996 


4,760 5325 3635 
4,769 7496 3666 
4,779 0524 7141 
4,188 4426 4973 
4,797 9218 2756 


4,807 4917 0830 
4,817 1540 4495 
4,826 0106 4132 
4,836 7633 5515 
4,846 7140 9030 


v 


c 


k —- 98°, 
&.k+logv. D.14 
9,451 8585 8203  G 1483 
9,451 8591 0690 6 1072 

8598 0758 — 6 0660 
8604 1418 6 0249 
8610 1667 5 9838 
8615 1505 — 5 9426 
9,451 8622 0031 . 5 9015 
8627 0046 5 8604 
. 8633 8550 5 819 
8639 0742 |. 5 7781 
8645 4523 5 7370 
9,451 8651 1803 5 6959 
8656 S852 5 6548 
8662 5400 5 6136 
8068 1536 5 5725 
8673 7261 5 5318 
9,451 8679 2578 5 4902 
8694 7477 5 4491 
8600 1968 . 5 4080 
8605 6048 — 5 3668 
8700 9716 — 5 3257 
9,451 8706 2973° 5. 2846 
8711 5819 5 2434 
8716 8253 5 2023 
8722 0276 — 5 1613 
8727 1889 5 1201 
9,451 8732 3000 5 0790 
: 8737 3880 5 0379 
8742 4250 4 9967 
8747 4225 4 9556 
.8752 3782 4 9145 
0,451 8757 2007 4 8738 
762 1661 4 9323 
8766 908 4 701. 
8771 7805 4 7500 
8776 5305 4 7089 
9,45t 8781 2484 4 6677 
8785 9161 4 6266 
8790 5427 — 4 5855 
8705 1282 4 5443 
8799 6725 4 5032 
9,452 8804 1757 4 4627 
8808 6378 4 4209 
8813 0587 4 3797 
8817 4384 4 3386 
8821 7770 4 2974 
9,451 8826 0744 — 4 2563 
8830 3307 4 2152 
8934 5450 4 1740 
8838 71090 4 1320 
8842 8528 
1 ee ‚000 eee 
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1 


20 
49 


AS 


47 
46 
45 


44 
43 
42 
41 
40 


39 
38 
37 
36 
35 
34 
33 
32 
34 
30 


[2] 
22 


28 
OF 
26 
25 
24 
23 


20 


19 
18- 
17 


15 


14 
13 
12 
11 
10 


09 
07 
05 


03 
02 
01 


374 
k= 99, 

1 $.k, — &k4log.v. 
00 4,846 714080030 9,451 8842 8528 
ot 4,856 7648 4433. 9,451 8846 9446 
O2 4,866 0176 2086 8850 9953 
03 4,877 1745 0199 8853 0049 
04 4,887 5377 0588 8858 9734 
05 . 4,898 0093 0848 : 8862 9008 
OG 4,908 5018 9643 9,451 8866 7870 — 
O7 4,019 2875 7006 8870 6321 
03 4,930 0988 6657 8874 4301 
O9 4,941 0283 1339 8878 1990 
10 . 4,052 0785 2175 gest 9208 
11 2,963 2521 0011 9,451 8885 6014 
12 4,974 5521 0902 8839 2409 
13 4,085 9511 6578 8892 8393 
44 4,997 $423 4341 8896 3960: 
15 5,009 2387 3479 8899 9128 
16 5,021 0735 3994 9,451 8903 3978 
47 5,033 0500 7438 8906 8217 
18 5,045 1717 7419 8910 2145 
19 5,057 4422 0104 8013 566i 
20 5,059 8650 5299 8916 8706 
21 5,082 4441 6214 9,451 8920 1460 
2% 5,095 1835 1078 8923 3743 
23 5,108 0872 3430 8926 5615 
24 5,121 1506 3047 8029 7073 
25 5,134 4051 677L 8932 8124 
26 5,147 8284 0442 9,451 8935 8762 
OT 5,161 4344 4874 8938 8088 
Og 5,175 2280 6902 8941 8803 
29 5,189 2146 0503 8944 8207 
30 5,203 3995 2995 8047 7199 
31 5,217 7885 5321 9,451 8950 5780 
3° 5,232 3876 3433 8953 3950 
33 5,247 2029 9769 8056 1708 
34 5,262 2411 4853 8958 9055 
35 5,277 5088 9002 S961 5991 
36 5,203 0132 4180 9,451 8064 2515 
37 5,308 7619 5989 ' 8066 8628 
38 5,324 7625 5826 . 8969 4330 
39 5,341 0233 3204 $971 9621 
40 5,357 5528 8279 8974 4501 
44 5,374 3602 4579 9,451 8976 8960 
42 5,301 4549 1972 8979 3026 
43 5,408 8463 9889 8981 6672 
44 5,428 5467 0834 8983 9907 
A5 5,444 5654 4208 8986 2731 
4G 5,462 9148 0487 9,451 8988 5143 
47 5,481 6071 5789 8090 7144 
48 5,500 6555 6376 8902 8734 
49 5,520 0738 6641 8994 9913 
50 $,539 8767 0139 8997 0681 
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U ^ 02,7 DOOLE 2 


Di 15 


0918 


0507 
0096 
9635 
9274 
$862 


8451 
8040 
7629 
7218 
6806 


6395 
5984 
5573 
5162 
4750 


4339 
3923 
3516 
3105 
2694 


2283 
1872 
1460 
1049 
0638 


0226 
9815 
9404 
8902 
8581 


8170 
7198 
7347 
6936 
6524 


6113 
5102 
5201 
4880 
4468 


4057 
3646 
3235 
2821 
2412 


2001 
1590 
1179 
0768 


v 


1 
100 
99 
98 
97 
96 
95 


04 


93 
92 
.91 
90 


89 
88 
87 
86 
83 


84 
83 
82 
81 
80 


79 
18 
71 
76 
75 
74 
73 
72 
71 
70 
69 
68 
67 
66 
65 


64 
63 
63 
6i 
60 
59 
55 
7 
56 
29 


54 
53 
52 
51 
50 


1 
50 


51 
52 
53 
54 
55 
56 
JA 
55 
59 
60 


61 
63 
63 
64 


- 


53 


66 


88 
89 
90 


gi 
92 


gr. 
5,539.8767 0139 
5,560 0796 1226 
5,580 6990 9892 
5,601 7527 0345 
5,623 2590 9991 
5,645 2381 9374 


5,667 7112 3260 
5,600 7009 2971 
5,714 2316 0189 


- 5,738 3203 2413 


5,763 0221 0327 


5,788 3400 7370 
5,814 3157 1843 
5,940 9841 1973 
5,868 3832 4403 
5,806 5542 6699 


5,025 5419 4574 
5,955 3950 4666 
5,986 1668 3899 
6,017 9156 6684 
6,050 7056. 1509 


6,084 6072 8908 
6,119 6987 2509 
6,156 0664 2834 
6,193 S069 1929 
6,233 0277 3731 


6,273 8498 3258 
6,316 4095 4363 
6,360 8613 9872 
6,407 3815 0276 
6,456 1717 5123 


6,507 4651 2581 


6,561 5324 2316 _ 


6,618 6909 0897 
6,679 3155 9865 
6,743 8541 8352 


6,812 8471 1464 
6,886 9551 4231 
6,066 9979 0140 
7,054 0093 2568 
7,149 3195 4806 


7,254 6801 0330 
7,372 4631 7401 
7,508 0045 0747 
7,660 1453 0403 
7,842 4668 8344 


8,065 6104 5327 
8,353 2025 4010 
8,758 7576 5848 
9,451 9048 1438 
Infinit, positiv, 


L.k + log. v. 
9,452 8997 0681 


9,451,8999 1037 
9001 0982 
£003 0516 
9004 9639 
€)06 8361 


9,451 9008 6651 
9010 4545 
9012 2017 
9013 9083 
gu15 5738 


9,451 0017 1982 
9018 7815 
9020 3237 
€)21 8248 
9023 2847 


9,451 9021 7035 
9026 0812 
9027 4178 
9098 7132 
0029 9675 


9,451 0031 1806 
9032 3526 
9033 4834 
9034 5731 
9035 6217 


9,451 9036 6292 
9037 6955 
9038 5207 
9030 4048 
9040 2478 


9,451 9041 0497 
9041 S105 
9042. 5302 
9043 2088 
9043 8462 


0,451 9044 4425 
9044 9977 
9045 5118 
9045 0337 
9016 4105 


9,451 9046 8072 
9047 1568 
9047 4652 
9047 7325 
0047 9587 


9,451 9048 1438 
9048 2876 
9048 3903 
9048 4519 
9048 4724 


"Ll 


wm PB Le 


D. 1°. 


ph mà es MA te Be ke be jet fn let, b b PA le Des 


= 
M 


SS co 


ee 2:92 cccooo 


So Oc 


e¢cec 


pizq0RTO00S 


0356 


6945 
9534 
9123 

712 
$300 


7889 
7477 
7066 
6055 
6244 


5833 
$422 
5011 
4599 
4188 


3771 
3366 
2954 
2543 
2131 


1720 
1308 
0397 
0486 
^ 0078 


8841 
8430 
8019 


7608 
7197 
6786 
6374 
5963 


5552 
5141 
4720 
4318 
3907: 


3496 


3084 
2673 
2262 
1851 


1438 
1027 
0616 
0205 


50 


49 
48 
47 


45 


44 
43 
42 
41 
40 


3 
38 
37 


. 96 


35 


34 
33 
32 
31 
30 


29 
28 


27 
26 


25 


24 
23 
22 


21 


ws 


20 


19 
18 
17 
16 
15 


14 
13 
i2 
11 
10 


09 
08 


06 
05 


04 
03 
02 
01 
00 
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1i 
12 
13 
14 
15 


16 
17 
18 
,19 
20 


21 
22 
23 
24 
25 
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IV. 


we 


- 9 


Tafel zur Umsetzung der briggischen Logarithmen 
in natürliche. 


2,302 5850 9209 
4,605 1701 8599 
6,907 7552 7898 
9,210 3403 7198 
11,512 9254 6497 


13,815 5105 5796 
16,118 0056 5006 
18,420 6807 4395 
20,723 2658 3695 
23,025 8509 2094 


25,328 4360 2293 
27,631 0211 1593 
29,033 6062 0892 
32,236 1913 0192 
34,538 7763 9401 


36,841 3614 8790 
39,143 9465 8090 
41,446 5316 7389 
43,749 1167 6687 
46,051 7018 5988 


48,354 2869 5287 
50,656 8720. 4587 
52,959 4571 3886 
55,962 0422 3186 
57,564 6273 2485 


26 
ah 
28 
29 


31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 


39. 


40 


41 
42 
43 
44 
45 


46 
47 
48 
49 
50 


59,867 2124 1785 
62,169 7975 1094 
64,472 3826 0383 


' 66,774 9676 9683 


69,077 5527 S982 


71,380 1378 8282 
73,682 7229 7581 
75,085 3080 6880 
78,287 8031 6180 
80,590 4782 5479 


82,803 0633 4779 
85,195 6484 4078 
87,498 2335 3377 
89,800 8186 2677 
92,103 4037 1976 


94,405 9888 1276 
06,708 5739 0575 
99,011 1589 0874 
101,313 7440 9174 
103,616 3291 8473 


7773 
7072 


105,918 9142 
108,221 4993 
110,524 0844 6371 
112,826 6695 5671 
115,129 2516 4970 


s1 
53 
93 
54 
55 


56 
57 
58 
59 
60 


61 
62 
63 
64 
65 


66 
67 
68 
69 
70 


71 
72 
73 
74 
75 


117,431 8307 4270 
119,734 4248 3569 
122,037 0099 2868 
124,339 5950 2168 

26,642 1801 1467 


128,944 7652 0767 
131,247 3503 0066 
133,549 9353 0365 
135,852 5204 8665 
138,155 1055 7964 


140,457 6006 7264 
142,760 2757 6563 
145,062 8605 5862 
147,365 4459 5162 
149,668 0310 4461 


151,970 6161 3761 
154,273 2012 3060 
156,575 7863 2360 
158,878 3714 1659 
161,180 9565 0958 


163,483 5416 0258 
165,786 1266 9557 
168,088 7117 8857 
170,391 2068 S156 
172,603 SS19 7455 


76 
77 
78 
79 
80 


81 
82 
83 
84 
85 


86 


87 


88 
89 
90 


91 
9 


93. 


94 
95 


96 
97 
98 
99 
100 


174,906 4670 6755 
177,299 0521 6054 
179,601 6372 5354 
181,004 2223 4653 
184,206 8074 3952 


186,509 3025 3252 
188,811 9776 2551 
191,114 5627 1850 
103,417 1478 1150 
195,719 7329 0449 


198,022 3179 9749 
200,324 9030 9048 
202,627 4881 8348 
204,030 0732 7647 
207,232 6583 6946 


209,535 2434 6246 
211,837 8285 5545 


214,140 4136 4945 


216,442 9987 4144 
218,745 5838 3443 


221,048 1689 2743 
223,350 754) 2042 
225,653 3301 1341 
227,055 9242 0641 
230,258 5097 9941) 


ood 


ü 


x 


29, Gudermann, Potenzial - Functionen Taf. F. 


V. 


Tabelle zur Umsetzung der natürlichen Logarithmen 
| in briggische, | 


C QE CD Mr 


od * 
wre QOO 


E bh 


13 


23 
94 
p 


00,434 2034 SIR 
00,868 5889 6384 
01,302 S834 4578 
01,737 1779 2761 
02,171 4724 0952 


02,605 7668 9142 
03,040 0613 7322 
05,474 3558 5523 
03,908 6503 3713 
04,342 9448 1903 


04,777 2393 0094 
05,211 $337 8284 
05,645 S282 6474 
06,080 1227 4665 
06,514 4172 2855 


06,948 7117 1045 
07,383 0061 0236 
07,817 3006 7496 
08,251 5951 5616 
08,685 8396 3807 


99,120 1841 1997 
09,554-4786 0187 


‘09,988 7730 8377 


10,423 0675 6568 
10,857 3620 4758 


26 
n 
28 
29 
30 


31 
32 
33 


34. 


35 


36 
37 
38 
39 
40 


41 


42 
43 
45 


46 
47 


49 
50 


11,201 6565 2948 
11,725 9510 1139 
12,160 2454 9329 
12,594 5399 7519 
13,029 8344 5710 


13,463 1289 3900 
13,897 4234 200) 
14,331 7179 0281 


14,700 0123 8471 _ 


15,200 3068 6661 


15,632 6013 4852 
16,068 8958 3042 
10,503 1803 1232 
16,937 4347 9423 
17,371 7792 7613 


17,806 0737 5803 
18,240 3682 3094 
18,074 6027 2183 
19,108 0572 0374 
19,943 2516 8565 


19,077 5461 6755 
20,411 8408 4945 
20,846 1351 3136 
21,280 4296 1336 
21,714 7240 9516 


51 
52 
53 
54 
55 


56 
57 
58 
59 
60 


64 
62 
63 
64 
65 
66 
57 
68 
69 
70 


71 


72 
73 
74 
75 


22,149 0185 7707 
22,583 3130 5897. 
23,017 6075 4087 
23,451 9020 2278 
23,886 1965 0168 


24,320 4909 8658 
24,754 7854 6840 
25,180 0709 5039 
25,023 3744 3229 
26,057 6689 1420 


26,491 9633 9610 
26,926 2578 7800 
27,300 5522 5900 


27,794 8468 4181 


25,229 1413 2371 


28,063 4358 0561 
20,007 7302 8752 
20,532 0247 6942 
29,966 3192 5132 


50,400 6137 3323 _ 


30,834 9082 1513 
31,269 2026 9703 
31,703 4071 7804 
32,137 7016 6084 
32,572 0861 4274 


76 
74 
78 
79 
86 


81 
82 
83 
84 
85 


86 


88 
89 
90 


91 
92 
63 
94 
95 


96 
91 
98 
99 


100 


33,006 3806 2265 
32,440 0751 0655 
33,874 9695 8815 
34,309 2640 7036 
34,743 5585 5226 


35,177 8530 3416 
35,012 1475 1607 
36,046 4419 9797 
36,480 7304 7087 
36,015 0309 6178 


37,349 3254 4363 
37,783 6199 2558 
38,217 9144 0749 
38,652 2058 8939 
39,086 5033 7129 


39,520 7075 5320 
39,055 0023 3510 
40,389 3868 1700 
40,823 6812 9801 
41,257 9757 S0St 


41,692 2702 027% 


42.126 5647 4462 
2,560 8592 2652 
42,005 1537 0542 
43,429 4481 9032 
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VI. Tafel zum Einschalten beim Gebrauche der zweiten 


01 
02 
65 
04 
05 


06 
07 
08 
09 
10 


11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 


21 
22 
23 
24 
29 
26 
21 


28 


701 


30 


31 
32 
33 


2 
o 


35 


36 
37 
38 
39 


40. 


41 
42 
43 
44 
45 


46 
47 
48 
49 
50 


1 


0,00495 
0,00980 
0,01455 
0,021920 
0,02375 


0,02820 
0,03255 
0,036850 
0, 14095 
0,04500 


0,04895 
0,0520 
~ 0,05655 
0,06020 
0,06375 


0,06720 
0,07055 
0,07380 
007695 
0,08000 


0,08295 
0,08580 
0,08855 
0,09120 
0,09375 


0,095620 
0,089855 
0,10080 
0,102935 
0,140500 


0, 10695 
0, 10880 
0, 11055 
0, 11220 
0,11375 


011520 
0,11655 
0,11780 
0,11895 
0, 12000 


0,12095 
0,12180 
0,12255 
0,1232) 
0,12375 


0,12420 
0,12455 
0,12480 
0,12495 
0,12500 


z 
6,009090 
0,01960 
0,020910 
0,03840 
0.04750 


0.05640 
0,06510 
0,07360 
£,08106 
0,09000 


0,09790 
0, 10560 
0,11310 
0, 12040 
0,12750 


0,13440 
0,14110 
0,14760 


3 0,15390 


Q,16000 


0,16590 
017160 
0,17710 
0,1820 
à, 18760 


9,19240 
0,197 10 
0,201600 
0,20590 
0,2 1006 


0,21390 

21760 
0,22110 
0,22440 
0,22750 


0,23040 
0,23310 
0,23560 
0,23790 
0,24000 


0,24190 


0,24360 
0,24510 
0,24640 
0,24750 


0,24840 
0,249010 
0,24960 
0,249900 
0,25000 


3 
0,01485 
0,0204 0 
0,04305 
0,05760 
0,07125 


0,084060 
0,009765 
0,11040 
0,12285 
0,13500 


0,14685 
Q,15840 
0,169065 
0,18060 
0,19125 


0,20160 
0,21165 
0,22140 
0,23085 
0,24000 


0,24885 
0,25740 
0,265605 
0,27360 
0,28125 


(0,298860 
0,29565 
0,30240 
0), 30885 
0,31500 


0,32086 
0,326140 
0,33165 
0,33660 
0,34125 


0,34560 
0,34965 
0,35340 
0,35685 
0,36000 


0,30285 
0,36540 
.0,36765 
0,369060 
0,37125 


0,37260 
0,37365 
0,37440 
6,37485 
0,37500 


Crelle’s Journal d. M. Rd. IX. Hft. 4. 


Differenzen. 

4 5 6 
0,010980 0,02475 0,02970 
0,03920 0,0490 0,05880 
0,05820 0,07276 0,08730 
0,07680 0,09600 0,11520 
0,09500 0,11375 0,14250 
0,11280 .  0,14100  0,16920 
0,13020 0,16975  0,19530 
0,14720 0,198300 0,22080 
0,163280  0,20475 0,24570 
0,18000 0,22500 0,27000 
0,19580 —— 5,24476 0,20370 
0,21120 —  0,26200  0,31680 
0,22620  0,28275 0,33930 
0,24080  O,30100  0,36120 
0,25600 0431875 0,38250 
0,26880 0,33600 0,40320 
0,28220 0,35275 0,42330 
0,2950 0,3690  (,44280 
0,30780  0,38475 0,46170 
0,32000 —— 0,40000 . — 0,48000 
0,33180 — 0,41475 0,40770 
6,34320 0,42900 0,51480 
0,35420 0,44275 0,53130 
0,36480 0,45600 0,54720 
0,376800 0,46875 0,56250 
0,384830 0,148100 0,57720 
6,39420 0,49275 0,59130 
:0,40320 0,50400 0,600480 
0,41180 0,51475 0,601770 
0,12000  1,52500 0,63000 
0,427 0,53475 0,64170 
6,43520 0,54400 —— 0,65280 
4),44220 4,55276 0,066330 
0,4-880 . — 0,56100  0,67320 
0,456500 0,56875 0,68250 
0,46080  0,57600  0,69120 
0,46620  0,58275  0,69930 
0,47120 — (0,58000  0,70680 
.0,47580 — 0,594175 0,71370 
0,4800)  O,60000  0,72000 
0,48380 0,60478 0,72570 

-0,48720 — ' 0,60900 0,73080 
0,495000  0,61275 0,73530 
0,49280 0,61600  0,73920 
0,490500 ^ 0,61875 0,74250 
0,49680 0,62100  0,74520 
0,49820  6,62275  0,74730 
0,49920 0,62400 0,74880 
0,40080 0,62475 0,74970 
0,50000 —— 0,02500  0,75000 


7 


0,03465 
0,06860 
0,10185 
0,13440 


0,106625 


0, 19746 
4,22785 
0,25760 
0,28665 
0,31500 


0,34265 
0,360960 
0,39585 
0,42140 
0,44625 


0,47040 
4),49385 
0, 51660 
0,53865 
0,56000 


.0,58065 
0,60060 
0,61985 
0,633840 


0,65625 


0,67340 
0,68985 
0,70560 
0,720686 
0,735 x) 


0,74865 
0, 76160 
0,77385 
0,78540 
0,796285 


0,80640 
0,891586 
0,82460 
0,832656 
0,84000 


0,84665 
0,85260 
0,85785 
0,86240 
0,860625 


0,86050 
0,87185 
0,87360 
0,874058 
0,897500 


8 


0,03960 
0,078940 
0,11640 
0,15360 
0, 10000 


0,22560 
0,260040 
0,209440 
0,32760 
0,36000 


0,39160 
0,42240 
0,45240 
0,48160 
0,51000 


0,53760 
0,56440 
0,590420 
0,61560 
0,64000 


0,06360 
0,086410 
0,70840 
0,72960 
0,75000 


0,769060 
0,78840 
0,890640 
0,82360 
984000 


0,85560 
0,87040 
0,88440 
0,89760 
0,91000 


0,502160 
0,03340 
0,94240 
0,95160 
0,96000 


0,06760 
0,97440 
0,98040 
0,98560 
0, 99000 


0,93360 
0,90640 
0,9940 
0,99960 
1,00000 
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9 


0,043455 
0,08820 
0,13095 
0,17280 
0,21375 


0,25380 


„Ja 
2 


0,353120 
0,536855 
0,430500 


(0,440585 
0,47520 
0,5t )805 
0,54180 
4,57375 


0,60480 
0,063495 
0,663420 
0,69255 
0,72000 


0,82080 
0,984375 


0,86580 
0,88695 
0,0720 
0,92655 


0,94500 ° 


0,06255 
0,97920 
0,90495 
1,00980 
1,02376 


1,03680 
1,04805 
1,06020 
1,07055 
1,08000 


1,0855 
1,0062 

1,1029 
1, 10880 
1,11375 


1,11780 
1,12005 
1,12320 
1,12455 
1,12500 


99 
98 
97 
96 
95 


93 
92 
91 
90 
89 
88 
86 
S5 


84 
83 
82 
81 
80 
79 
78 
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VIL. Tafel zur Umsetzung der Centesimalsekunden in 
Sexagesimalsekunden. 


» 


n Sexages. Sek. ,, Sexages. Sek.  ,, Sexages. Sek, ^ | Sexages.Sek, ,, Sexages. Sek. 


Se 


00 0,000 20 6,480 40 12,960 60 19,440 80 25,020 
01 0,324 21 6,804 41 13,284 61 19,764 81 26,4 
2 0,648 222 ^ "asus 42 13,508 62 20,088 82 26,568 
03 0,972 23 1,452 43 13,932 63 20,412 83 26,892 
04 1,296 24 7,776 44 12,256 64 20,736 84 27,216 . 
05 1,620 29 8,100 45 14,580 64 21,000 85 27,540) 
06 1,044 26 8,424 46 12,904 | 66 21,384 86 27,864 
07 2,268 27 8,748 47 15,228 67 24,708 87 28,198 
08 2,592 28 9,072 48 15,552 68 22,032 88 28,512 
C9 2,016 29 5,396 49 15,876 69 22,356 89 28,826 
10 3,240 30 0,720 50 16,206 70 22,680 9c 29,160 
1í 3,564 31 10,044 si 16,624 71 23,004 91 29,484 
12 3,888 32 10,368 —— 52 16,848 go» 23,328 » 92 . 20,880 
13 272 33 10,692 53 17,172 73 23,652 93 30,132 
34 4,536 34 11,016 54 17,496 7 23,976 94 30,456 2 
45 4,960 35 11,340 35 17,520 75 24,300 95 30,780 
16 5,184 36 11,664 56 18,144 76 24,024 56 31,104 
i7 5,508 ay} 11,988 597 18,468 74 24,928 97 31,428 
is 5,832 38 32,312 58 18,792 78 25,272 98 31,752 
49 6,155 . 39 12,626 59 19,116 © X 79 25,506 99 32,076 
20 6,480 40 12,960 60 19,440 80 25,020 100 32,400 


VIII. . Tafel zur Umsetzung der Sexagesimalsekunden in 
Centesimalsekunden. 


,, Centes.Sek. ,, Cenies.Sek. ,, Centes.Sek. ,, Centes. Sek. ,, Centes.Sek. ,, CeatesSek, 


Of 308642  . 11 33,95062 21 64,81481 313 98,6794 41  126,24321 51 157,40781 
02 6,177284 12  37,03704 22 67,90123 32 98,76583 42  i29,52965 52 160,49383 
O3 925926 13 40,2346 23  10,98765 33 105895185 44  *32,71005 $3 163,595" 
OÀ 12,34568 44  43,20088 24  74,07407 34 10403827 44  135,80247 ^4 166,66667 
05  15,43230 15  40,29620 23  77,10049 35  108,02469 45  139,88886 155  169,75309 
O6  18,51882 16  49,38272 26  80,24691 36 111,11114 46  141,97531 56  172,33951 
Q7  21,60494 7  52,16014 27  83,93333 7 112,10753 47 145,073 57 173,92593 
O8  24,69136 18 55,55556 28 86,1075  . 38 117,28365 48 148,14815 58 17901225 
09 2777778 19 58,64198 29  69,50017 39  120,37037 49 15123457 ° 50  182,00877 
iO  30,96120 20 6i,72340 30  92,59250 40  123,45670 9Q  154,32099 60 185,18519 
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30. 
Démonstration. d'une propriété analogue à la loi de 
réciprocité qui existe entre deux nombres premiers : 
quelconques. 
(Tar Mr, G, Lejeune Dirichlet, prof. de math. à Berlin.) 





av. 





NR PT. a neem 


Di; un mémoire qui vient d'être publié dans le recueil de la société 
royale de Gottingue, Mr. Gauls a étendu le domaine de l'analyse indé 
terminée aux expressions de la forme / T«4«Y—1,tetu désignant 
des nombres entiers positifs ou négatifs. Ce grand géométre a reconnu 
que les expressions de cette espèce se rapprochent enticrement par leurs 
propriétés des nombres entiers réels qu'elles comprennent d'ailleurs comme 
cas particulier. L’analogie qui existe à cet égard est telle, que les énoncés 
des théorèmes connus relatifs aux entiers réels peuvent étre transportés 
pour ia plupart presque littéralement dans la théorie des nombres ainsi 
généralisée. I n'en est pas de même des démonstrations «ui paraissent 
présenter de nouvelles difficultés si l'on excepte les théorémes trés simples 
qui dérivent immédiatement des notions fondamentales. E/induetion appli- 
quée à des questions d'un ordre plus élevé, a fait connaître à Mr, Gaufs 
une proposition qui ne le céde, ni en simplicitó ni en élégance, an théo- 
réme si célèbre sous le nom de loi de réciprocité, Quant à la démon- 
stration de ce nouveau théoréme, que lillustre auteur Juge sujette à de 
grandes difficultés, il la renvoie à un autre mémoire où elle sera exposée 
avec celle d'une autre proposition plus générale. Je me propose de dé- 
montrer dans ce mémoire le théoréme dont il s'agit par des considéra- 
tions fort simples et qui mériteront peut étre de fixer un instant l'atteu- 
tion par ce qu'elles sont également applicables à d'autres questions *), 


— rn 








- 


") On peut, au lieu des ex ressions de la forme t-[-u Y^— 1 considérer celles 

b : y , , MR. ^ 3 . 
de la forme plus générale t-l--uV a, a étant sans diviseur carré. Les expressions 
de ce genre, considérées sans le méme point de vue, “donnent lieu à des théorèmes 


analogues à celui qui fait l’objet de ce mémoire ‘et susceptibles d'une démonstration 
toute semblable, 1 
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Jentre en maticre en ,enoncant quelques définitions et en démon-= 
trant plusieurs propositions préliminaires, qui se trouvent déjà pour la 
plupart dans le mémoire cité plus haut. 

S.L. 

Une expression de la forme g--Ay—1, g et ^ designant des 
entiers réels, sans excepter zéro, sera dit un nombre entier complexe, li 
résulte de là que les entiers réels sont des cas particuliers des entiers 
complexes, Cette définition posée, il n'est besoin d'aucune explicatiou 
pour indiquer le sens. que l'on doit attacher aux mots divisibilité et con- 
gruence. De méme que tout nombre réel est divisible par +1, tout 
nombre complexe doit étre considéré comme contenant les facteurs + 1, 
4s —1. Un nombre complexe, sera dit premier lorsqu'il ne peut étre 
décomposé en deux facteurs différens Fun et lautre de +! et +y—1. 
Voyons d’après cela comment on peut reconnaitre si un nombre complexe 
o--hY—1 est premier ou non. Pour cela nous distinguerons deux cas 
selon que les deux termes g, 4 du nombre complexe sont ou ne sont pas 
‘am et l'autre différens de zéro. Le second de ces deux cas semble se sub- 
diviser; le terme subsistant pouvant être réel ou le produit de y —1 et d'un 
nombre réel. Mais il est facile de voir que cela revient au même, car si 
hy-—1 est premier, h Vest pareillement et réciproquement. Or, pour 
qu'un nombre réel 9, considéré com mecomplexe, soit premier il faut d'a- 
bord qu'il le soit aussi sous le point de vue ordinaire. Mais cela ne suffit 
pas; il doit en outre, abstraction faite du signe, être de la forme 47 +- 5; 
car, sil avait la forme 42 + 1 qui entraîne toujours celle-ci c* + d°, il 
serait décomposable dans les facteurs c + dy —1 et c—dy — 1. Réci- 
proquement, tout nombre premier réel 7 qui, abstraction faite du signe, 
est de la forme 4z-]-3, doit être aussi considéré comme premier dans la 
théorie des nombres complexes; car si l'on avait ? —(c-]-dy —1)(e--fv —1), 
on aurait aussi 9 = (c — d —1)(e—/f y^ —1) et par conséquent, en mul- 
tipliant, 9? = (+ d*) (e+ f*) équation impossible, 9 ne pouvant être divi- 
seur de la somme de deux carrés. Considérons, en second lieu, le cas où 
aucun des deux termes de lexpression g + Ay —1 ne s'évanouit. Pour 
qu'elle représente alors un nombre premier complexe, il est nécessaire 
et suffisant que g°-+ A? soit un nombre premier réel. Pour le faire voir, 
supposons £--Ay —1 décomposable dans les deux facteurs c -]-d y —1 et 
e-Lfy'—1, g — Y —1 sera le produit de c—d/—1 et de e—f y —1, 
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et l'on trouve FH = (c* + d?)(e +), c'est-à-dire égal à un nombre 
ns , vie CLR" he ^ F f 4 po. o 4 
composé, Réciproquement si g?-+-A? est un nombre réel composé, g--Ay —~-! 
est un nombre. complexe également composé, La chose est évidente 
lorsque g, A ont un facteur commun ; si un pareil facteur n'existe pas, 
£'-- ^* n'a que des diviseurs premiers réels 4n +1, Soit p == c*-- d* un 


de ces diviseurs, on aura g^ m— 4, = d* (mod. p) et par suite, ev 
multipliant et transposant, (cg + dh)(cg — d h)==0 (mod. p), d’où l'on con- 
stdh 


cud que i Ton avec le signe convenable, est entier, On a, d'un autre côté. 
PER) = (cg +dh) + (ch dgy 

,F, . ° ° e Ji apr d : ° * ^ 

équation qui exige évidemment : que ee soit entier en même temps 


cet dh , AX . e Ur Wi e LÀ 
que SER est-a-dire, les signes supérieurs et inférieurs se correspon« 


dant. Cela posé, il est évident que le quotient 
EthV—1 __egtdh , chydg Vis. 


OLAV a. eh PTS ) 
est un entier complexe et g + Zy—1 par conséquent un nombre composé, 
Il est done prouvé que, si 2?-|- /* est un nombre premier réel, z-- hy —i 
est nn nombre premier complexe, et réciproquement. 

Ti résulte de cette discussion quil y a des nombres premiers de 
deux espèces différentes. Ceux de la première espèce se réduisent à un 
seul terme, et ne sont autre chose, abstraction faite du signe ou du fac- 
teur * y — 1, que des nombres premiers réels de la forme 42-3. Pour 
plus de simplicité, nous les supposerons toujours débarassés du facteur ÿ — 1, 

Ceux de la seconde espéce tirent leur origine des nombres premiers 
réels composés de deux-carrés qui, à l'exception de 2 sont tous de ka 
forme 42-1. Si Pon ‚designe par c+dy’—1 un nombre premier de 
cette espéce (à l'exception de ceux qui proviennent du nombre 2, et qui 
sont -E(1--y/— 1), +(1—y—1)) il est évident que les entiers réels 
c, d sont l'un pair, l'autre impair. Cela posé, nous considérerons, pour 
plus d’uniformite, dans ce qui va suivre, d, comme pair, ce qui est permis, 
car si d est impair, on n'a qu'à multiplier par Y—1, ce qui donne le 
nombre —d--cy — 1, qui est également premier et tellement lié au 
précédent. que la connaissance des propriétés de lun suffit pour juger 
de celles de l'autre, | 

. Nous terminons ces préliminaires par la démonstration d'un théoréme, 
dont nous awrons besoin dans la suite, Les termes réels 4. et B, du 
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nombre complexe 44 + B y^—1 étant supposés premiers entre eux (ce qui 
exclud le eas où lun d'eux serait nul) et g--Ay/— 1 étant un nombre 
complexe quelconque, je dis qu'il existe toujours un nombre s entier réel 
et tel qu'on ait 5 ==g+hy—ti (med. A+B y A1), [ 

En effet, la congruence en question revient à cette équation 

s—g—hy—4 = (94-bY —1)(4 By —1) 
ou à celles - ci | 
se = 40—Bl, —h = AV+PO, 
La dernière est évidemment possible, 4 et B n'ayant pas de diviseur 
commun, et il est également manifeste que la premiére donnera ensuite 
unc valeur entiére pour s. 
| $. 2. 

Ces préliminaires posés, nous arrivons au véritable objet de ce mé- 
moire, qui est de considérer les nombres complexes, en fant qu'ils sont ou 
ne sont pas des résidus quadratiques les uns des autres, D’aprés la définition 
connue on dit que le nombre «-|-D y— 1 est ou n'est pas résidu quadra- 
tique de 4-- By —1, selon qu'il existe ou qu'il n'existe pas d'expression 
x+yv—1, telle que (x -yv — 1% —œ— By—1 soit divisible par 
At+BY—1. Pour décider si un nombre complexe est ou n’est pas ré 
sida quadratique d'un nombre complexe composé, il suffit, comme lors- 
quil s'agit de nombres réels, de considérer les différens facteurs simples 
du diviseur. Nous supposerons donc, dans ce qui va suivre que le divi- 
seur ou module A+By—1 est un nombre premier, Pour commencer 
par le cas le plus simple, considérons un nombre premier 7 de pre- 
miére espèce, et proposons nous de déterminer si a + {y — 1, expression 
que nous supposons non- divisible par g, et dans laquelle ß peut être nul, 
est ou n'est pas résidu quadratique de 9. Attribuant dans lexpression 
Lu y—1, à chacune des lettres ¢ et v, les valeurs 0, 1; 253,5 5. eens 
et exciuant la combinaison 0, 0, on aura j*—1 nombres dont nous dé- 
signerons l'ensemble par (k). Cela posé, distiuguons deux cas, selon que 
x +2 f—1 est ou n'est pas résidu *) de 9, et commençons par l'examen 
du dernier. L'ensemble (4) peut être partagé, dans ce cas, en groupes 
composés chaeun de deux nombres tels que leur produit = atPpy—ti 








#) Comme les résidus quadratiques ou du second degré sont les seuls dont il 
soi! question dans ce mémoire, nous supprimerons, pour abréger, le mot quadratique. 
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(mod. 7). En effet, soit 7-L-sy^— 1 l'un quelconque des nombres (X) et 
rep é y — celui qui soit former un groupe avec lui. Yl faut don: o qu'on ait 
HS (r' Hos V — 1) a -- B y^—1 (mod. 9), 

c'est-à-dire 

rise, rs’ +sr'=ß (mod. 9). 
On peut remplacer ees ee par :celles-ci 
(r*4-s)r'zcar-Bs,- (*-s)s-Br—«e&s (mod. r). 

Comme r*-+-s* ne peut être divisible par g qui est un nombre premier 
4n-+-3, ees congruences sont possibles et leur résolution donnera pour 
r et s’ un système unique de valeurs positives et moindres que c. I 
est évident d'ailleurs, par ce qu'on a supposé, qu'on ne saurait avoir à la 
fois r'z—0, s'——0, ni r'—r, sms, ce qui suffit pour montrer la 
possibilité de distribuer la suite (k) en groupes tels que nous les avons 
définis, Or ces groupes dont chacun est composé de deux nombres tels 


ar leur produit ==e2+6/—1 (mod, 7), étant évidemment au hombre 
—1 
2 

rons: par À, satisfait à la congruence 


gt 
(e + By —1)? = Æ (mod. 9) 

Venons maintenant au cas où a+ y—1 est résidu de jg. U 
existe alors dans la suite (4) deux nombres tels que le carré de chacun 
d'eux ==2-+8/—1 (mod, $). Si Fon désigne l'un deux par r-+s/—1, 
lautre sera 2—r + (g—s)y —1. Ayant été ces deux nombres de la 
suite (£), les nombres restans pourront se partager en groupes, d'ou l'en 








de 2 ; i s'ensuit que le produit des nombres ( (k), que nous désigne- 


conclud que leur produit =(@ + By’—1) ? (mod. 9). Comme on a, d'un 
autre côté, 
(rs VIE T HIV —1)z—(r-4-5sy —1: De Ne tee 2) 


il viendra en multipliant: 
get 
(«-FBy7—1)? zs —K (mod. 9). 


Les deux cas que nous venons de considérer, sont compris dans cet énoncé: 


g°-1 
„On a («+f y — DT * == x K (mod. 9), le signe supérieur ou info: 
g,rieur ayant lieu selon que a--Qy' — 1 est ou n’est pas résidu de 9.” 
Le signe supérieur devant évidemment être choisi lorsque «== f, 


B== 0, il s'ensuit qu'on a 
= —1 (mod. 9) 


284 30. Dirichlet, théorème sur les nombres complexes. 


ce qui est analogue au théoréme de Wilson. On peut, d'aprés cela, 
remplacer K par — 1 dans lavant-derniére congruence ce qui donne cet 


énoncé trés simple: 
qii 


E 40na(eT-0y—1 === -+{1 ou —1 (mod. 9) selon que a+By—t1 
„est ou n'est pas résidu de 7.” 

Si l'on désigne par a’ Qv —1 une seconde expression aon divi- 
sible par g, on conclud immédiatement de ce théorème que le produit 
(a -4- 8 v^ — 1) (e + Gv —1) est résidu de g, lorsque checun de ces deux 
facteurs est résidu ou non-résidu, et qu'au contraire, ce produit est non- 
résidu, lorsque ces facteurs sont Yun résidu, l'autre non-résidu de 7. En 
étendant ce résultat à un plus grand nombre de facteurs, on trouve cette 
proposition ; 

1. „Le produit d'un nombre queiconque de facteurs est ou n'est pas 
résidu du nombre premier g, selon que parmi ces facteurs il y à 
„un nombre pair ou impair de non-résidus de 9.” 

Ce théorème a également lieu pour les nombres premiers de seconde 
espèce, comme on je verra plus loin, Il y a un théorème plus simple 
que le théorème I. et qui remplit le méme objet. Pour l'établir, considérons 
successivement les deux cas où «-]-($v —1 est et où ce nombre n'est pas 
résidu de ge Dans le premier de ces cas, on a 

a+ßy—1 = (t+uy—1) (mod. 9) 
et par conséquent aussi 
u—By—t = (t—uy—1} (mod. 9) 


d'où Yon conclud en multipliant et en élevant ensuite. à la puissance ie 


gi 
{a LR) p (1? - uto == 1 (mod, 9) 


ou ce qui revient au méme, en se servant du signe trés-commode em 
; a? po BN 
ployé par Mr. Legendre, v =e 


Supposons en second lieu que «Dv — 1 soit non-résidu de y. 
On prendra alors deux nombres (réels) a’ et (?' tels que a^? 1 Bet 4 
soit divisible par g.. (L'existence de pareils nombres résulte d'un théo~ 
réme connu d'Euler. Zh. des nombr. 3'ème édit. vol. I. pag. 213. ). 

Cela posé, on aura «4 P”==—1 (mod. gy, et par conséquent 


(ES ) — — 1. On conclud de là que «' +B! y —1 est non-résidu 





—— a ai 
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de 9, car, pour quil fût résidu, il faudrait d'aprés: ce qu'on a vu dans le 
a'? 12 
premier cas, qu'on ent (DUET TÉ E) 1. Le produit 


(a+ By —1)la-+ BY —1) = aa — BB (RE Ba!) y—1 
(ee — 09! Ea Eger y 


sera donc résidu, et l'on aura — 1. Or cette ex. 


e A À am c? 12 
pression pouvant étre mise sous la forme (STE) (EE) — 1, on en 





y e ag « 3 9 e ve he 12 5 
conciud, en faisant attention à l'équation e d —) = — 10 enor ote 
ip » T : A | * . | 
( dnt os — i. es deux résultats que nous venons d'obtenir, peuvenf 
g 
se réunir cans cet énoucé: 


Ui. ,L'expression &-I-O v^—1, qui est supposée n° "tre pas divisible par la 
Sombre premier y (de première espéce), est ou n'est pas résidu 





ye. 24 
„de 9, selon que Yon a [nn TE = L 1 ou —1." 


Tl résulte de là comme et en faisant suecessivement Pen, 
& — 0, que tout nombre réel « est résidu de 7, et qu'il en est de méme 
de toute expression imaginaire de la forme 2 /—1, 

§, 3, 

Nous passons aux modules qui sont des nombres premiers de 
seconde espèce. Designous par 4- By — 1 un pareil nombre, (B étant 
pair) par z 4- Gy —1 un nombre quelconque non divisible par 4--B/ —1 
et faisons, pour abréger, .*-- B*— P, P désignant un nombre premier 
réel 4n-+-1, Comme d'après la définition même du résidu quadratique, 
&--Qy —1 est dit résidu ou non-résidu de 9, selon quil existe ou 2 ü 
n'existe pas d'expression 7 -|- uy —1 telle que te -u y —iy zza-F- Oy —1 
(mod. 4 - By//—1), et comme, d'un autre côté, on peut toujours M 
ver un nombre réel s qui satisisse à la congruence s=t+uy-—1, 
(mod, .4-]- BY —1), on voit que, pour décider si «+B Y—1 est ou n'est 
P résidu de 44 B j/—1, tout se réduit à sayoir si Ja congruence 

—a--8y —1 (mod. 4+ By — 1), admet ou n'admet pas de solution. 
PN voir de quoi dépend sa possibilité, remplagons la par cette équation 
équivalente, $—a-—(9)y^—1 = (4+ By —1)(6-4- Vy — 1), ou ce qui, 
revient au même, par celles-ci 

S—a = AQ—BY, — zB. 
Multiphani ces dernières par 4 et B, et ajoutant, il viendra 
As*—da—BB = PQ 
Crelle’s Journal d. M. Bd. IX. Hft. 4. |. 49 
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d'où l'on conclud 4 TC 
See 
On peut démontrer réciproquement que, si la condition 
a 

(ee 
a lieu, «-I- y —1 est nécessairement résidu de 4+ By —1. En effet. 
il est facile de voir que la condition supposée entraine cette équation 

As —4a—B — PQ-— (G4 B)9*). 
Or cette équation pouvant étre mise sous la forme 

A(S—AQ— a) = BBO +P); 

et les nombres 4, B. n'ayant pas de diviseur commun, il faut que BO + 6 
soit divisible par .4.  Faisons donc Bpo+ß=—4Y. Mettant ensuite 
cette expression dans la derniére équation, il viendra S—a=AP—ByY. 
On voit par là que les deux équations nécessaires et suffisantes pour que 
: &4- B y —1 soit résidu de 4-]- By — 1, résultent de la condition 


(eio = (4). 


P 
Avant ainsi prouvé que, si «+ GV — 1. est résidu de 44 -- By —1, on a 
( A «À BB "me A d fal Leal 4 li 
M) = et que la réciproque a également lieu, nous pouvons 





en conclure que lon a (ere) = + (5) ou — (‘4 selon que & -- Qy —1 


est ou n'est pas résidu de 4+ By —1. Ce résultat peut se simplifier, 


, : A 1 
si l'on remarque que l'on a toujours (=) = 1. Pour s'en convaincre, on 


considérera l'équation P = 4° + B*, et l'on décomposera 4 en ses facteurs 
simples, en posant 4 = £. £^. g^... .., les lettres g, g^, £^. ... désignant des 
nombres premiers réels impairs, positifs ou négatifs. Il résulte immédiatement 


pp 5 P 5 4 5 | . 
de l'équation précédente, qu'on a (=) — 1, d'ou l'on conclud en appliquant 
, ; 
un théorème connu et, en se rappelant que,P est de la forme 1n 1, 


(5) = 1. On a pareillement (£) — 1, (£7) — it et l'on tire de la en 


Pat. i A PEIN. 
multipliant , (4 : goats) (4) =<:1, ce quil s'agissait de prouver. En 


profitant de cette remarque on peut modifier le résultat obtenu plus baut, 





comme il smt: 


nee m 


*) Th. des nombr. vol. I. vag. 240. 
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IV. „Le nombre «+6 /—1 étant supposé n'être pas divisible par 5 
», nombre premier de seconde espèce 44-]- B y —1, si l'on pose 4?-+-B? = 
„je dis que « -- 8 V — 1.sera ou ne sera pas résidu de BY 


„selon que l'on a E or BP) — +1 ou —1." 


ds Aa--B ’+-B# EEE PW 
Si l'on pose — = yas i = ns =e’, s sera d'après ce théorème 


+1 ou —1, selon que «-]-G y —1 est ou n'est pas résidu de 4-|-B y —1, 
et €’ aura la même signification par rapport à z/-J- (j^ y —1. Multipliant 
ces expressions entre elles, remplaçant 5? par P— 4’ et faisant attention 
dues PP) POE Ego, Or cette 


, A ad Site » 
qu'on a (=) = 1, il viendra Ges (ne Se © 


dernière expression correspondant au produit 

(« 4- By — 1) («' +R —1) = «a'—Q' J- («g +Ba)y—1 
on voit facilement que le théorème II, subsiste également pour les nom- 
bres premiers de seconde espéce. 








$.. 4. 

Après avoir fixé, dans ce qui précède, les conditions qui doivent 
avoir lieu, pour qu'un nombre complexe soit ou ne soit pas résidu qua- 
dratique d'un nombre premier quelconque, nous allons faire voir comment 
on peut en déduire l'expression la plus simple des caraetéres distinctifs 
des nombres premiers dont un nombre complexe donné est résidu. Mais 
m nous ferons remarquer, qu'il est permis de se borner au cas, 
où le nombre donné est premier; car, s'il est AL il résulte du théo- 
réme Il. démontré plus haut que sa relation à un nombre premier quel- 
conque, dépend de celles de ses facteurs simples à ce méme nombre premier, 

Nous commençons par le nombre premier 1+y—-1. D'après le 
théorème IIL, ce nombre sera ou ‘he sera pas résidu d'un nombre premier 


» \ ; 2 2 ; 
de première espèce 9, selon que l'on a =) = 1 ou = —1. On sait 


d'un autre cóté que le premier ou le second de ces cas aura lieu, selon que v 
pris positivement, a la forme 82 +3 ou celle-ci 82--7. Done 1+ y — 1 sera 
résidu de tout nombre premier 7 = 82 -- 3, non-résidu au contraire des 
nombres premiers de la forme 87--7, Fassons aux nombres premiers : 
de seconde espéce. Dui décider si 1-+ y —1 est ou n'est pas résidu d'un 
pareil nombre 4-+-B y/ —1, il suffit, d'après le théoréme IV., de savoir si l'on 


a (er — l1 ou Lu où l'on a fait, comme plus haut, P= 24+ B, 
49 * 





388 30. Dirichlet, théoréme sur les nombres complexes. 


Multipliant par 2, les deux membres de cette équation, il viendra celle-ci 
2P = GL By +(4—B) | 
Décomposons le nombre impair -4-- 8 en iie “pie positifs - ou 
négatiis $,2^ 2',.... de sorte que A+ B-g.g'g".... On aura 
évidemment (=) =(=) } et par suite en vertu de la loi de réciprocité, 


(2)= (4). D'un autre côté, i! résulte d'un théorème connu que le pre- 
iier membre est -+-1 ou — 1, selon que ¢ a la forme 82+1, ou celle-ci 


Sn+3. On a pareillement (= = xd (=) == (5 en Faisant le 


: b A = rf g A B > 
produit, on obtient l'équation | (6:8 => ze = +1, où le CE supé- 


rieur ou inférieur doit éire pris ae ie permi i los fac teurs 8; TL NE M à mi 
il y en a un nombre pair ou impair de la forme 82+3. Or il. évident 
que le produit 44 4- B — £g.2/.g//.... aura la forme 87 1, ou celle-ci 
821-3, selon que ce nombre est pair, ou impair, De là et de ce qu'on 
a vu plus haut, résulte ce théorème 

D A nd est résidu ou ias E ue du nombre S perio. 


On peut remarquer que cet énoncé comprend | ce que nous avons es 
plus haut sur la relation de 1--y—1 aux nombres premiers de pre- 
miére espèce. Quant à la relation de 1—/-—1 aux dilférens nombres 
premiers, elle se déduit immédiatement du théorème précédent. 

Après avoir terminé ce qui re garde | le nombre 1 +, —1, nous allons | 
nous occuper des autres nombres promere Désignons par 2 Gy 7—1 un 
nombre premier de seconde espèce (6 étant paie) ét par 4+By —1 
un autre nombre premier de la même espèce (B étant également pair), 
et proposons nous de fixer la relation que le premier a au second: 

Cette relation se détermine par un théorème très simple et” qui con- : 
siste en ce qne le premier est ou n'est pas résidu du second, selon que 
le second est cu. n'est pas residu du premier. Pour démontrer ce théo- 


róme, faisons pour abréger, &"-L(y —p, 24+ B'-B. HB résuite du 
théorème iV., que 4 + By —1 est ou m'est pas résidu de A+BY—l, 
selon que l'en a (45355 = == +1 ou — 1. - En échangeant les nombres 


&--ÓV —1 et 4+By—1 entre eux, ce qu ne change pas lexpres- - 
sion 4c -- B, on conclud de la méme proposition que -4-- B y—1 est 
ou n'est pas résidu de a--Qy —1, selon que l'on a qeu ym = | 


^ 


= 
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ou —1. On voit par là que la démonstration du ‘théorème énoncé plus 


(A Ser) E ^ 
A E77 

jours lieu. Pour cela .on fait le produit de p i^ de P, On trouve ainsi 
C42 À- BBy--- (40 — Bay = pP, Comme par hypothèse, 4 et « sont 
impairs, B at @ pairs, 4¢-+-B sera un nombre impair, Désignant 
par 9, gs 2^,.... ses facteurs simples, on a da-+ BB -—g.g'.g.... 





haut se réduit à faire voir qne l'équation tou- 


> f Fr Nu 4 
et l'équation précédente donne immédiatement (2) = (=); d'ou l'on con- 


ciud, en vertu d'un théoróme cónnu, ( 2): = (2). On a pareillement 


gf g^ (et T gt < 
=), (Cla) ne 


d'ou lon tire en multipliant 


(Es 8-8 ei) (££ T 222) on 4a Bó (és 








ce qu'il s s'agissait de prouver. 

I! existe une réciprocité analogue, lorsque les deux. nombres premiers 
n'appartiennent pas l'un. ef l'autre à la seconde espèce. Pour le faire voir, 
soient g et 44-B /—1 deux nombres premiers qui sont respectivement 
de TUR et de seconde espéce. D'après le iie IH. le second 
sera ou ne sera pas résidu du premier, selon que l'on a | AM = (©) sold 
ou —1. Tl résulte d'un autre côté du théorème IV. p le ee sera 


‚ou ne sera pas résidu du second, selon que (=) = {+ E ij = + 1 ou -—1. 
Ces deux résultats combinés avec’ l'égalité (=) = ( D qui dérive dun 


théoréme connu, suffisent pour établir la réciprocité énoncée .plus haut. 
Ti ne reste plus à considérer que Je cas de deux nombres premiers de 
première espèce. Dans ce troisième cas, la réciprocité est évidente puisque 
nous avons vu plus haut qu'un nombre réel quelconque est toujours résidu 
de tout nombre premier de première espèce, Les trois cas que nous venons 
d'examiner, conduisant au même résultat, nous pouvons énoncer le théorème 
suivant qui est celui dont il a été question dans le préambule de ce mémoire. - 

» Désignant par a+-BY—i es 4+By-——1 (Bet B étant pair 
„et pouvant se réduire à zéro) deux nombres premiers complexes, le 
„premier sera ou ne sera pas résidu quadratique du second, selon que le 
„second est ou n'est pas résidu quadratique du premier." | 

Berlin, au mois de Septbr. 1832. 
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31. 


Démonstration du théorème de Fermat pour le cas 
des 14° puissances, 
(Par Mr. TU Dirichlet prof. de math. à Berlin.) 





Sa existe des nombres entiers f, u, v, propres à satisfaire à l'équation 
1 = uv + y 

il est mauifeste que tout facteur commun à de deux d'entre eux, divisera 
ne aussi le troisième. On pourra donc diviser chacun d'eux 

4r 0, ce qui ne changera en rien la forme de l'équation: dou l'on con- 
ud, qu'il, est permis, pour prouver appen de l'équation. (1, d y 
considérer les entiers £, 4, v, pris deux à deux, comme libres de tout fac- 
teur commun. Cela posé, ces entiers devront évidemment être supposés 
Pun pair, les autres impairs, et le nombre pair sera l'un de ceux que 
renferme le second membre. On voit aussi que si parmi ces nombres il 
y en a un divisible par 7, ce ne saurait être 7, puisque 7 ne peut jamais 
diviser la.somme de deux carrés premiers entre eux. L'équation étant 
symétrique par rapport à u et à v, nous pourrons supposer que, si parmi 
ces nombres il y a un multiple de 7, v se trouve dans ce cas. Transpo- 
sant le terme en u, l'équation se changera en celle- ci 

2; [f*-—uy*-— bius. pi 
qu'on peut mettre sous cette autre forme 
3. FE — wy) -L 7er PN) = v" 
Les nombres ¢, z ayant été supposés premiers entre eux, / —u' et Zu 
sont aussi sans diviseur commun; il en est de méme de !— uw et t—t' uu, 
car tout nombre premier diviseur commun de ceux-ci diviserait 
fu qa Pi) = Pu’, 
et par consequent aussi Zw. Les nombres tu et !’—u” auraient donc 
ce méme diviseur commun, ce qui me s'accorde pas avec ce qu'on vient 
de prouver, 1 résulte de là, si l'on fait pour abréger 
P—uw L9, tu—Pu+u) = ıL 

que Q et i, qui sont évidemment l'un pair, l'autre impair, non! pas de 
diviseur commun, et l'on aura 


4,  Q(Qy-- 74, v" 
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Nous distinguons maintenant deux cas, selon que v est ou n'est pas divi- 
sible par 7. Si l'on suppose en premier lieu 7 non- divisible par 7, D ne 
le sera pas non plus. Il suit de là et de ce que Q et ~ sont premiers 
entre eux, que les deux facteurs du premier membre sont aussi premiers 
entre eux et par conséquent égaux l'un et l'autre à des 14°"* puissances. 
D'un autre côté, lon conclud d'un théorème connu que la racine de la 
14^"* puissance impaire (Q?)'-[-747 a la même forme, g?+7 À* et Yon prouve 
facilement *) que les entiers g, 4 satisfont à l'équation 

Q 44 y—7 — (g 4- Ay TD" 
ou il faut égaler séparément les parties réelles et les coefficiens de 1/— 7. 
Sans développer cette expression il est évident que la valeur qu'elle donne 
- pour i, est divisible par 7. Mais xL étant égal à tut — u^ Lu) — 
tu ((£—u y + £u) ne peut être divisible par 7, à meins que £ ou z ne 
le soit, ce qui sereit contraire à la supposition faite plus haut. TI est 
donc prouvé que le cas, où l'on suppose v nom-divisible par 7, en méme 
temps que ¢ et u, ne saurait avoir lieu. Reste à faire voir que léqua- 
tion (2.) ne peut pas subsister non plus, si l'on considère 1 comme un 
multiple de 7. En y faisant v =7w elle deviendra 

Dir — Ty, 

C'est l'équation dont il s'agit de prouver l'impossibilité Sans conipliquer 
la marche de la démonstration, nous pouvons, au lieu de l'équation pré- 
 cédente, traiter l'équation plus générale 
5. paLIyM — om nin , s 


~ 


les nombres ¢, u étant toujours supposés sans diviscur commun, et m,n 
désignant des entiers positifs (sans excepter zéro). 
En conservant toutes les dénominations précédentes , l'équation pourra 
étre mise sous cette forme. 
PAPY 4-74) = mb 
Somme elle exige évidemment que @ soit divisible par 7, faisons Q— 7 x; 
nous aurons ainsi : 








*) Pour prouver ce dont il s'agit, on peut s'y prendre à peu prés de la méme 
manière dont nous avons démontré un théorème analogue (Vol. IlI. de ce Journal, 
page 359. 360). Les théorèmes I. ( page 355.) et III. (page 358.) ainsi que leurs dé- 
monsirations subsistent également, lorsque a est négatif. Supposant donc a = — 7, la 
démonstration s'achéve comme à l'endroit cité; elle est méme plus simple eu ce qu'elle 
n'est pas compliquée de la considération des solutions, en nombre infini, de l'équatiou 
t? —au* = 1 qui n'en a qu'une lorsque a est négatif. 
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T y QD H7 (7 22)! ) — qm jin w"*, 
Il est facile de voir que les deux facteurs Tx et ^ --7(7 52) , dont le 
second est impair, n'ont pas de diviseur commun, Tl résulte de là que 
l'équation précédente ne peut subsister à moins que "+ 7(7 27). et 7% 
ne soient le premier une 14?"* puissance, le second le produit d'une pa- 
reille puissance par qm7itn, Quant à la premiére de ces conditions , elle 
exige, d'après ce qu'on a vu plus haut, quon ait 


Ti == (rey s y—7)* 
2y—7 

où les entiers r, 5 sont premiers entre eux, l'un pair, l'autre impair et le 
premier de plus non-divisible par 7. On peut faire subir à cette ex- 
pression. une transformation semblable à celle que nous avons effectuée 
sur le premier membre de l'équation (2.). I suffit pour cela de rem- 
placer dans le premier membre de l'équation (3.), ¢ et u respectivement 
par r+1V—7 et r—sV—7. En opérant ainsi, et en faisant pour 
abréger, | A 


c'est-à-dire 


(-4-78)(t—2. 7 79+ 7st) = BR, 
l'on obtient sig 
Toe = 2,7 .rs[R—(7.4 rr s)'], 
ou ce qui revient au méme, en multipliant les deux membres par 7%, 
Tx) = 2.Trs{R+7(&rs)’)(R—7(&rs)') | 

1) est facile de faire voir que les trois facteurs 2.75rs, R+7(4 nn 
R—7(4rs), pris deux à deux, n'ont pas de diviseur commun, Il est 
d'abord évident que s'il y a un diviseur commun, ce ne peut être ni 2 ni 7, 
cor les deux derniers des nombres en question sont impairs et non -divi- 
sibies par 7. Soit en second lieu p un nombre premier impair différent 
de 7 et supposons qu'il soit diviseur commun de deux des expressions 


dont it sagit, On s'apercoit, à leur seule inspection, que p sera facfeur. 


commun de rs et R, et en faisant ensuite attention à Ja manière dont 
l'expression R est composée en r et 5, il est évident qu'il est nécessaire 
que p divise à la fois r et s, ce qui est absurde, r et s étant premiers 
entre eux. Nous avons vu plus haut que 7?^x devait être une 14” puis- 
sance multipliée par 2" 7**"; le premier membre 75»? de la derniére 
équation sera done le produit d'une puissance du méme degré et de 
gm 73+, [| résulte de là et de ce que les trois facteurs du second 


v1 
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membre sont premiers entre eux, que les deux derniers sont des 14*"^ 
puissances, et que le premier est le produit d'une pareille puissance: ct de 
29" '7?*?. On aura donc | 
2.7 rs ce Br pty! B-pT(Ans) = t*; H—7(4rs) = ut 

Il est facile de voir qu’on peut mettre le second membre de la ee 
de ces équotions sous la forme 22% 7°+"2**, où z' désigne un entier posi- 
tif ou zéro. Lorsque 7 diffère de zéro la chose est évidente; dans le cas 
où 72 — 0, il faut pour que le second membre puisse être égal au premier. 
membre divisible par 7°, que v’ soit un multiple de 7,. Mettant en con- 
séquence 7 »/ à la place de v’, le second membre prendra encore la forme 
supposée. Nous pouvons donc remplacer la: premiere des équations es 


cédentes par celle-ci: 

Era com quae pit, 
Prenant ensuite la différence des deux dernières, comparant et posant, 
pour abréger v''=w", il viendra | 

ys, na -— Qmd 7325 y, )4 
Cette équation dans laquelle 7^ et u‘ n'ont pas de diviseur commun, est 
entièrement semblable à l'équation (5.) dont elle dérive. Seulement, les 
entiers Z^, u’ qui y entrent, sont beaucoup plus petits que leurs BUSIOEN FE 
t, u dans l'équation (5.). On est en droit de conclure de là, à la maniére 
ordinaire, que l'équation (9.), et par conséquent aussi l'équation (1.) ne 
saurait avoir lieu. 
Berlin au mois d'Octobre 1832. 
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32. 


Considerationes generales de transcendentibus Abelianis. 
(Auct, Dr. C. G. J. Jacobi, prof. math. Regiom.) À | 


^ 
ie 


Denotante X notons variabilis x rationalem. integram quarti ordinis, 
demonstravit olim Eulerus, transcendentes huiusmodi: : 


* dx s 

istic da [T(x) 
gaudere proprietate singulari, ut posito 

I(x) + HH (y) = H2, 

ipsa @ e x et y algebraice inveniatur. Quo theoremate, advocata trans- 
formatione transcendentis Il(x), a Cl. Landen detecta, superstruxit Cl. 
Legendre amplam theoriam, quam hodié. nomine theoriae functionum 
ellipticarum usurpamus. Neque tamen harum transcendentium indoles atque 
natura plane pernocsi poterat, considerando hanc solam transcendentem 
Ti(a) sive etiam generalicrem hanc 


yum 


in qua f(a) functio ipsius æ rationalis est, sed considerari debuit functio, 
cuius ipsa Il(x) inversa est, sive considerari debuit intervallum x ut 
functio integralis (x). | 

Etenim si analogiam functionum trigonometricarum respicimus , in 
quas casu speciali functiones ellipticae ues etiam hic videmus, posito 


— = Jf. ONE 
considerari ab Analystis intervallum x tanquam functionem integralis u, 
cui nomen sizus tribuunt. Quam functionem scimus proprietatibus gra- 
vissimis gaudere, quae eius usum et applicationem per totam analysin frse: 
quentissimam reddunt. Quippe quae, ut de aliis taceam, pro quolibet va 
lore argumenti 4 valorem unieum ac determinatum habet; evolvi potest 
in seriem secundum dignitates ipsius u progredientem, quae pro omnibus 
argumenti valoribus et realibus et imagineriis convergit; discerpi potest iu 
factores lineares, qui determinantur valoribus ipsius #, pro quibus functio 
evanescit; denique gaudet illa proprietatibus omnibus functionis ipsius 
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u rationalis integrae. E contra functionem u considerant analystae fan- 
tum uf inversam functionis x — sin (4), dicentes eam esse, cuius sinus = x 
auf scribentes u==areus sinus x; meque ea functio ullo modo evolvi 
potest in seriem semper cony ergentem, neque determinata est, sed nume- 
rum valorum infinitum habet, quippe cuius eadem est natura atque radicis 
aequationis algebraicae ordinis infiniti, u=sin(x). Unde nec nomen nec 
signum peculiare ei tribuere, idoneum putabatur. 

Eodem plane modo comparatum est de transcendentibus ellipticis 
sive dé transcendentibus IT (x) = 4, quoties X ascendit ordinem «quartum. 
Etiam hoe casu functio [I (2) nullo modo evolvi potest in seriem semper 
convergentem, neque valorem determinatum habet, sed numerum adeo 
valorum dupliciter infinitim. Contra vero, quod a. nobis in Fundamentis 
novis theoriae functionum ellipticarum factum est, ubirexhibita traescen= 
dente [I (x) sub Ee SHOP e One, ad quam Cl. Legendre eam revocavit: 

u ET Ir EHE cur wong EAS ERA NE Ma 
« Vü—szyYu-ss ec ac) o V(1—2x: sin? 9)? 
consideramus amplitudinem O tamquam functiqicu) integralis 4: fuüctio- 
x quam hunc in. modum exbibemus: | 
| A ==. sin am(u), 

gaudet non ieleiihus omnibus Juncticnis rationalis fractee, Quippe spec- 
tari potest functio illa tamquam. fractio cuius et, denominator et nume- 
rator sunf functiones rationales integrae ordinis: infiniti , quas et ipsas ut. 
transcendentes novas valde , memorabiles in analysin introdaxi, Evolvi 
possunt. functiones illae in’ series: rapidissime convergentes pro quolihet 
argumenti u valore sive reali sive imaginario; discerpi possunt in factores 
lineares, qui facile -determinantur valoribus ipsius z, pro quibus functio 
a = sin am(z) aut evanescit aut in iffimitum abit. Ipsa tandem fuuetio 
x == sin em (u), ut de aliis taceam, gaudoct preprietate, q iua ante omnes trans 
cendentes hactenus notas excellit, periodd duplici'et reali et «imaginaria: 
Quemadmodum enim functio. trigonometrica sin( & ) .periodo reali gaudet, 
ut euins valores crescente u, u a 4 = 211 eodem ordine redeunt, sive 
cutus valores mutato uv in z-i-21] immufati manent; quemadmodum func- 
tio exponentialis e" REX imaginoriam habet, " quae mufato z.in 
u- liy -— 1 et ipsa valorem non mutat: ifa, ex observatione a nobis- 
met ipe et CL Abel faeta, functio elliptica sin am(u) valorem non mutat, 
muito uet in u-- 14, et in u-E2X'y —1, designantibus K,. K^ inte- 

DO * 
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gralia definita, . ; 


= dp x: ung 
e "Y (1— zx? sin? y)? V (cos? g rer E sin? g) 

Quibus de causis nos et Cl. Abel arbitrati sumus, artem ‘analyti- 
cam magna incrementa capturam esse, introducta hac nova functione 
æ==sin am(z), cuius ipsa transcendens vu = [l(x) est inversa sive una aliqua 
e radicibus aequationis algebraicae a — sinam (u), quarum numerus 'dupli- 
citer infinitus. 


neo 


2. 

Theorema Kulerianum, de quo diximus, a Cl. Abel mirum in mo- 
dum amplificatum est, videlicet ad casus omues extensum, quibus functio 
X, quae in irtegralibus ellipticis tantum ad ordinem quartum ascendebat, 
functio est'quaelibet-integra rationalis. Ut a casu simplicissimo post eum, 
de quo supra egimus, ordiamur, desisnante X functionem ipsius x integram 
rationalem* ordinis quint! aut sexti, sit 

Jis (d cried rod dur ace 1) 
proposita aequatione: | 
| Ic) TG) +) = Tl) IL), | 
demonstravit Cl. Abel, ipsas a, 4 e quantitatibus a; y, 2 algebraice deter- | 
minari posse.: MAN | 

Generaliter autem, designante f{ (at) =X functionem ipsius a inte- 
gram rationalern ordinis cuiuslibet Am“ sive (2m —1), posito 

qa Abies x+A; eu eu le Dr ED TEC, 
demonstratum est a Cl. Abel, dato numero m valorum variabilis LE 
Gy X,y Kay eoo y Em 
ex illis PE uiia determinari posse m—1 quantitates 
Q, €, , day covey Cine 
tales, ut satisfaciant aeguationi transcendentali : 
I (x) + Iz). AW (ar,) ree od Mes) | 
== II(e) + Ha )- eie Ile). 
Et invenit Ci. Abel ipsis QU; sers) Guia UE radices aequationis alge- 
braicae ordinis (m—41), cuius coefficientes sihigulicper^ms, 2 Kae; ln, 
atque Y: Kyle VA DGtiOn aire un Sq X,— 


jan), À 2 S = fn); ete. 
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De quo theoremate facile etiam sequitur, dato numero quolibet 
valorum ipsius x, summam transcendentium Il(x), quae ad valores illos 
datos pertinent, semper exprimi posse per numerum 77—1 transcenden- 
tium IT(x), quae pertinent ad valores ipsius x e datis algebraice deter- 
minabiles. ; 

Theoremati antecedenti ut monumento pulcherrimo ingenii admira- 
bilis morte praematuri abrepti-theorematis Abeliani nomen imponere pla- 
cet. Ipsas etiam transcendentes II (x) casibus, quibus X ultra ordinem 
quartum ascendit, Zranscendentes Abelianas vocare lubet, ut quas ante 
illum nemo consideraverat. Quas Cl. Legendre etiam idoneo nomine 
hyperellipticas appellat (fonctions ultra - elliptiques) *). | 


3 

Casu quo 4 —Tl(x) est integrale ellipticum sive X tantum ad or 
dinem quartum ascendit, docet theorema Eulerianum, siquidem vice versa 
az — A(u), functionem A(z + 4’), cuius argumentum est binomen u-+u’, 
exhiberi: algebraice per functiones A(u), A(u^),' quae-ad singula: nomina 
U, u’ pertinent > sicuti. de functionibus irigonnmetricis in: elementis. propo- 
nitur. Jam rogo et, quaenam sint casu generaliori functiones illae, qua- 
rum inversae sunt transcendentes Abelianae, et guornodo de hisce exhi- 
bitum audiat iheorema Abelianum. 

Theorema Eulerianum exhibet algebraice integrale completum aequa- 
tionis differentialis primi ordinis inter duas variabiles, quae in aequatione 
differentiali separatae sunt, huiusmodi: 

: da dy. 
"PUDE EAS 
‘in quà, designante f(x) functionem integram rationalem ordinis quarti, 


X=f(x), Y-f(y) Jam rogo, quaenam. sint aeyuationes differentia- 
les, guarum integralia completa algebraice exhibeat theorema Abélianum. 


. 8) CL Abel commentationem de proprietatibus singularibus integralium functio- 
num algebraicarum iam a. 1826 Academiae Parisiensi exhibuit, quam Illustris Aca- 
demia commentationibus eruditorum alienorum inserendam decrevit. Quaram tamen 
publicatio cum in dies proferatur, valde obtandum esset, ut Illustri Acedemiae inter 
ipsas eius commentationes eam exhibere placeat, vel si forte nsus vetat, ut parli certe 
historicae commentationum inseratur. Quamquam pietatis quodammodo foret, honorem 
et insuetum tribuere memoriae juvenis eximii, cui ipsos honores Academicos prae- 
clusit fatum irrevocabile. Quod, dum Parisiis agebam, a Cl. Fourrier. precibus 
meis concessum, utinam, mortuo viro excelleniissimo, illustris eius successor ratum 


facere velit. 
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&, 
Ordiamur rursus a casu simplicissimo transcendentium Abeijana- 
rum, eum dico, quo functio X tantum ad ordinem quintum aut sextum 
ascendit. Sit JM 


"x d 
Jove eo at) 
"222 == ©, (x), 


a/ © Vox 
N TRU p. ome 
D (2) PY (y) = u 
©, (x) + Oy) = v, 
considero x, y ut functiones. ipsarum 4, v, a0 pono: 
x = À (u,v) 
y = Alu; v), 
Ques functiones à 
€ 1 
Alu, V), Al, v), 
quae ab argumentis duobus u, 2 pendent, in analysin introducamus necesse 


ac ponatur: 
» 


est, si analogiam functionum trigonometricarum et ellipticarum etiam ;n 
functionibus Abelianis servare placet, 
5. 
Posito, ut supra, 


Ix) * (Ar A, x) dx 


CEDE IRR 
sive | 
f(x) = AD(x) + 4,9, (x), 

docet theorema Abelianum, aequationis 

x) + H(y) +) = Ie) + H (2) 
solutionem dari alpebraicam , sive a,b per quantitates x, y, z algebraice 
determinari posse, At observo, problema determinandi ipsas a, 5 e datis 
quantitatibus 2, y,z indeterminatum esse, ideoque theorema Abelianum 
ita propositum nihil aliud docere, nisi e solutionibus innumeris aequatio- 
nis propositae : | 

Tita) HT) = (x) + HC) + (a) 
anam extare algebraicam. Jam vero observo, relationes illas algebraicas, 
a CL Abel exhibitas, quarum ope a, à e quantitatibus x, y,z determi- 
pani, nullo modo pendere ab ipsis 4, 4,, quae afficiunt nuineratorem 
fractionis, cuius integrale est transcendens Li (x). Unde eaedem aequatio- — 
nes binae algebraicae inter x, y, +, &, 6 propositae utrique simu! satisfaciunf 
aequation! transcendentali : | 
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D (a) + D (5) = = À (x) + © (N + D (9) 

Pie) + ,(5) = D (x) + D, (y) + 0, (2). 
Quibus’ ME TAE duabus simul propositis, iam 2,5 e quantitatibus 
x, ¥,% omnino determinatae sunt. Itaque theoréma Abelianum, si eius 
vim ac naturam recte perspicere velis, in modum sequentem proponi debet. 


Theorema. 
» Designante X. functionem ipsius. x integram rationalem ordinis 
» Quinti qut SEE Sit 


* dx *xdx 
TES u D(x), Be ®, (x), 





»propositis duabus ssid aeguationibus, 
v (a) +O (5) = 9 (x) + 9 (5) 4- (2) 
Q. (a) + 0, (4) = D, (x) + &,() + O(a), 
»Qguantitates a,b e datis quantitatibus x, y, = algebraice determinantiir.” 
6. 

Theorema antecedens facile ad eum casum extenditur, quo summa 
quatuor sive cuiuslibet numeri transcendentium per summam binarum ex 
primatur, quarum argumenta ab illarum argumentis algebraice pendent, 
Consideremus casum > quo summa quafuor transcendentium per summam 
binarum exhibenda est, theorema Abelianum, ad eum casum applicatum, 
. rursus docet, propositis duabus simul aequationibus, 

D (a) +O (b) = D (x) -- (y) 3- (x) 4- (y) 
9,2) + OG) = D, (x) + D, (y) + b, (z^) +), 
quantitates a, 4 e datis quantitatibus X, y, x, y' algebraice determinari. 

Ponamus iam: - 


D(x) + (y) = u, O(a") + Oy") = u', 
Da+Oiy =v, QO,(x^)-- o, (y) m v, 


unde e duabus aequationibus propositis sequitur: 
P(a)+ O06) = utu, O(a)+ $, (5) = v + ur. 
E notatione autem supra explicata ex his aequationibus habemus vicissim: 
w= A0), y muU) 
x = Muu), y! = M(u',v, 
a=Mutu,v+v),, b = A(utu,u+tov’), 
Quibus statutis, de functionibus novis A(u, v), A,(u, v) iam proponimus hoc 
theorema, in quod theorema Abelianum abit: 


porro 
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Theorema. | 
„Designante X functionem | integram rationalem ordinis quinti 
„aut sexti, ponatur ——— 
* dx Fred o» 
num d. fe 
x= Au,v) ¥= A, (u, v) 
v, ut simul sit: 


„sint porro 


» functiones tales argumentorum u, 
Dr) + Oly) = 4, 2) +O, (y) = 7; 

„gaudebunt functiones illae 

A(u, 1), A. (u, D) 

» proprietate et simili, suae de functionibus trigonometricis et ellipticis 


„in elementis.proponitur, ut functiones iHae argumentorum binominum 


ud-u, v4» 
„elgebraice exhibeantur per funetiones, quae ad singula nomina 
u,v; uv | 
pp pertinent ;. sive. ut functiones 
NO ut PR), A Qr mb v v^) 
, algebraice exhibeantur per functiones: 
^ (u, 7). ^ LUD) 
A (u, v). Alu) v) 
A 
Theorema: autem generale iam ita audit. 
Theorema generale. 
„Designante‘ X functionem ipsius x rationalem integram ordinis 
» (2m -—1)* aut Im’, sit | 
s ! x X n? 
"dm edu f vxo J. EN 
x AR : : 
ufu = a 
, quibus positis, stetuantur: m—1 functiones. | 
Gy Bio Lao cr ne m 
„guae singulae & guantitatibus: rr—1 seguentibus . 
U Us Ugg ert Uma _ 
„ita pendent, uf. simul habeaniur aequationes; | 
omm (6) + 0 (a) + 9 (x) He. + ® (an) 
y, == OQ, (0) + B(x) + Dies) T en D;(Xn—s) 
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Us = ©, e) + ®, (x) + o, (25,) POE. 100% (meis) 


® e ° . . . . e. . * + 


PARENT ENS OR CNT SSP De lrg. 
„sinigue functiones illae: 
x — A(UyUu...., us.) 
X,— A, (u, Un Us, 00005 Umno) 
Ly — AU, Us US ov ee) Ung) 
se Tr CAT P^ Ed n al hr 
Ding = Ama (Uy U 13555 o, Zee. 
» gaudent functiones illae proprietate eadem, quae de functionibus tri. 
.»&ononetricis o£ ellipticis valet, ut illae pro argumentis binominibus 
ui, u, u, > Us Us cose, U, u MY 
a expri imantur al gebraice per functiones easder, quarum argumenta sunt 
„singula nomina 
UJ HEURES DU 


m-—9 
»atque 


d. RN, Ir. us 
us Us Us ec o»5 U nr} 


„sive ut functiones 
^, (u + uu, + u^ s ertt Une bu i) 
9 . . * . e e e? » [2 . ¢ > , 


Am (4 +e, Us Uy een, Umea tur.) 
5, exprimantur algebraice per functiones 
A (Uy Lis u.s os or, U nps) 
y, A, (u, Ui, Uy. CEE Ur) 
e e * D Ut, 9.9. ne | * e 


Nina (Us Up Usy ep ery Um) 
„algue 


Alu’, eL u^ s pes LIEN] 


À,(u', u Uo us o ud 


me Y ge VH quA TER 
jas 

Observo, functiones quaesitas e datis inveniri ope aequationis algebraicae 
ordinis (7:—1)", quae generaliter assignari potest per theorema Abelianum. 


8, 
Theórema Eulerianum exhibet integrale completum nee 


acquationis differentialis primi ordinis inter duas variabiles, in qua varia- 
Crelles Journal d. M. Bd. IX. Hft. 4. 51 


Ares D. 2 Te Uy, 9 9 $9 un.) 
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biles separate sunt. Theorema Abelianum exhibet m—-1 integralia com- 
pleta algebraica (id est, quae 7: — 1 constantes arbitrarias involvunt), 7; —1 
aequationum differentialium linearium primi ordinis inter 7 variabiles, in 
quibus singulis variabiles illae separatae sunt. Ordiamur rursus a casu 
simplicissimo transcendentium Abelianorum, quo X ad quintum aut sextum 
ordinem ascendit. | 

Eo casu aequationes dnas transcendentales: 

D (x) 4- (y) +2 (2) = D (a) + $0) 
©, (x) + Oy) + D, (2) = da) + 9,0), 
scimus per theorema Abelianum, locum tenere duarum aequationum alge- 
braicarum inter quantitates quinque x, y, %, @, b. Consideremus ipsas a, à 
ut constantes ; differentiatis aequationibus propositis, omnino abire videmus 
ipsas a, 6, quae igitur in aequationibus transeendentalibus sive in aequatio- 
zibus ben il quae earum locum tenent, sunt constantes arbitrariae. 
Hinc fluit theorema sequens: 
Theorema. 

„Sit f(x) functio rationalis integra. ipsius x ordinis guinti aut 
pp SEXE, SIE porro few) = X, SV), fo =Z, 
,aequationes duae differentiales lineares pri imi ordinis inter tres varia. 
p biles, in quibus Peas ARE x, y z depdnztoe sunt, 


vv Y L+ = 0 


ada Er zdz 
a xt ys YE mers 


,dua T pru integralia completa M T 

De transcendentibus Abelianis ordinis proxime insequentis simili 

modo theorema hoc habetur, 
Theorema. 

„Sit f(x) functio rationalis integra ipsius x ordinis septüni aut 

,0ctovi, sit porro. ue 
fw)=#, fa)=X, [erh f@=2Z, 

»Gequationes ires differentiales Jineares primi ordinis, inter varlabiles 
quatuor, in quibus singulis 1 variabiles WU, X, y, % separatae sunt, 


dw dx 

vx fau Lago 
10 dw CPU ER n zdzr 
vr Pay ale i aa Seer 0, 
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M err = cy ein iP. A E ie 
Ti tet Oe + = 0, 
»iria habent integralia completa algebraica.” | 
Quae theoremata facile ad numerum quemljbet variabilium et aequa- 
tionum differentialium extenduntur. Ipsa integralia completa algebraica 
generaliter suggerit theorema Abelianum. | 
Novimus, olim Ill. Lagrange in commentationibus Academiae Tau- 
rinensis , ab ipsa aequatione differentidli inter duas variabiles profectum, 
per methodos directas integrationis ad ipsum eius integrale completum alge- 
braicum ascendisse, atque ita methodo nova ac singulari demoustravisse 
theorema Kulerianum, quod ei tantam ipsius Euleri excitavit admirationem. 
Ita etiam operae pretium fore credimus, duarum illarum aequationum dif. 
ferentialium inter tres variabiles dua integralia completa algebraica, sive 
generalius 7 — 1 sequationnm illarum differentialium inter m variabiles 
m—1 integralia completa algebraica per methodos directas integrationis 
investigare, atque ita nova nec minus singulari demonstratione theorema 
Abelianum adornare. 
Regiom. 12. julii 1832. 
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99. 
Über den Ausdruck z = = logi. 


(Vom Herrn Dr. Schelibach zu Berlin.) 


-— 











Lp 
m+i (ebd) _ np—t+ tp): 
Mp us (n—i)(p — i) np—1—(n-+p) i? 


wenn ^ qu | 
: = En oder mn — n) Un Tp) = n° + 1. 
Man hat also d » R 
! "m U Uf X PY 
Lh log = ! log cope 
wenn " : 
oder 


3“ (m — n) (m — p) =: m° + 13 
Aus dieser Formel ergiebt sich der Werth von p, wenn 77 und m 
beliebig puce werden, Auf gleiche Weise lifst sich log wie- 


m-- 


der in log T log + zerfällen, wodurch log in die Summe dreier 


ühnlicher eoo e aufgelöset wird, und man übersieht leicht, dafs 


allgemein: 
CE E wi 


4, log PES log” TH prog "Hi +10 Er... Lie TT flog +10, 
wenn die Gleichungen. In iinden: - 


nm--1 AN 1 P 1 Tui Uwv--1 
5. Er. E VS TEL qp 7115-0, ooe€5 —— a ÜU, TR 2 ; 


in denen m, 2, p, 9, +09 U, V, beliebig sind, 


"x [A e oe 
Da mme — i, so erhält man: 


2 ; 2 i-i Lon El i. 
=- eee iG +54 TyTe)e46—14 1 2 y 


i 





Setzt man in den Bedingsgleichungen (5.) die Grófsen 7;— und 
n: 2, so kommt /V oder p zz 2, und daher: 
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i i Val Dii | 

E E CAPTER AIS. DE $i d 

no pci 2 (o = log om uses), OLE NT | 

Tire Es N3—i) pe kt ja sri nal Ü 
S. Dg i: TJ "53: 7 


Nimmt man wieder m = 1 und n—--p =¢ t= pos 5 an, so erhält 
man nach einander N=3, P=Y, Q=% und HR — 239, folglich | 





Bei E IY qs S AMT, 

2520. id 02 o (5-F5*(--239-L __ AP 5 3.53 D ML 

REX 0515153 (6 54293025 7 = Clas 1 1 i 
"aves | 


239 ^ 3.239: T &ag NOS PE 
Wenn man m==5 und n=p= 10 Setzt, so wird JV 2-3, P=.-- 515, 
10- dog 23615: 1 


o —515—;* 








im Dr um Orit ; verwandelt sich durch diese Werthe in 2 log 15 
folglich E die vorige Reihe für + über in: | 
/ Lil bd 
Pe — $10: t 3i e) 


3e, LORD —515-E) (230-4. _ 1 1 ) 
AE PE (10—3)*(—515—i)4(— DIU IEEE —4 1 — Alas n ~~ 3.5153 TEE V i 


1 AMET 
(5-5 2393 Te)! 
Wird log — 2 durch [m] bezeichnet, so lassen sich aus (3.) fol- 


gende Gleichungen leiten. x E v 
 U=243, M=BIF+0, DII 4-[13]1—[5]-2-[8], 
[4] — IH LA), [5] — [6] 3-31] I7] E18]. [6] 9 [7] 4- [43], 
[7] — [8] -- [57] = [91 -- 132] — [12] [177] 5... .. 
Eine gehörige Zusammenstellung dieser Gleichungen giebt: 

[1] = 213] + [7] = 2[5] + I7] 3-2 18] = 3[7] +218} 3-2 [18] — 
518] + 2[18] 4-3 [57] — 5[13] + 5[21] + 2[31] +2 [43] 4-3[57] =. ., 
wodurch sogleich ebensoviele Reihen für c entstehen. Die weitere Fort- 
setzung dieser Gleichungen wird, bei geschickter DM noch viel con- 
vergentere Reihen für x liefern. 

HI, Denkt man sich in /V(1) bis N(5) die Größen M, D, Dy ues. 
mit dem Factor 7 behaftet, so sicht man sogleich, dafs 








m--1 2. 1 1 f 
6. log =! es HUE 
wenn 
TIME Se 
u PERS 


oder 8. (m — n) (m —p) = (m-+- 15 (m — 1), 
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und dafs ganz allgemein : 


1 

9. eg E ost io et Le Hot tto 82:7 flog iu, 
wenn 

: nm—í x Np—i _ Pq—i T 0 imperil | 
19. ciis, Z— LY, PN = q | em os y cU De De YE 





e e | 7n ae ° 
Bezeichnet man iE log — durch [77], so können aus (8.) die 
Gleichungen gezogen werden: | 


[4i] [49] + [251], [49] = [55] +1449], 197] = 199] + Rev 
- [244] == [251] + [8749], 
oder, was dasselbe ist: | 


log? + 2l0g3—3log5+ log7e- Hr teu nU Lg Ten 


5log2 — 2 log3 — 2log 5 + log 7 = — gi "n 34798 mo LE 


5log2-l- log3-F2log5 —4log7 == — — a ans pu 


3 TÉ ME dy Es. 


Aus diesen 4 Gleichungen werden die Logarithmen der 4 Primzah- 


log 2 T 7log3 — 4 logs — log? == — Mech 


len 2, 3, 5, 7 durch stark convergirende Reihen gefunden. Die Zusam- 
menstellung solcher, obgleich auf anderem Wege erhaltener Reihen, 1st 
bekannt. Je mehr DOE man auf einmal berechnen will, desto 
convergentere Reihen lassen sich anwenden. Um z. B. die Logarithmen 
der Primzahlen 2, 3, 5, 7, 11 zu finden, könnte man sich der Gleichun- 
gen bedienen: | 

1199] = [244] + [1079], (971 = 199] + [4801], 1769] == [881] + [6049], 

[244] = [251] + [8749], [197] == [199] + 119601]. 

‘Es kommt bei diesen Zerfällungen darauf an, 77 und 7 so zu wäh- 
len, dafs sowohl = +1 und ni, als auch z:— n eim Product der Prim- 
zahlen ist, deren Logarithmen bercehnet werden sollen. 

Durch die Gleichungen (10.) kann man auch für einzelne Loga- 
rithmen sehr convergente Reihen erhalten, z. P. 

4 4 | b 


UE Yale. ri Vif d TE E / 4 j 
108 ze 2 3 (5 + 3.93 a ve 5.05 d ceo +) tr of 3 oar ln a -) — 21948 u. 3578498 a oe» Jj 5 


Needed es ue à (8 í y 
og 3 zu A PUE «ae © 9 * ^ whe Ag esaeco ana puce Ag VI t. unm d Wer ecealíás? 
; ltr Jtt xut Got 3318129383 1^ Jl 
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34. 
Note sur le théoréme relatif à une certaine fonction 
transcendante démontré dans No. 22. cah. 3. 


du present volume, | 
(Par Mr, Fa J. Richelot, prof. en math. à Koenigsberg.) 





Le théoréme de Mr. Abel, qui se trouve exposé page 200. du quatrième 
volume embrasse de nouvelles transcendantes en si grand nombre, dont 
les propriétés sont si remarquables et diverses, qu'on doit s'efforcer à les 
réduire à un nombre aussi petit que possible, C’est pourquoi il faut re- 
marquer, que l'intégrale de Mr. Minding se raméne aux fonctions ellip- 
tiques de la première espèce, tout eomme le théorème énoncé n'est autre 
chose, que le théoréme sur Paddition de ces mêmes fonctions. Mr. Le- 
gendre a donné plusieurs substitutions, pour ramener la plus générale 
fonction y F d x (a-]- Bac - ya*--02?)*5, P étant une fonction rationelle de 
©, aux fonctions eiliptiques, et il a réduit. l'intégrale ifs “da (1—2)-? à la 
première especee L'intégrale proposée avec son application mérite d'étre 
développée à cause de la simplicitó du résultat. 
En effet, si l'on fait: 


1. VA+ aa?) - a x +2, 


on aura pour la transformée: 


1 [t—z 2 7 DCN 
is ssec esl. 
1 7. ^ Jl] 


On peut démontrer aisóment, en fesant, d'aprós Mr. Mindin g: 
x aci ‚tra 
2 RAS ar, Ax en Nro Sat 


Ze 3 b 3 











et les quantités z,, *,, z, étant déterminées ainsi: 
3 


3 £ i ; 
Aw, =a'a,+2z,, Az, T= 6° 0,-3.5 x8 4X]-25, 
qu'on aura: | 








. nh 3 E Y 

3 4 fiz} 1 1.— zi ipee 3 ( o, v5 i 

——d—L—— en 2 |) — Ir 4 À — a m es 

De ii 2 1 2. i 3 - 2 À A — 20. A : 
Das‘ 4x ues Oz. À Ly AL, aA! 


c'est la quantité ajoutée dons le théorème énoncé. Car nous avons d'aprés 
l'équation (1.) ci a dessus 2 


i i—zi 


d'où sen sults, 
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1 Teig} N v3 ea 
er $m 2x dx = IS = 





dar 9 b 
Cette formule étant substitué dans l'équation (3.), elle devient; 
[25 +, le 237 +3 a x! —%, 2 
d. ne (ETES = 1 bras ) 
Z\ b ! 2% MN aoe x, Aa? * 


Mais M. Minding a déterminé d'aprés les écuations (2.) les | smivanfós formules : 


3 
xe, +x, == —3a-Luab’ et. ee oM. NES 


x, AL,—~—x,Ax, 2 
qui étant substituóes, l'équation (4.) devient identique. 
Yl sera ainsi évident, que le théorème proposé se réduit à l'addi- 
dom de trois fonctions elliptiques, et qu'on aura: 


; dz 





nt ax p 72 dz Mti dx 
CRY tr EET dr rs — +) pe 7 gr TA 
AN VIG)4-— Mare vt y4—z*5] 4* vi(z(4—z')] Jp yIz(4—z*)j 
en ayant entre les quantités 2,, 2,5, 2, une équation algébrique, qui cor- 
responde à l'expression donnée par. M. Minding: : 
gs mE jit abc 
Y » 5 à 
e , m oo az 4 ” 
L'intégrale definie: as z————- devient, en posant E tf a een 
PH Yiz(8—2)] 1 deret 
qui se réduit d'après l’article (41.) des exercices à ws 
TT 





ENT dg J 
y^. y3 : 3 j^ Y[1 (sin in 15°)? si sin Tal a3 ra [po io de 
1 nté s dz 
Pour fransformer l'intégrale: / j— —— ——-, on peut faire indifféremment 
UREN] att assis 


iune des deux substitutions suivantes: 


43 He 2+y3 PUO 
0 L———- 1,42 -—z 
cos Q = er $ a3) (our — —iV3— Sedo ped ET 
Le résultat de la USC sera: 


X dz dp à 
J, Sa ya. TS VT Gi us m iss Pio 1S, 30). 


D ‘où sen suit, que l'équation (5. ) devient: 

F (sin 15°, Q,) + Æksin15°, ®.) + F(sin15*, @,) = 4 F (sin 15°), 
ou, en posant Q —am(u, sin 15" ) KzF'sini$': 
| u, + u. +u = AK, 
pour la quelle nous avons l'équation suivante entre les quantités Us Lai 
correspondante À la formule (6.): 4 

— sinamu, == __ Sinamu, cos am LEN. am v, -]- sin aia La cosamu, Aam mt, 
1 — k’ sin? am (wy). sin? amu, = 6 


Koenigsberg, le 26. novembre 1832. 
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Ld 
9i 
Avis. . 

T. insérant dans ce journal tome-8. cah. 4. page 411. le programme 
du prix. de mathématiques proposé par lacadémie impériale des. sciences 
deSt. Petersbourg dans sa séance du 29. Décembre 1831, programme 
que cette illustre société avait dans ee but eu la bonté de transmettre 
au rédacteur, il a exprimé le désir. que. les académies des divers pays 
daignassent suivre l'exemple de celle de St. Petersbourg, en lui fesant 
parvenir les programmes des prix des mathématiques proposés par Elles. 
et ensuite les listes des écrits qui auront été corrennes. . Il voudrait con- 
fribuer par son journal à rendre encore plus généralement connus ces 
morceaux si importants pour la science; cette publication engagerait, peut 
être à entrer en concours quelques-uns des savans qui sans cela n'au- 
raient pas été instruits des problémes proposés, 

L'académie royale de Berlin vient de céder de son cóté à l'invi- 
tation de l'éditeur, en daignant lui transmettre le programme du prix de 
mathématiques publié par Elie en 1832, avec la permission de l'insérer 
daus son journal. En fesant cela ; il Lui présente respectueusement ses 
remercimens sincères de l'honneur qu'Elle a bien voulu accorder à lui et 
à son journal, | i 
: En méme tems il réitère l'expression du désir de recevoir les pro- 
grammes des prix des autres académies, et il adresse de nouveau à ces - 
illustres sociétós la priére, de vouloir bien les iui faire parvenir, et d'y 
faire succéder en son tems les listes des écrits qui auront été courronnés. 


Quaestio 


quam academiae regiae scientiarum  borussicae classis 

mathematica certamini litterario. in a. mpcccxxxv1 proponit. 

| promulgata in coetu sollemni anniversario Leibnitianae 
memoriae dicato d. v. Jul. a. wpcccxxxn. 


Inter tres cometas, quorum revolutio eircum solem repetitis observatio- 
nibus determinata est, is praecipue, quem plerique ex viro clarissimo 
Biela denomivamus, singulari cura persequendus est, Qui quum in sin- 
gulis periodis, prae omnibus aliis corporibus caelestibus, orbitae lovis et 
Terrae valde vicinus feratur, hi plänetae et necesse est ut magnam in 
eius cursum vim exerceant, et fieri potest ut ab ipso perturbationes pa- 
tiantur haud negligendas. Prius aunis 1782, 1794 evenisse videtur ,. cum 
magna differentia elementorum orbitae cometae ex observationibus anon 
Crelle's Journal d. M. Bd. IX. Hft. 4. 52 
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1772 deductorum, atque eorum, quae anno 1805 reperta sunt, hac ra- 
tione sine difficultate explicari possit. 
Postquam anno 1826 cometa ad solem reversus observationibus 
nostris se praebuit, solus Clar. Baro de Damoiseau, astronomus Pari- 
siensis, perturbationes cometae per spatium annorum 1805 usque 1826 
calculo subiecit, tanta approximatione, ut inde tempus, quo cometa rursum 
terrae conspicuus fieri possit, in mensem Novembrem anni 1832 deter- 
minatum sit, Desideratur tamen examen completum omnium quae ex- 
stant observationum. 
Academia Berolinensis, ut ad disquisitionem hane, inter astronomi- 
cas gravissimam, perficiendam excitaret, 
,, Determinationem orbitae verae cometae huius, ex omnibus quae ex- 
stant observationibus, ne iis quidem quas hoc anno institutum iri 
„speramus, exclusis," 

certamini publico proponendam deerevit. 

Desiderat Academia primum accurratam disquisitionem de fide et 
diligentia observationum hucusque institutarum, ifa ut inde, quam illae 
exactae sint, constitui queat, atque errores quantum fieri potest minuan- 
tur. Praeterea singulae partes calculi perturbationum ita proponendae erunt, 
ut et analytica evolutio terminorum, quam auctor secutis sit, et quos ter- 
minos calculo numerali persequendos iudicaverit, inde elüceat, simulque qui- 
bus auxiliis usus sit ad errores calculi vel evitandos vel aperiendos, Post haec 
orbita cometae ita determinanda erit, ut ea omnibus observationibus, perturba- 
tionum respectu habito, quam maxime satisfaciat. Quodsi differentia inter 
theoriam et locos observatos tanfa prodierit, ut eius causa erroribus ob- 
servationum tribuenda esse non videatur, eae hypotheses in subsidium 
vocentur, quibus in aliis cometis usi sunt astronomi ad discrepantiam simi- 
lem tollendam. | | 

Terminus, quo tractatus bujus argumenti 'secretario Academiae 
transmittendi sunt, ob magnum, qui requiritur, laborem in. diem‘. mensis 
Martii anni 1836 dilatus est. . Fronti commentationis symbolum inscriben- 
| dum est, addita schedula obsignata eodem symbolo instructa, quae intus 
contineat nomen auctoris. 

Praemium quinquaginta ducatorum aureorum adiudicabitur eodein 
anno in conventus publico Academiae, in memoriam Leibuitii habendo. 
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36. | 
Aufgaben und Lehrsitze, 


erstere aufzulösen, letztere zu beweisen. 





(Von dem Herrn Prof, Plücker zu Berlin.) 
Lehrsätze. 
Neue Sitze über das umschriebene und das eingeschriebene 


Sechseck. 

^  #renmärgend eia Kegelschnitt und ein um denselben beschriebenes 
Sechseck gegeben sind, so werden irgend zwei Seiten dieses Sechsecks 
von den vier übrigen in 8 Puncten geschnitten. Diese acht Puncte lassen - 
sich durch 12 neue gerade Linien mit einander verbinden. Diese 12 neue 
gerade Linieg schneiden sich in 42 neuen Puncten. Von diesen 42 Puncten 
legen 6 nach einem allbekannten Satze auf einer durch den Durchschnitt 
jener beiden Seiien gehenden geraden Linie; 12 liegen zu vier auf drei 
geraden Linien; 24 liegen; paarweise, auf solehen 12 geraden Linien, 
welche zu drei in den vier Berührungspuncten auf den vier übrigen 
Seehsecks- Seiten sich schneiden, 


iL. Wenn irgend ein. Kegelschnitt und ein in denselben beschrie- 
benes Sechseck gegeben sind, so lassen sich irgend zwei Winkel- Puncte 
‚dieses Sechsecks mit den vier übrigen durch. 8 neue gerade Liuien ver- 
binden. Diese acht gerade Linien schneiden sich in 12 neuen Puncten. 
Diese 12 neue Puncie lassen sich durch 42 neue gerade Linien mit ein- 
ander verbinden. Von diesen 42 geraden Linien gehen 6 nach einem 
allbekannten Satze durch. ein und denselben Punct derjenigen geraden Linie, 
welche jene beiden ersten Winkelpuncte des eingeschriebenen Sechsecks 
verbindet; 12 schneiden sich zu vier in drei Puncten; 24 schneiden sich 
paarweise in solchen 12 Puncten, welche zu drei auf den vier Tangenten 
in den vier übrigen Winkelpuncten des Sechsecks liegen, 


Die vorstehenden beiden Sätze sind durch das Princip der Recipro- 
eität mit einander verknüpft. | 





a 





ma peer 


%. Wenn irgend ein Kegelschnitt gegeben ist, und man von irgend 
einem Puncte © aus nach beliebiger Richtung vier gerade Linien zieht, 
welche denselben in vier Puncten - Paaren 4 und A, B und BY C und C', 
D und D’, schneiden, und dann endlich die vier Puncte 4, B, C, und D 
mit den vier übrigen 4’, B', C^, und D' durch gerade Linien verbindet, so 
erhält man dreimal vier solche Durchschnittspuncte dieser geraden Linien, 
welche mit dem Puncte O in gerader Linie liegen. Diese zwölf Puncte 


können wir aul folgende Weise bezeichnen und zusammenstellen : 
b 
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(AB, CD), (BA, DC), (AC, BD^, (C 4, DB’); 

(ASH! DCN. (Bid C DS CADE BG V DA TO DS 

(4C', DB, (CA, BD (a4 D'SCB°) (D A’, BC). 

Wenn wir beliebig die beiden Durchschnitts - Puncte auf jeder der 
vier durch © gehenden geraden Linien mit einander vertauschen, so er- 
halten wir im Ganzen acht mal drei neue durch O gehende gerade Li- 
nien, von denen jede vier Durchschnittspunete enthält. ) 


il. Wenn irgend ein Kegelschnitt und eine gerade Linie gegeben. 


sind, und .man legt von irgend vier Puncten dieser-geraden Linie vier 
Tangenten-Paare a und a‘, b und £', c und c, d und Z' an den Kegel- 
schnitt, so kann mau die Durchschnittspunete der Tangenten a, b, c und d 
und der Tangenten e', 6’, ce‘, und d‘ durch dreimal vier solche gerade 
Linien verbinden, welche in demselben Puncte der gegebenen geraden 
Linie sich schneiden. Man kann auch hier die durch denselben Punct 
der gegebenen geraden Linie gelegten beiden "l'angenten beliebig mit ein- 
ander vertauschen, 


(Vow Hrn.-Prof. Gudermann zu Cleve.) 


Aufgabe, 
I. Die Reihe por à 
c 1.x* 5.22.2! Jr x as opo 
VY iia -———— "C epe UL a Re DE LE SP MEN DCI À q s (— 1 y: EE p ups caasa rer COD 
/ i 1.2 1.2.3 1.2,9,4 ^ 71,2.3,... «(e +1) 


kann nicht wohl dazu, gebraucht werden, um von den beiden Zahlen x 
und-y die einé aus der anderen zu berechnen; wie kann der Zusammen- 
hang unter ihnen auf eine einfachere Art ausgedrückt werden? 
Ist z, B. 2 — 23, so ist y — $9921... 
: s 1 1 
1l. Wenn man ios y, lov(á--:3) und >. in Reihen ent- 
| : Sys 085 TY, 1 4-log(i-4-5) t 
wickelt, welche nach Potenzen von x fortgehen, wie heilsen dann ihre 
allgemeinen Glieder ? T i 
M MÀ À—Àc SR RIOT Te Fl 
| Druckfehler, 
Bd. 8. He. 1. 8.45. 2. 15. v. o. vauls es heifsen: 
1 p E 
ist = 1-4 777—448 (n—2) +79 (a2) (n— 3) ete, 
S. 46. am Ende, mufs es heißen: + "NB (n—m--1)} (n—m-—2 
Hit. 2. S. 193. mafs es heifsen: 
é. Gs Gan + Opn--ms Gap TT Grp e Ün-—ins ay, == big, Rn +2) + CEE” 9 


gn (br m bum see bn—p+i)s 
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areas 


Le dernier cahier contenait une partie d'un mémoire de Véditenr sur la décom- 
position des fraciions algébriqnes rationnelles, dont la suite devait dire iusérée dans 
celui-ci, et le mémoire était en effet fini avant le commencement de l'impression da 
présent cahier. Mais il s'est présenté depuis d’autres mémoires, ‘que l'éditeur croit 
devoir intéresser d'avantage le public; il a donc cru convenable de céder pour le mo- 
ment la place à ces nouveaux méinoires en renvoyant le sien au cahier prochain, le- 


quel en contiendra la suite et la fin. 
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Theorie der Kettenbrüche und ihre Rares 
(Von dem Herrn Dr. Stern, zu Gottingen. ) 





Erstes Kapitel. 
“4. Allgemeine Eigenschatten der Kettenbrüche. 


l. 


Ein Kettenbruch (continuirlicher, zusammenhängender, stetiger Bruch) 
ist ein Bruch, dessen Nenner aus zwei Theilen, die durch + oder — 
verbunden sind, bestebt, von welchen wenigstens der eine wieder ein Bruch 
ist, Bezeichnen daher die Buchstaben 4, 4, c, d beliebige Ausdrücke, so ist 


Lc 
(Xu 
das allgemeine Schema eines Kettenbruchs. Zuweilen ist der Kettenbruch 
noch mit einem Ausdrucke £ durch + oder — verbunden. Man nennt 
alsdann auch den Ausdruck 
2 4t. 


I+ 


+7 
einen *) Kettenbruch. In der Regel ist 4 wieder ein ähnliches Aggregat 
zweier Theile, von welchen wenigstens der eine ein Bruch ist, der Nenner 
des letztern wieder ein solches u. s. w., bis zu einer gewissen Grünze 
oder bis in das Unendliche, Im ersten Falle ist der Kettenbruch ein en d- 
licher, im zweiten ein unendlicher. Kettenbrüche sind keine, ihrer Natur 
nach abgesonderte Art von Grölsen; im Gegentheil kann ein Kettenbruch 
jede beliege Art von Grüfsen ausdrücken; nur ihre Form ist es, die sie zu 
einem besonderen Gegenstande der Betrachtung macht. Die einzelnen 
Brüche, aus welchen ein Kettenbruch zusammengesetzt ist, wie z. B. in (1.) 


7; nenne ich Theilbrüche, ihre Zähler, wie a, Theilzähler, ihre 





*) Fast in allen Schriften ist die Definition der Kettenbrüche unbestimmt gege- 
ben. So z. B, sagt Eytelwein (Grundlehren der hóheren Analysis Th. 4. $. 247.): 
ein Kettenbruch ist ein solcher, dessen Zähler aus einer ganzen Zahl, der Nenner 
aber aus einer ganzen Zahl und einem Bruche u. s. w. besteht, wührend dort z. D. 
Brüche vorkommen, deren Zähler Wurzelgrófsen sind, wie in $. 390. Einen ähnlichen 
Fehler findet. man in Kausler's ,, Lehre von den Kettenbrüchen.? 
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Nenner, wie 6, Theilnenner. Ist der Kettenbruch von der Form (2.), 
so nenne ich auch 4 einen Theilnenner. 
= 

Man kann freilich bei Betrachtung der Keitenbrüche, diese als 
willkührlich gebildete Ausdrücke annehmen; aber wegen mancher fol- 
genden Betrachtung ist es gut, sich E Entstehung auf folgende Weise 
zu denken. Es seien A, B, C, D, E, ...., a, Db, a‘, bY, a^, bY, woe 
beliebige Ausdrücke, und 44 = a B+b 3i Bat C--UD, C= a^ D+ b" E 
WU. S. Wes 30 ist 


A JOY b 
EY Sear Ue ae Peon 
B ‘D bf 
cn er UE 
C RE PROD od d 
py bp 
folglich = = ats ib b' —Q, » uud man würde den Kettenbruch noch wei- 
a’ men 
D:E 


ter führen können, wenn man, auf ähnliche Weise wie im Vorhergehen- 
den, D aus E uud F u.s. w. ableitete, Da nun a, 5, a’, b', u. s. w. Jede 
Grófse bezeichnen kónnen, so darf man jeden Kettenbruch, als aus einer 
Peihe von Ausdrücken 4, B, C u.s. w., die auf die bezeichnete Weise 
"zusammenhängen, entstanden, betrachten. Es ist daher sehr leicht, einen 
LA cea Bruch in einen Kettenbruch zu verwandeln. Ist z. B. der 
Bruch + DE eds so setze man 45 = 3.13 + 1.6, 13 = 2.6 + 11, 


6 256.1 4-0, also jT |, oder man setze 45 — 2.13 ]- 1.19, 


13— 1.19—1.6, 19— 3.641, 6=6.140, ao 2 —2--- 4 , 

3 ++ 
Auf ühnliche Weise kónnte man noch andere Kettenbrüche erhalten, die 
dem Bruche #5 gleich wären. Mau sieht hieraus zugleich, dafs mehrere 


Kettenbrüche dem Werthe nach gleich sein kónnen, ohne identisch zu sein. 


3. 

Es soll nun zuerst die Theorie der endlichen Kettenbrüche ab- 
gehaudelt werden. Ein solcher hat, als abgeschlossener arithmetischer 
Ausdruck, im Allgemeinen, immer einen bestimmt angebbarcn Werth, 
wiewohl dieser in einzelnen Füllen imaginair oder unendlich klein werden 





i —4À——— Pam D E PEE, 


Aaa cu» 
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kann *). Dieser Werth kann durch ein recurrirendes Verfahren auf doppel- 
tem Wege gefunden werden. Es sei der **) Kettenbruch 
b 
3. at — bi 
EE: 


| Om 

d Dm 

Am—ı Gr ER 

m 
gegeben, und @, 4,, Gy +e im Allgemeinen unter sich verschiedene 


Grifsen. Man verwandle zuerst den Theil a poe in einen gewöhnlichen 
i 











ee b -b . . . b 
Bruch, und man erhält a Mp -— th; für e, substituire man a, du 
2 
, a(a,-+—2) +b; 
und man erhält a --— , 5; = — 2^ ——: letzteren Werth verwandle 
3 Mair = mdi #2 
y a, 


man in einen gewöhnlichen Bruch und substituire in diesem für a, den 
b ® . eo 

Ausdeuck , +, und verfahre mit dem Resultate wie früher. Setzt an 
3 


diese Operation fort, so erhält mau zuletzt den Werth des ganzen gege- 
benen Kettenbruchs. Denselben Werth kann man aber auch finden, wenn 
man den Kettenbruch von unten herauf in einen gewühnlichen verwandelt. 


bn Am—1 Amt bm, 





Man hat zuerst à, 3-77 — —— ,— ; man substituire diesen Ws 
m m : 
: Duns E Bun 
statt @„_, in dem Bruche a+, und man erhält „+ — , bm = 
Gneci am + — 
S E Gm 
Dis ° ; 
Geum SALUE > letzteren Ausdruck verwandle man wieder sa einen 
nel ® m m 
Am - 
gewöhnlichen Bruch, und substituire den erhaltenen Werth statt ¢,,_, in 
Dinas 





dem Bruche @,,_: + , und verwandle das Resultat wieder in einen ge- 


wöhnlichen Bruch, Fährt man auf diese Weise fort, so mufs man, wie 


——————— attt 


G;n-—a 


mi oua ge 


c 9 
#*) Wiewohl früher gesagt wurde, dafs die einzelnen Theilbrüche durch + oder 
— verbunden sein können, so drückt doch der Kettenbruch (3.) jeden beliebigen Kei- 
b, - T (— b, 
-— ‚so w mat 
cata so wäre dies — ab TCU 
man mufs daher immer nur die Ausdrücke a, b, u. s. w. mit ihren Zeichen nehmen. 


1* 


*) Wie z. B, ia den Brüchen Al 





tenbruch aus, denn hatte man z. B. a— 
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leicht einzusehen ist, den Werth des ganzen Kettenbruchs erhalten. Den 
Kettenbruch (3.) bezeichne ich dureh F(a, c,), uud den ihm gleichen 
gewöhnlichen Bruch nenne ich den reducirten *) Kettenbruch (a, @,,). 
Den Zähler dieses letzteren bezeichne ich durch c, «,. Überhaupt soll auf 
ähnliche Weise F(«,, «,) einen Kettenbruch bedeuten, dessen erster Theil- 
nenner —=a;,, dessen letzter = 4, ist, und **) @;, @,, ist der Zähler des 
reducirten Kettenbruchs F(a;, 2,). Ber Nenner des reducirten Ketten- 


bruchs (a, a,„) ist alsdann — @,,.¢,,. Denn es ist Fe, @,, =a L—— Pun d ai 
Gr 5 Am 
nun ist @,,¢,, der Zähler des reducirten lee F(e,,0,); nennt 


man daher seinen Nenner p, so ist F (a, @,,) = à + —— — 7 "1 LL ent e 


Ars 0m — Qr, Om 
P 
a« a ; @. . ee . 
also F(a, a,,) — ——7—. Ganz auf dieselbe Weise kónnte man zeigen, dafs 
ay, Im : 


al, Gm 


überhaupt F(a), 2) = - ae 

F(a, an), F(2,,a,), F(8,, *,) u. 8. We in gewühnliche Brüche verwandelt, 
so wird in diesen, der Nenner eines in der Reihe vorhergehenden der 
Zühler des ou sein. Da nun F(a,, c,) = += ist, so wird 


te b 5 , Am 

€ o» Hg , Am r*@s_, Am 

F E On) = € + 3 ind a, 2,27 4.0,,0,,-]- 5,.0,, Fine 
16 


ist, d. h., wenn man die Kettenbrüche 





Gz, Am Gy, Am 
Q5 , 2m 
Eben so kann man zeigen,. dafs überhaupt 


A, C3 Am = Mo Qs, Amt Dia » Cites G, e. 

Hierdurch ist eine Recursiensformel gefunden, die der zweiten oben gege- : 

benen rekurrirenden Reductionsmethode entspricht, Kennt man nemlich 

den reducirten Bruch F(a,,, 2,), also dessen Zähler &,,,,a, und Nenner 

1425 Emo 80 kennt man zugleich den Nenner des reducirten Bruchs 7 (a,, o,,), 
und findet den Zähler durch die Formel (4.). 

4. 
Es ist wichtig, den Werth des Kettenbruchs F(a, c,) auch auf inde- 
pendentem Wege finden zu können, d.h. unmittelbar aus den Theilzählern 





9) Es wird hierbei immer vorausgesetzt, dafs während und nach der Reduction 


keine etwa môgliche Zurückführung der Brüche auf kleinere Benennung vorgenom- 
50 


20 
men wird. Wäre z.B. F (a, am) = 1+— &4--- 8 DUE ig» 80 wäre a, am nicht — 25, 
sondern = 50. 
##) Man bemerke, dafs am, am == 4; iste Hat der Kettenbruch nur zwei Theil- 
nenner, a und a,, SO ist 4, m == d, 4,5 ry Am = di. 
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und Theiinennern des Kettenbruchs den Zähler und Nenner des ihm 
gleichen gewöhnlichen Bruches abzuleiten. Hierzu führen folgende Be- 
trachtungen. Man bilde zuerst die Zühler der Brüche 7(a,, a,), F{a._.,4.); 
diese sind bezüglich @, und &,,,a, Man setze jedem Gliede des Aus- 
drucks 2,.,,0, den Theilnenner e„_,, und a, den Theilzühler 5, , vor, 
und addire die Producte, so hat man a,,_,, 2, (nach Formel 4.). Setzt 
man jedem Gliede von @„_,, c,, den Theilnenner c,, , jedem Gliede von 
0, ,5,0, den Theilzähler 5, ., vor, so erhält man a„_,, @,, und wenn 
man auf diese Weise fortführt, erhält man den Zähler des Bruches F(a,a,,) 
und zugleich den Nenner, da man zugleich den Zähler des Bruches F(a, , a,,) 
bildet. Ist z. B. Zähler und Nenner des Kettenbruchs F(e, a,) zu finden, 


so hat man 2,0, = 

a, Q, | 
di a, A 
a, | & on 
DE Nm 
b, b, 
TR 
1 Qs by. 
b, b, Ta: 








$9 9 © 





YR À 
- 


e 





also F e a) = Z Zn 
> 4 


Man kann den Werth a, a 3 aud auf eine ud Weise finden. 
Es ist 09,.,, 0, == lan tm} im» Hier erhält man das zweite Glied, indem 
man im ersten für @„_,0„ den Werth 4,, substituirt und dioses Resultat 
zum ersten Gliede addirt. Eben so ist 

En Om Una ent Duc T D rio 

Man denke sich nun das Product 6;,,,.0,,....0,, setze in demselben 
€,..,0,, == b,, und addire das entstehende Product zu dem vorigen, man 
substituire 5, ., statt @,,,@,,., und addire das entstehende Product zu den 
vorigen. Auf dieselbe Weise fahre man fort, indem man überhaupt, wo es 
angeht, in den schon vorhandenen Gliedern 5, ,4, statt a, ,a, ,4, setzt, 
und die erhaltenen Producte zu den früheren addirt, für r allmählig alle 
Werthe von 1 bis m setzend, Die Summe der enstehenden Producte, 


das erste Gi, mifgerechnet, sei &,,,....0,. Dieselben Substitutio- 
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nen mache man in dem Producte a;..,,4,, mit dem Unterschiede, dafs man 
noch in allen, auf diese Weise erhaltenen Producten, wo es angeht, den 
Werth bu, statt @, 4, setzt, und die so entstehenden Producte zu den 
schon vorhendenen addirt. Die Summe aller dieser Producte bezeichne man 





darch Qy.0998my es ist also Dye vee e Gm, = Me Qigy 0000 lm dipı » Oro ser Ame 


Nun ist aber auch 4;,4, == Qj, G14i 5. Om Orgs» Cita 9 Am» und da 2,.,.84 


mn 





= Ours Im; meo ee Am Amer 3 Am» SO mufs überhaupt aie sf == pla 
sein. Um also z. B. den Werth von a, 2, zu finden, schreibe man zuerst das 
Product @,a,¢,0,@,; man setze 5, statt 250,, so hat man 2 2,0,050, + a 0, 0, 54, 
dann setze man 5, statt a,0,, und man hat 20,0,0; dy aa,0,0,- 80,0504; 
dann 5, statt 2, 2,5; dies giebi aa, 0,250, -]- aa, a,0,-- au, ba, + 40,048, + 
ab, b, , endlich à, statt a c, , und man erhält «2,0,0,0,-- 2a, 0,5, - 2 2, 04a, 
+ab,a,a, + ab, b, + b,a,0,2, -- b,a,b,b,6,a, — a,a,. Diese Methode läfst 
noch eine Abkürzung zu. Statt nemlich in den Gliedern, welche z.B. aus 
der Substitution 5,, = Anı Im entstehen, für @„_3@„_.. den Werth 5, , zu 
getzen, kann man unmittelbar in dem ersten Gliede aa,....a,, statt 
non mand. den Werth b,_,b,. substituiren, und so in allen ähnlichen 
Fällen. Man kann also diese Methode auf folgende Weise bezeichnen. 
Will man den Werth von 4,4, finden, so wird sein erstes Glied 2.0,....0,, 
gein; man setze un, — 5,5 0,9, = biere Om 0, ==, und substituire diese 
Werthe allmählig in @a,....@„. Dadurch erhält man einen Theil des Re- 
sultats, Mau mache aus den Elementen /,, b,.... b, alle Combinationen 
der zweiten Classe ohne Wiederholung mit Weglassung aller Glieder, in 
welchen zwei auf einander folgende Elemente vorkommen, und unter 
derselben Einschränkung alle Combinationen ohne Wiederholung zur drit- 
ten, vierten u, s, w. Classe, und substituire die erhaltenen Formen statt 
der gleichgeltenden Producte in &0,....Q,, Ist m eine ungrade Zahl, so 


ten 


mufs man alle Combinationsclassen bis zur , Wenn 77 eine gerade 





ten i : 
Zahl ist, bis zur 3 | bilden; im ersten Falle hat die letzte Classe nur 


ein Glied 5,5,....5,, im zweiten zwei, b, by ns On Und sb eee 
Sucht man z.B. den Werth von a,«,, go ist das erste Glied 22,a,2,6;, 
und man erhält daraus die übrigen, indem man setzt, «a, — 5,5 a,¢, — 6,; 
q,ü,—b,, 9, =b, @0,0,0, =bb; aan bb; a,0,050, — baby, 
und diese Werthe allmählig in a a, 0,0, a, aubstituirt. 
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Wollte man den Werth des Bruches Z(o6,,0), d. h. des Bruches 


a 4I ERS finden, so ergiebt sich aus dem Obigen, dafs man den 
Zähler 8,5 @ finden wird, indem man als erstes Glied a, .... « setzt, dann 
Q,, An == Omg Im-ı Ame == dm, U. Se We setzt, und mit den Elementen 2, ... 
eo. b,, wie oben angegeben wurde, verfähri. Hieraus sieht man, dafs die so 
entstehenden Glieder völlig denen des Werthes a, a, gleich sind, und nur 
in anderer Ordnung erscheinen, man hat daher*) (B.) «,a,, — 2,4, .... 
9. 

Die Formel AJ. zeigt, dafs die Anzahl der Glieder, die den Zähler 
a, a, ausmachen, so grofs sein muls, als die Anzahl der Glieder, die e,, 2, 
ausmachen, und der, die @,, @,, ausmachen, zusammengenommen. Denkt 
man sich die Zahlen, welche die Anzahl der in 2,5; 6,... 0,5; ans Am: 
«coe @, 0, enthaltenen Glieder angeben, in einer Reihe verbunden, so ist 
diese eine recurrirende, in der jedes Glied die Summe der zwei vorherge- 
henden ist; die Zabl der in «,, 2, ,, @„ enthaltenen Glieder ist bezüglich 
1 und 2, also die Reihe 1, 2, 142, 3+2, 5+3.... Diese Reihe ist 
als einzelner Fall in der Reihe a, bax, (a 4-5) x^, (e -22)a?, (2a 4- 35)x* 
enthalten, wenn man in letzter a=r=1, b= 2 setzt; und letztere ergiebt 
sich, wenn alle Glieder mit -]- verbunden sind, aus dem Quotienten 


EA Will man also die Anzahl der in a, o, enthaltenen Glieder 
finden, so braucht man nur das mte Glied der aus diesem Quotienten ent- 
springenden Reihe zu suchen, indem man das Anfangsglied a nicht mit- 

zählt, und dann a=xr=1i, b=2 zu setzen. Dieses Glied ist —**) 
x"[p'C.e--p" C (b—a)], wenn man unter p "C, p" C alle Combi- 
nationen aus den Elementen 1, 2 zur Summe 77 mit vorgesetzter Permu- 
tationszahl versteht, und also die Summe der Glieder vou e, a,, —p C+ 


"UC. Nun wird 








#) Es sei ein Kettenbruch EET gegeben; man soll einen anderen finden, in 


dem die Theilzahler und Theilnenner in umgekehrter Ordaung erscheinen; der zweite 


Kettenbruch ist also = — UT —_ fe, [st z, B. — 2". — 1 += cm 
Amy) 0 = Uma 9; , Gm 3 L = 





50 ist a, am = 233, a, Um; = 29 und 233 74-2 


15 5 +342 


94) Man vergl. Thibaut’s Analysis 2te Ausg S. 42. 
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etc. 





m m-—3.m—2 , m—9.m—4.m—8 m—7.m—6,m—-5.m— 41 
cm AT oe | 

















"C= it m—2 de à a ms mn Sic! 

Addirt man die unter einander stehenden Glieder, und bemerkt, dafs 

m — n. m—n-H...m—n-tr m—n-H..m—n-+r ^ (m—n m—n-4-1...m—n-tr 
1.2....r4-1 "P [DT -(u +1)( Tum ) 

= mnt poeme re ist, so findet man die Summe der Glieder 

Son ce mie en nahn ete. 


Man kann diese Summe auch finden, ohne auf die Theorie der re- 
currirenden Reihen einzugehen, und zwar unmittelbar aus dem independen- 
ten Verfahren, durch welches früher der Werth von €, a, gefunden wurde. 
Den Ausdruck 2.4,.... 0, giebt ein Glied der Summe, dann hat man so 
viel Glieder als Theilzähler vorhanden sind, hier 77 Glieder, ferner so viel 
Glieder als aus 72 Elementen Combinationen zur zweiten Classe ohne Wie» 
derholung gebildet werden können. Ohne Einschränkung wäre deren An- 





zahl a x 1, da aber in den Combinationen, die mit 5, anfangen, nicht 2,, 
in denen, die mit 5, anfangen, nicht 5, u. s. we vorkommen kann, so wird 
die Zahl der entstehenden Combinationen dieselbe sein, als wenn nur aus 


m —1 Elementen alle Combinationen zur zweiten Classe gebildet würden, 





also m —2 Auf dieselbe Weise findet man, dafs, unter der erwähn« 


ten Einschrünkung, die Anzahl der Combinationen zur dritten Classe aus 
m Elementen, dieselben ist wie die Summe aller Combinationen zur drits 
ten Classe aus 7: —2 Elementen, da in den Gliedern, die mit 5, anfangen, 
nicht 4, und 43, 4; und 5, etc., in denen, die mit 5, anfangen, nicht 4, und 
b,, b, und 2, etc. zusammen vorkommen dürfen, also — NOT ae 
Fährt man auf diese Weise fort, so sieht man, dafs mit der erwähnten 
Einschränkung so viel Glieder in der rten Combinationsclasse aus m Ele- 
menten enthalten sind, als ohne dieselben in derselben Classe aus 72—r-+1 
Elementen, und man findet dann die entstehende Summe mit der oben 
gegebenen übereinstimmend, siebt aber zugleich, wie die einzelnen Glieder 
derselben entstehen. Hieraus ergiebt sich zugleich ein Mittel, eine andere 
Aufgabe rnit Leichtigkeit zu lósen, nämlich wenn der Kettenbruch (a, a,,) 
gegeben ist, und alle Theilnenner identisch, also = a sind, eben so alle 





rg 


Fig © mdi ae 
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Theilzühler = 4,, den Werth des Bruches aus den drei Grófsen a, b,, m 


zu Inden. Hie? ist a ga. oS a", 6.0,.., hg 55.0, oe 0, s a, etc. 


— a" etc. Man kann also alle Glieder, in welchen die Theilzähler zu 
Combinationen derselben Classe gehören, zusammenfassen und erhbiilt - 


= — m-—2 3 
e, Om — ant -E m, b, 0 |l ————— 1.2 DE am 0005 etc. 
eben so 
ibs m—92.m—3,. e 
4, Uy = Ay Om = a" +m— 1.b, an + MB p Lan ete, 


Da die Ausdrücke 4,,; €&,.,, 9,5; .... Q, 2m in diesem Falle eine recurri- 
rende Reihe bilden, indem man jedes Glied «;, «,, aus den zwei vorherge- 
henden durch die Formel «a, a, — a.0;,,, €, --5,.0,,,, v, findet, so 
könnte mau auch den Werth von o, c, finden, wenn man das rnte Glied 





. . a+b,x ; 
nach dem Anfangssliede der aus dem Quotienten "ut Bak entsprin- 
: Í-—2a35— b; = 


genden Reihe entwickelte und x — 1 setzte, was ich jedoch hier nicht wei- 
ter ausführen will. Einen anderen Ausdruck für c, c, findet man aber 
auf folgende Weise. Man bilde aus den Gliedern 1; «,; o, ,, a,.... 
eine Reihe, deren erste Glieder im vorliegenden Falle 1, a, «+5 sein 
werden, und vermöge des Gesetzes wie sich jedes Glied aus den zwei vor- 
hergehenden bildet, werden die Glieder dieser Reihe den successiven 


Gliedern der aus dem Quotienten ;——  —7;—; entspringenden gleich sein, 


wenn man x=— 1 setzt, und zwar wird das m--ite nach dem Anfangs- 
gliede den Werth von a, x, geben. Nun ist 





1 m [a --Y (a? -- 4 0] :2 V (a? +45) 1 [at Y (a+ 45)]: 2 Y^ (024-40) 
1 —ax--bx* "OE À = (EE +4 2) PE jc (zcv Gg, b 





Da nun das mte Glied der aus dem Quotienten À entspringenden 


Reihe AB” x” ist, so ist *) das ;2te Glied der aus 
genden Reihe, wenn man x = 1 setzt: 


Va 4b). fat Va? --4 bv ,. Y (22-45) —a ,, fa V (a? 4 By" 
eh) x (e 2 ) ^F rcs DV (a? +45) x ( 2 E) ; 


oder da EEG ILI a+ y (ia 42), 


= La EVENT, [V Gab — sal 
—— 2Y (ia*4-b) 2V (ie -E5 * 


icu mbet entsprin- 














*) Man vergl. Euler Introd. in anal. infinit, Cap. 13. 
Crelle's Journal d. M. Bd. X. Hit. 4. 2 
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und das 7 + ite Glied, d. h. 
a. = [a+ Y (i a? -0)] 3 — [$a —Y ($a? 3-5) ** 
ma - 2V (ia*--b) 
und 
ET cB atv (a*--0)]**—[£ a —Y (5 a?--b)]"*** 


a, MÀ — 

Ela) En nam T BY a tue V Gere D 
. —2 . — . 

Setzt man e=b=1, so wird a, 2, 21-1 m nn etc. Diese 


Summe drückt aber auch die Zahl der in a, a, enthaltenen Glieder aus, 
(ER ( ue) 
2 3 


folglich ist diese = ————-———75; — — —— it). 








—— 


*) Für den Fall, weun b, — 1 ist, hat schon Herr Clausen die entsprechende 
Formel gegeben, Journ. für die reine und angew. Math. Bd. 3. S. 88. und früher Dan. 
Bernoulli inden Nov. com. ac, petr. T. 20. in einer Abhaudlung de fract. cont. pag: 10. 


**) Die Vergleichung der zwei gleichen Ausdrücke 
a" m. b, amie = A À 0) Hu À à Velo Tee 
2V (&a*--b) 
führt zu mehreren merkwürdigen, auch sonst bekannten, und auf andere Weise bewie- 
senen Summationen von Reihen, die aus Binomialcoefficienten bestehen. Man setze 
m+3 
V(La?-+-b) = x, und nenne den rien Binomialcoefficienten der m-2ten Potenz, "5, 
so findet man durch die gewöhnlichen Regeln des Potenziirens 


mt m1 m+2 m—1 m2 m—3 
= "i (=) -p 355 (=) at of 5H 2) ++... (a). 
2 2 2 
4. 2 
Nun ist x*-ia*--5, =+=5,42.55.54* etc. Substituir man diese Werthe 
statt x?, x^ etc. in die Reihe (a), so ist 
meri m-+1 m-+2 —ı 
SC," Be (SE) ue u =. 
m-h mI. 
4-58 +2°S 
T9 + 
E e 
Man findet leicht bei einiger Aufmerksamkeit, dafs das rte Glied der Reihe (a^), 
m+2 7 m+2 r+1 m-+2 
= (TB -L.]$.5 PAB. P7HB +...) x (<) .mt8—2rpr1, Das rte Glied der 


J 1 m-r+2 m-43-27 : 
Reihe at -]-m.b.a"—^.... ist "BB .a 57^, hieraus folgt 


m2 r m--2 r+ m+2 m-r+2 
ar—1 98; -]- 1B, UHH -1- 285 , 75H + Se. mm "18. Qm+5—2r 
Durch äbnliche Betrachtungen findet man andere ähuliche Reihen, die ich jedoch an 
dieser Stelle nicht weiter verfolgen will. 
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6. 
Setzt man nach der früher angenommenen Bezeichnung, den Bruch 


bin . 
En + SU: En CE F(a,,,@), den Zähler des reducirten Bruches F(a,,, a) = 


du 
ERA 


3 b 
a,,G, den Nenner — a,.,, @, und allgemein den Bruch @,+ — ı = 
mer 


bi 
"m 
F(a,,,@_,), dessen Zähler «,, a, und ‘Nenner @,,, 0, so findet man 
(nach Form. 4.), @my € 05,«0, 45 @ dm ma, @. Nun ist a„,a=a,a,„; 
0,4507 0,6, 4,5 0545 0770, 0, ,, folglich 0,0, — a5, +4 Ont Oyo @, may 
und auf dieselbe Weise kann man zeigen, dafs überhaupt 
C. Qj Ay = Amer @]y Am-ı ee 
Hierdurch ist eine Recursionsformel gegeben, die dem ersten in (1.) gege- 
benen recurrirenden Verfahren entspricht. Kennt man nemlich den re- 
ducirten Bruch Fa, a,,) und F(a;, a, ,), also deren Zähler a;, a,,_.5 
A, Anis so zeigt die Formel (C.), wie man aus diesen den Zähler des Bru- 


ches a, a, ableitet. 


LC 
Es ist F(a, npn) = a + 2 a0 , folglich (nach Form. C.) 
x be 
aS Fan, Ann) 
Flan, amit) a, An + bs. , Am-ı 9, Gm-n , 


du mr ms Grant a 
( m2 eps) Flan, mtn) Qi» Am + DE. rj Ain—a ay , Gm dn 


. a i #n . . . 
nun ist F(a,, Any) = — — — ——, substituirt man diesen Werth, so findet 
Op: y Qın+n 
man nach gehöriger Reduction: 
a, Ant = Qing Qnine a, Qu, + bn Om $ U uen (C, Qu 23 
und überhaupt, wenn /«7m —1 ist: 
D. 91, C mn = 01, ($us * (ro » Ann + b,, . Q1, Grece QuA 1° nn . 
Diese Formeln zeigen, wie man den reducirten Kettenbruch F(a, a,,,,) 
Ans Om--n 


finden kann, wenn die reducirten Kettenbrüche F(a,, Amt) = € 
? Gm-- 5; @m+n 


(MO ms (Em . 
F(a,a bios pan eS SO (Qu = ^— gepseben sind. 
( 4 ms) ETIN ( na) G x ; Im—e? 5 B 
2 x 
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8. | 
Aus a, 4,220. 0,, Ant b, 0,, a„ und a,, a, a. 0,4, Amy Die Ans Am-ı 
folgt a, a,, a, , An ı — Ay Ame By Ana = — Dy (Ay 9. An eO. y m Ag y Am 0,5 Ans) 5 
auf dieselbe Weise findet man 
(, y Qs o gy Amos Cao p e Ay Op LU D (05, Ane 55 Ami 035 p 0,5 Am-ı); 
führt man so fort, so findet man, dafs überhaupt 
s 0, o Ci e; UT ete 
ist, wo das obere oder untere Zeichen genommen werden mufs, je nach- 
dem die Anzahl der Theilzühler ungrade oder gerade ist, weil 
Anis Amt 5, — An Un == + b, 
ist, dieses aber der letzte in den Klammern enthaltene Ausdruck sein 
wird, da dieser im Allgemeinen der Zühler des Ausdrucks 
[F(a,,a,)— F (aj, a, —.)] 
ist, der letzte also a„_,, a,-— 2a, ,.a, sein wird. 
Auf dieselbe Weise kann man zeigen, dafs überhaupt 
FE» Oy. Gm Cg Omas Anal, An E P nette 
Hat man also zwei Brüche F(a), a,), F(a, a„_,), und zieht diese von ein- 
ander ab, so ist der Zähler des Resultats dem Producte aller im Bruche 
F(a,, a,) enthaltenen Theilzähler, ohne Rücksicht auf das Zeichen, gleich. 
Hieraus folgt zugleich, dafs Zühler und Nenner eines reducirten Ketten- 
bruchs keinen grófseren.gemeinschaftlichen Factor haben können, als das 
Product der in dem Bruche enthaltenen Theilzähler, denn hätten z.B. 
a,a, und a,,a, einen solchen, so wäre das erste Glied der Gleichung 
Gy Ono Ay y ua — Ay An 0, Om == 0, D, durch. diesen theilbar und das 
zweite nicht, was unmöglich ist *). 
9. 
Aus der Formel (D.) folgt auf dieselbe Weise: 
a, Inga Am Gy Ant E 
Bin (s y 5a) X (Ay Ama Ay Ames — ín e i p Is) 
nun ist (nach Form, E.) 
Bj. Anse y Up, ia 7 Aa Bing, c Oi no Umi, 
folglich 
[7 (a, Anm) — F(a; ay, ,)] X (Q,. Anpine Ay y An) = 
By nis dr ner Ai Ara le Geo me Pins ne Poe eg 


*) Sind die Theilzäbler eines Bruches alle = +1, so hat also Zähler und Nen- 
ner des reducirten Bruches gar keinen gemeinschaftlichen Factor, oder Zähler und 
Nenner sind alsdann Primzahlen zu einander. 
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und allgemein, wenn / «7 —í ist, 
F. a, Amine iso Uma A419 Amtne Us Ans = R04» nn (di, en) 

Es sei p<m-+nr und > m, so giebt die Formel (D.) 

By Ay = Fy Ay, © Amy Ap Dy A Uca pio Qp3 
verbindet man diese Formel mit der Formel (D.), so findet man 
Ay pn Amy Ap— Uy (o Amy op = 
b, e 5 07, a (Amtız npn * mp7 Uni) Che Ans a); 
oder (nach Form. f.) 
Gb en sss be ergo Dit ds 
10. 

Es wurde im Vorbergehenden immer vorausgesetzt, dafs während 
und nach der Verwandlung des Kettenbruchs in einen gewöhnlichen Bruch, 
kein gemeinschaftlicher Factor des Zählers und Nenners der erhaltenen 
Brüche ausgelassen worden sei ($. 3.); es frágt sich nun, uuter welchen 
Umständen ein solcher Factor möglich ist. 


° ; . ; b ° a 2» 
Die Formel (4.) giebt: = a; + a She, St haben also Zäh- 
Gli ; Am Ol-k1; Am 


ler und Nenner des reducirten Bruches F(as,,a,), und 24, und der 
Zühler dieses Bruches keinen gemeinschaftlichen Factor, so haben auch 
Zähler und Nenner des reducirten Bruches F(a,, a„) keinen solchen. Der 
reducirte Kettenbruch Z(a, a.) wird also immer auf seine kleinste Benen- 
nung gebracht sein, wenn alle Theilzihler = +1 sind, da Zühler und 
Nenner des Bruches 7(a, ,,4,), die bezüglich a,_,.4,, +1 und «a, sind, 
keinen gemeinschaftlichen Factor haben (vergl. $. 8. Anmerk,). Haben 
Zäbler und Nenner des Bruches Z(a;,a,) d. be a.a, Gin + Drs s y Gn 
und 4;,,, @,, keinen gemeinschaftlichen Factor, se haben auch 4;,,a, und 
Gites Um d.h. Zähler und Nenner des Kettenbruchs /L(4;4,,0,) keinen 
solchen, also überhaupt auch nicht Zähler und Nenner des Bruches 
F (a4, Am) Ist dagegen der reducirte Kettenbrueh F(a,,3,) nieht auf 
seine kleinste Benennung gebracht, so wird dies auch bei dem Ketten- 
bruche /(a;,a,) der Fall sein, und überhaupt werden alsdann Zähler und 
Nenner des Kettenbruchs F(a, a„) denselben gemeinschaftlichen Factor 





#) Die Formeln (F.) und (G.) enthalten ais einzelne Fälle alle Formeln, die 

5 ? . « 
Euler (Nov. comm petr. 1! IX. pag. 53. seg.) und Kramp (Elem. d'Arithm. univ. 
1. 8.) gegeben haben. Aus (B.) und (E.) folgen auch die Eonneln, die Gauls (Disq. 
arithm. pag. 17. not.) gegeben hat. 
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enthalten, wie F(a,,a,,). Haben die Grófsen 5,,,, 2,4," 544,5 einen ge- 
meinschaftlichen Factor, so werden auch Zahler und Nenner des Bruches 
F(a, a,,4,) einen solchen und zwar denselben haben, denn es sei 5,4, = 4 p, 
Cm 44 = Aq, binge — 4r, Anz) Ann =S, 43 , Gn == b. SO ist 





Ap am. A(qs-+rt) + Aps 

F(a , a + ) — À + —— = mo je OOO — 
Um mebn m r rt 
Aq +o A(qs-+rt) 


da also Zühler und Nenner des Bruches F'(a,,, a,,,,) den gemeinschaftlichen 
Factor 4 haben, so miissen auch, wie eben gezeigt wurde, Zähler und Nen- 
ner des reducirten Kettenbruches 7(a, a,,,) denselben gemeinschaftlichen 
Factor haben. Hieraus folgt, dafs man in jedem Kettenbruche, seines Wer- 
thes unbeschadet, die drei auf einander folgenden Grófsen 57, a1, bir, mit 
einer beliebigen Gréfse multipliciren oder dividiren kann. 

Sind 4,4,, 5,, a, ungrade Zahlen, 5,,, eine gerade Zahl, so hat 
der reducirte Bruch (a, a,) in Zähler und Nenner den Factor 2. Denn 
isis, cee En ee +a,.bn_5 Anas Am = mt Am Fm 
also haben Zähler und Nenner des Bruches F(a,.,, am); folglich auch die 
des Bruches a. a, den gemeinschaftlichen Factor 2. 

It b, oF Sper, mh, 80 haben Zähler und Nenner des 
reducirten Bruches F(a„_,, .@m) und daher auch Zühler und Nenner des 
reducirten Bruches Z'(a, a,,) den gemeinschaftlichen Factor 5, ,. Denn es ist 


bm— —2. by _ Det (Din 
F (a4) An) = Am + — ———— — Gm Umi» Am + m—1 ( m-—i rs 


T.Om-—ti Dm Ami 


Gm-—1 FST ie 





Von den Kettenbrüchen, deren Theilzähler und Theilnenner alle ganze positive 
Zahlen sind. | 
11. 

Unter den besonderen Fällen, welche die oben gegebene Theorie 
umfafst, ist besonders der wichtig, wenn alle Theilzühler und Theilnenner 
ganze positive Zahlen, und die einzelnen Theilbriche mit dem + Zei- 
chen verbunden sind, da später gezeigt werden soll, dafs sich auf solche 
Brüche alle andern zurückführen lassen, deren Theilzahler oder Theilnen- 
ner alle oder theilweise gebrochene rationale Zahlen, und deren Theilbrüche 
alle oder theilweise mit dem — Zeichen verbunden sind. Die Formel (4.) 
zeigt, dafs bei solchen Brüchen, Zähler und Nenner eines jedes folgenden 
reducirten Bruches in der Reihe F(a, a,), F(a,,a,), F(a,, an)... + klei- 
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ner werden, als die der vorhergehenden, dafs überhaupt aj,,, a,,<Caj, a, 
ist; eben so folgt aus Formel (B.), dafs a, a, 72, a, ist. Hiernach fin- 
det man durch Formel (7.), dafs die Brüche 


F(a, a) — 1, F(a, a), F(a, a)... 


sich dem Werthe des p dps F(a, a,,,) immer mehr nähern, und ab- 
weehselnd kleiner oder grüfser als derselbe werden. Denn nimmt man 
zwei in der Reihe auf einander folgende Brüche F(a, aj, F(a, aj,,), so 
hat man 
Urania cai bise 014s) 
1. F(a, Ant) sore F (a, aj) aes FE LS 


ys Qi, $43 Ay, «a 


@143, Am+n« b, ce eps 
2 PO a ER MC (pi. ai u hn eee Lee Terre 
e ( 3 Tied ( , np LUN an Maud 


Da nun àj,5, @min< F429 Amins Gry CA, Au ist, so ist ohne Rücksicht 
auf das Zeichen (2.) < (1.), also F(a, a,,,) dem Werthe von F(a, a...) 
näher als Fa, «), und da (1.) und (2.) entgegengesetzte Zeichen haben, 
so ist F (a, ade F (0, 4,4,,), Je nachdem F(a, aS F(a, amyn) ist. Man 
nennt deswegen die Brüche F(a,a), F(a,a,) ete. Nüherungsbrüche 
von Z'(a, a,,,). Nennt man F(a, a) — a den ersten Näherungsbruch, 
F(a,a,) den zweiten, etc., so kann man sagen: alle Nüherungsbrüche, de- 
ren Stelle gerade ist, sind grófser, alle, deren Stelle ungrade ist, kleiner 
als der ganze Kettenbruch. 
Es ist leicht, die Grenzen zu bestimmen, zwischen welchen 
Glas; Quis Dae eo UTR 
Gy Anan Cs ai 
oder der Fehler, den man begeht, wenn man F(a, aj) statt F'(a, v.) 
nimmt, enthalten ist. Aus Formel (D.) folgt: 
y Amp 0, Opa s Olaas Conn + Dites 015. Cie Class Omni 

da nun Gites 454,7 01,5, Amin Ist, SO ist 


a a 
PEL ern «a; Ags À Diae 0 vy FU und >a, e 


N dite; Amn 
also 
012.25 Amin-0; e bits eaten, bi, eros bu bi ecce O4: 
Og, Amtn-Q;, Gl a, E t: ar Ay, A (a, at birzva;, aı) 
3 
4-2 y a; 
» by 

und < —2 tt 


mm dis, aja 
Eine andere Gränzenbestimmung giebt folgende Betrachtung. Man setze 
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dites Amon Dy +++. Digs — +9, also F(a, Aman) — f (a, aj) == +9, so wird, da 
Qj, Amtn-Qy, Cl 
F(a, a) weniger von F(a, a,4,) verschieden ist als F(a, a, ,), 
F(a, m) — F(a, a, 4) == + (9 + t) 
sein, wo £ eine positive Grüfse bedeutet, also 
F(a, a) — F(a, a_,) = +29+2). 
Gilt das obere Zeichen, so ist daher 


„— Fa m) — Flo, a) 2 
> 2 


oder 9 < ———————-— 


2 -ü,;, Gi- Ga, Al-ı 2 
sit dagegen e BAD so hat man 29 +t=Fla,a_,)—F(a, a) oder 





— (nach Formel E.)  F(a,a,,,) nähert sich Fa, tn) 


Dis HaT 
mehr als F(a, a) und Fa, a; ,), man kann also 
F'(ay an) — F(a, aj) = Fg—d) 
setzen, wo d positiv und >>¢ sein muls, also ist 
l'a, ts) — F(a,a) = +(g+d), 
also 
D + F F( ^ + b, CEE bisa 
^ g>t[ (a, G3) ——f£ (a, di oder g > 29 Gren Aly nee ME 


e 
2.0,, dlji- 05, © 


Es sei z. B. der Kettenbruch 1 dii. 3 um = AS gegeben. Die 


5 23 135 


i> 9s ‘ 1 : 
Nüherungsbrüche sind 1^3? ip 8" Es ist 


925 RE 135. Tes -02. 

597 == 1,549413735344, = = 1,551724137931, 

aiso der Unterschied dieser beiden Briiche 0,00231040287. Man setze ihn 
= 9; hier ist a, a; —=19; à, a 22 87; a, a; =597; ay, = 6; also 


nach der ersten Grünzenbestimmung <a ae oder << 0,0023104025876 


(also bis auf die zuletzt entwickelte Stelle dem wahren Werthe gleich), 


120 
?T5535;psy 4h 200002... 


Nach der zweiten Grünzenbestimmung ist 


i | 
<< d.h. «0,009... und $2» 120. di he > 0001. 


9.597.87?. 
12, 
Es kann keinen Bruch = geben, der nüher oder eben so nahe zu 
F(a,a,) wäre als irgend ein Näherungsbruch F(a, aj), wenn n «C ;—7—— 


b, b, bs. bis 
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ist. Ist F(a, aj) größer oder kleiner wie F(a, Cm); 80: ist F(a, @),,) kleiner 
oder grófser als derselbe Bruch, und ihm zugleich näher, = muls also 
entweder zwischen F(a, a)) und F(a, «;,,) fallen, und, der Voraussetzung 


gemäls, letzterem näher als ersterem sein, oder — mufs kleiner oder grö- 
fser als F(a, a,,,) sein, je nachdem F(«,a;) grülser oder kleiner als 
F'(a, @;,,) ist. In jedem Falie wird der Unterschied zwischen - und 


F(a, &4,) weniger betragen müssen, als der Unterschied zwischen Fa, a.) 
und Z(e, «; (ohne Rücksicht auf das Vorzeichen). Dies ist aber unmög- 
lich. Denn es ist 











b e DL: p 1 
La, Qu.) — F (a, a) = — = oe > 
‘Ay, 01.05, Qj--1 a,,a] d ax 
"ut ET ae : 
d, eb 2 
nm (m.a;, agi —n.a, aij) 
mes Pl nato ME eL Lg pax IN 
Ne (a, 2m) = = 


7.0; , Ali 
as, a 
yee mm 
Xorseictien); ats nothwendig 

72 7 : 
[= — (s, a) > FC m)— Fa, e) 


n 


Nun ist Pa 


y Fey Gu, —n.Q, 24, >1 (ohne Rücksicht auf das 


Hieraus folgt zugleich, dafs zwischen zwei ADU LE F PAs @)) und 


aT @e 
F(a,a,,) kein Bruch I fallen konn, dessen Nenner — n — U wäre, 





Digi 
a, a]. —a,, am by ose big, 1 à 
weil sonst @—— 7 — << . oder <- ——— sein 
G1 , 01. Zr, Ati A, 0] E aj Ars Alta 
1» 3 


mülste, was unmöglich ist. ar: 


13. 
Es wurde früher gezeigt, dafs e,4,.0,,0, ,—20,,0,.0, 44 = 
+b,.6,....5,, ist. Man darf aber nicht umgekehrt behaupten, dafs, wenn 


. . mn a Qin 
TN 6 Qyy 0, , — Na A, 0, = £6 .... b, ist, auch nothwendig = Seien sel, 
à I» "m 


Denu man setze 

(On Er) FO 9 noz (a, Era sand. 8a) 
wo r eine beliebige Zahl bedeuten mag; m und 7 sind also bezüglich 
nicht ==a,a,, und @,,a,,; aber dennoch ist 
71,0,5 0, ,— 1,0, Am, D (Orne qd. sn 0,0, 05 Vesa Dre 


m (am —r).a, am + Bins A, Coe 
r Bruch p re arene ear ee 
De 7t (am—r).a;, am-ı bm. a; , A yn—2 
Crelle's Journal d. M. Bd. X. HA. 1. | 3 


wird immer zwischen den 
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Brüchen F(e, ¢,,,), F(a, a,) enthalten, und daher selbst ein Nüherungs- 
bruch sein, wenn r eine positive Zahl und <a, ist. Es sei F(a, «„_,) 
gvófser, also F(a,a„_,) kleiner als 7 (a, 7,,), so ist 


n. Qi 5 Anl 
Der Zähler dieses letzten Bruches ist eine negative Grifse, da Z'(a, o„.,) 
. m r » m , 
< F(a, 2, .,) ist, daher por (6,04, .,). Ferner ist x He. (a, an) = 
(am — r) La, An-y Ag y Am r^ Gr x Om, am | + bin [a, Ange Az An G8, Qm—2 m ox] T 
N.Qy, Am 
Pi fln. ay , Amy Ay 9 Am =, N Le. Le MN aee Om 
7.0, , Am n.da;, am 

Yer Ziihler dieses Bruches ist positiv, da Fa, a,,) > (a, a.) ist, und 


7 1 p rA ee e. » yy; 7 ee 
daher — > /(a,«,). Wire F(a, a„_.) kleiner, also F(a, 2, ,), so wurde 
n 
. m + > H ° 
man eben so beweisen, dafs emp (a, &,, ,) und <F (a, @,,) ist. Zwischen 


jede zwei Nüherungsbrüche (a, ¢,,) und (a, @,,_,), sind also a —1 Brüche 
enthalten, die sich gleichfalls dem wahren Bruche nühern, und man er- 


: ; : = 2n Mec 
hält sie, indem in dem oben gegebenen Werthe von — für r allmälig 


alle Zahlen von 1 bis «,,— 1 suhstituirt werden. Man nennt diese Brüche 
eingeschaltete. 


Ziebt man zwei auf einander folgende eingeschaltete Brüche von 
einander ab, z. D. 
(am — r)a, Ami + b,.a, «ne aan (am — r 4- 1)a, Amis b, 5.0, a 
(a —r)a, , Ana 9m. ey, *m—a (am — r -]-1)a, ; am-ıt+ bn. a, , Am—2° 
so ist der Zühler des Unterschieds, vorausgesetzt, dafs man den kleineren 


vom grülseren abzieht, = 5, (4,4, ,.0,, Ama — 0; Angel, Am). Ist 








F (a, a,, ,) « l(a, a, .,), So ist dieser Zähler = —5,,....5,. Jeder folgende. 


eingeschaltete Bruch wird also dann kleiner als der vorhergelieude, und 
nübert sich daher 7(2,6,) mehr; ist dagegen F(a, @,_,) >> (a, 0, ,),. so 
ist der Zähler = 5,,....5,, also jeder foigende eingeschaltete Bruch grö- 
fser als der verhergehende, und daher /'(a, @,,) näher. Hieraus folgt, 
dals zwischen zwei solchen auf einander folgenden eingeschalteten Brüchen 
kein. Bruch, dessen Nenner gleich oder kleiner als 


(an—r+1)a, an. + 55 a, Ame 
B fees bin 


ist, liegen kann. Der Beweis ist wie in. 12. 
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Kine andere Art von eingeschalteten Brüchen erhält man, wenn 
man m == 0,.0, Am, tr (5, —r).G, Ga, A 0,.0,, Amt (bn r)0,, One 
setzt, wo r eine positive Zahl << b, bedeutet. Es seien wieder Io 
Fa, a„n_,), F(a, a„) drei Nüherungsbrüche, und #(a, G, ,), F(a, a„) grö- 
[ser, F(a, 2, ,) kleiner als der ganze Bruch, oder F(e,a,) demselben 
gleich, so ist 


mn &, Am 

n ais an 
nid, Ont; Im — Ay, Amel, Am) + (bm—r)(a, 48. G5, Am — Az, Am. 4, Am) 
Eee dcn mer 


— r (a. Arno +@1 Gm — Ag, Am—z.@, Am) 
mecs o s "EM DS LOS UT am d mai | | 


N.(z, Am 


Nun ist F(a, ¢,,.) > (a, @,,), also der Zühler des Bruches negativ, d. h. 
=< (a, a), ferner ist 


7" Ty Am-ı (bin — r)[a, rie fps Ana A, Quoc, Az Amel 
RER ES ES eee ER AT FE ed ee gt HT eic + 
n Ay, Gy PRR.0y, Gg 


Der Zähler dieses Draches ist positiv, weil /'(e, a,, ,) grifser wie F(a, a, _.) 


* m . e n ee * 
ist, daher EMA a, a.) Dieser Bruch = nähert sich dem wahren 


Werthe immer mehr, als 7(a,a,„_,), weil er zwischen £(@, 8, .) und 
l(c, a„), (welches letztere dem wahren Werthe näher ist wie #'(e, PE 
liegt, kann sich aber demselben bald mehr bald weniger wie «a, 4,, nühern. 
Würe 7a, a,) kleiner, F(a, a, ,) grüfser als der wahre Werth des Der 


so würde aus den eben bewiesenen Formeln folgen, dafs —> FF (e, a, 
und <_/(a, a,,_,) ist. 
14, 


- bi 1 
Es seien 7 (a, 2,) =a b= I, 0, F{a,e,)sa+— , ^, zwei 
a, ie E ne 
2 etc, « 
Kettenbrüche von der iu $. 11, bancs Art, deren Theilziihler alle 
gleich, und deren Theilnenner den darüber stehenden Theilzählern ent- 


weder gleich, oder gröfser als dieselben sind, d, h. im Allgemeinen a> bj , 


«sb, so können diese Brüche nicht Se sein, wenn nicht a — a, 
b 


a — a, und überhaupt à; = a; ist. Denn es sei — =o, NN 
p A ee @, tete,” 2 


' b, nm : 
also M und /V positive Gröisen, so sind die Brüche "pras Di ers beide 


kleiner wie 1; sollen also F(a, a,), F(a, &,) gleich ein, so roufs auch 
3 * 
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a—« sein, folglich auch a+M=e,+N. Nun sind M und JV beide 
kleiner wie 1, also z,— *,, Fährt man auf diese Weise fort, so findet 
man, dafs überhaupt c, — «,, sein mufs. Man bemerke, dafs es bei die- 
sem Beweise nicht darauf ankommt, ob die Anzahl der Theilnenner be- 
grünzt ist; der Satz gilt also auch für unendliche Kettenbrüche, sofern 
alle Theilzähler und Theilnenner positive ganze Zahlen und die Theil- 
brüche mit dem + Zeichen verbunden sind, 


15.. 


Besonders wichtig sind die in $. ll.- bezeichneten Brüche, wenn 
alle Theilzihler — f sind. Man nennt sie dann gewöhnliche oder ge- 
meine Kettenbrüche. Es sollen hier ihre besonderen Eigenschaften, so- 
fern sie aus dem Frühern folgen, zusammengestellt. werden. 


a) Es ist 
0%, 0, —2 Q.0,, An T sr Em (nacli Formel .4.), 
Oy Oy, = 0,.0, Ome % mag (nach Formel C.). 


b) Die Brüche F(a, a), .F(a,a,) u. s..w. sind Näherungsbrüche 
des ganzen Kettenbruchs, und zwar ist ihm jeder in der Reihe folgende 
näher als ein vorliergender. Diese Nüherungsbrüche sind abwechselnd 
gröfser oder kleiner wie der ganze Bruch. Die Gränzen, innerhalb weicher 
der Unterschied zwischen dem ganzen Bruche F(a, a„) und einem Nühe- 


rungsbruche Z'(«; a7) eingeschlossen sind, werden hier 
| 1 1. 
ES | LÉ nr a141)? 


a,,Q@].a;; a+? 
1 
» (nach $. 11.). 


9<5 


Gr, al.Gs, az foo Ca Uu 


und 








e) Jeder Nüherungsbruch ist dem wahren Werthe näher als jeder 
andere Bruch mit kleinerem Nenner, und zwischen zwei Nüherungsbrüchen 
kann kein Bruch mit gleichem oder kleinerem Nenner, als der grüfsere 
Nenner der beiden Brüche ist, fallen (nach $. 12.). 

d) Zieht man den ersten von zwei auf einander folgenden Nühe- 
rungsbrüchen vom zweiten ab, so ist der Zähler des Bruches der ihren 
Unterschied angiebt, — +1, wo das obere oder untere Zeichen gilt, je 
nachdem. die Anzahl der Theilzähler gerade oder ungerade ist. Jeder 
Nüherungsbruch, so wie der ganze redueirte Bruch, ist daher auf seine 
kleinste Beneunung gebracht. (nach $. 8.). 
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€) Zwei gewöhnliche Kettenbrüche omen nicht gleich sein; wenn 
sie nicht identisch sind (nach $. 14.). 


f) Wenn a,,>>T1 ist, so lassen sich zwischen F(a, o„_,) und F(a, @,,), 
noeh 2,,—1 Brüche einschalten, die dem wahren Werthe näher als F (a,0„_,) 
und weniger nahe als Fa, «,) sind. Der Unterschied zweier auf einander 
folgender eingeschalteter Brüche hat immer +1 zum Zähler, wo das obere 
oder untere Zeichen genommen werden mufs, je nachdem die beiden 
Nüherungsbrüche, zwischen welchen sie enthalten sind, beide weniger als 
der wahre Werth betragen, oder nicht, vorausgesetzt, dafs man den klei- 
neren Nüherungsbruch vom grifseren abzieht *). Zwischen zwei einge- 
geschalteten Brüchen kann kein dritter liegen, dessen Nenner Kleiner 
wäre als der des grüfsten, oder ihm gleich (nach 6. 13.): 


Die zweite Art von eingeschalteten Brüchen füllt hier natürlich weg. 


. a dug, 
£) Es seien tips 


so ist ab, —a, b — +1 0,b,—a,b, = +1, also (2,,— a), — (bj, — 5)a,, 


2217 


drei aufeinander folgende Nüherungsbrüche, 


oder Ni == » das heifst, wenn man drei auf einander folgende Nähe- 
I 4/ 


rungsbrüche bat, und den Zähler des ersten vom: Zähler des dritten, eben 
so den Nenner des ersten vom Nenner des dritten abzieht,. so: wird die 
erste Differenz, durch die zweite dividirt,. dem zweiten Näherungsbruche 
gleich sein; aber man wird dadurch nicht immer diesen: Bruch in der 
kleinsten Benennung erhalten:. denn ist o,, der letzte in: «;,. enthaltene 
Theilnenner,. so ist: 

€, — 0,,.0,--a, 5,225, . 0, 5, 
also- 

8j, — G —0,.0,5. 5, —b-—a,. b; 


sind dagegen = ; zi» < drei auf einander folgende: eingeschaltete Brüche, 
z I 


so ist ab, uoc , a,b, —a,, b, — +1, also (a+e,)b,=(b+b,)a, 


oder Ti =F 3? welches Resultat sich leicht in Worten‘ ausdrücken lälst.- 


Auch hier RN man nicht: immer den Bruch in der kleinsten Benennung.- 





#) Die: eingeschalteten Brüche sind also immer auf ihre: kleinste Benennung 
gebracht. . 
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16. . 
Mehrere der früher erwähnten Sätze können unverändert auch auf 
unendliche Kettenbrüche ausgedehnt werden. Denkt man sich nemlich 
einen solchen Kettenbruch in zwei Theile getheilt, wovon der erste die 
Glieder bis zu einem gewissen Theilnenner a,.,, der andere die Glieder 
von dem folgenden Theilnenner an und weiter enthält, so kann man den 
zweiten Theil als summirt betrachten, und diese Summe = a, setzen. 
Man hat alsdànn auch in diesem Falle 
Qj, Em = Bo 11445 Am + Ua 2 Fines Am ($. 3.9, 
0;, Em = Am, Gu ar dm Gi Ama (S) 6.), 
und wenn man den summirten Theil 2,,., nennt: 
d; Opin 5; oic; ais bie Ta aM vey TAN: 7.). 
(Die Fortsetzung folgt.) * 


2. Sohncke, motus corporum cocleslium in medio resistente, 23 
P es 


2: 


Motus corporum coelestium in medio resistente. 
(Auct. Dr. Sohncke, Regiom.) | 








E -baruncs elementorum orbitae corporis coelestis determinare ad dif- 
ficillima astronomiae analyticae problemata adhue pertinet. Omnia enim 
hue pertinentia aut parva excentricitate posita, ita ut ejus potestates pri- 
mis majores negligendae sinf, aut magna excentricitate quadraturis mecha- 
nicis, quae dicuntur, hucusque sunt soluta. Specialem quaestionem: huius 
generis, in qua excentricitatis magnitudo finibus omnino non cireumscribi- 
tur, quantum fier? potest, accuratius soivere nobis proposuimus, Hoe est 
problema: 

 Determinare variationes elementorum orbitae corporis coelestis in 

» medio resistente moti." 


$. ].. 
Medium solem circumdans, in quo nonnulli corpora coelestia mo- 
veri ponunt, pro fluido est babendum, cuius densitas in ratione inversa est 


. . * 9 7n * » e v 
cum quadrato distantiae a sole, igitur = —-, si r radium vectorem signi- 
: * 


ficat et 77 factorem constantem. Cum vero medium resistens inclinationem 
plani orbitae ad fixum quoddam planum atque angulum inter lineam no- 
dorum ef lineam absidarum comprehensum mutare non posse pateat, de 
plano tantum loqui iam sufficit, ita ut tertia linea. coordinata prorsus omit- 
tatur. Sit igitur ds sive v (0x'-]- 9 y^) elementum viae, quod a corpore 
in momento 0/ percurritur, resistentia, qua directio viae mutatur, ipsi 


m Os = . LA M . . *. 
= (©) erit aequalis, dummodo, ut plerumque, iuter resistentiam et qua- 


dratum celeritatis corporis moti rationem directam esse statuamus, Haeo 
resistentia secundum direetiones linearum coordinatarum rectum angulum 
formantium x et y decomposita praebet: 

ME en 
si resistentiam in directione axis x per 4, et in directione axis y per B 


notamus.. 
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In sequentibus significabit ; 
r: radium vectorem, 
a: semiaxem majorem, 
e: rationem excentricitatis ad semiaxem majorem, 
hh=p: semiparametrum, 
w: angulum inter axem majorem orbitae et axem coordinatarum 2, 
v: angulum inter axem coordinatarum x et radium vectorem, ita ut 
(v—1») veram anomaliam exprimat, 
T: tempus perihelii. ! 
Si corpus coeleste circum solem movetur, nulla alia vi sollicitatum 
nisi attractiva solis, aequationes omnibus notae exstant hae: 


ai, ux B^ oo iad 
de) artes ln = += = 0 


aris Qt oi r 
ubi x et y coordinatae sunt, quarum initium in sole. 
Ex his constet deduci posse sequentes: 








Ox? 4-60y*? 2 1 
l. EIU ae! Zu CES cesse ee 
Ot r 
2: det Qa V P. 
c ic | 
: a Qy.Q x 9 y* 
> e Cos tb = — ya team 
= ¥ Qmr.6y Qo? 
4. e sin t£ er deem ya 
atque si ponitur: 
xs recov; y —=rsinv: 
5 a a(1— ee) as mE Pp 
? — {tecos(v—w) ^. 1-Fecos(v— w)? 
3 e-]- cos mcd 3 sin (v — w) 
— u? — EA AS iiie. de ——e0).————-——— 
Ç iy Generi et ee (cos 1-Fe cos (v. —ac) a*,ey (I ) 1-4- ecos (v—w)? 
| 7 CARE ae sin(U — w) 
eov OOV nec ? 
Qv M 
8. ot = ELE 
t ET 


Si vero alia vis praeter vim solis oorpus sollicitat, in utraque aequa- 
tione (93.) est terminus addendus, qui ab illa secundum coordinatas de- 
composita vi pendet, ita ut habeamus: 

Q* a ac ey Y 1e 
ena Meer et a SR es wem 
ubi 4 et B valores in (X.) memoratos habent. 





e. 


2, Sohncke, motus corporum coelestium in medio resistente 25 


Ut hae integrentur, praeclara illa theoria variationis quantitatum con- 

stantium adhibenda est, ex qua aequationes integrales (6.) ita differentiari 
Q LAS cw. 

debent, ut constantes et E et 3T tanquam variabiles existimentur, Ty y, 


2 


2] af: o? . . . . 
£ vero tanquam constantes, tum pro 3, et E illi modo termini ex ae- 


quationibus (D.) ponantur, qui a viribus perturbantibus pendent, ita ut fit: 


dx Qa 
CORSI ie apn echo 


quo pacto eruuntur: 
zie eor DB Oye sie eS ees e (GL) 
GE. 0 (Vp) =y.A.0t—x.A,01 . 0 29 9 ee 249» + 9 ©» e (G. 2.); 
d(ecosw)=[yA4—xBloy+[ydx—axdy]B....e (6. 3), 
9 (esinzj) —[xB—wy.]ex--[rOóy—yOx].4 .... e (€, 4), 
hinc prodeunt valores variationum de et dw ope formularum: 
Oe == cosw.d(ecosiv)-+ sinz (e sinz), 


a C2 i1 2 
dm i cosw. O (esinzo) — = sinw 0 (e cos z), 
Porro fit: 


TA e 4- cos(v —w) VC ase) slew] 
puer ale oA A pum Nee aS NAE NN) 
DZ o). [are (os = Fer) 1 + e cos (v — w) 


mal Ne ker | (1—ee)dw TEE ie esr] e». C (G. 6.) 


^" lA t4-ecos(v —w)f [14-ecos(v —w)]* 
Ut hi valores formam ad computandum aptissunam induant et tempus ¢ et 
anomaliam veram (v— zw) anomalia excentrica 4 exprimi convenit, quod 
ope formulae: 











1 -Le 
tang 5 (v— 10) = HO) fang u 


fieri potest, unde oriuntur; 
sinu — 
1—e cos u? 


sin (v — u^ = Vee) ee 


r=a(i—eecosa); +7 = a? [4 — e sinu]; 


2 Ou 
0t—a*[l—ecosu]Ou; Or=aesinu.du; dv= Mo co ri 
x == a.[(e-d- cosu).cosw — y (1—ee).sinu.sinw], 

y = a.[(e4- cosu) . sinze + y (1 — eej.sinu.cosz], 
Ox = —a.[y (1—ee).cosu.sinw-—+sinu.cosw].du, 
dy=  a.[y(l—ee).cosu.cosw—sinu.sinw|.ou, 
Os = a.f(1—eecosu’), du, 
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Mee m [V'(1— ee) cosu. sinw-+sin v. cosw]. [ite anil 
are Na’: [1 — ecosu]* Y (1 — ee cos u? 

Di m [V (1 — ee) cosu . cos w— cos 10 — sin uw. sin w]. [1-t- € [1 4- ecos u] wy 
iat a^^ [i —ecosu]* cosuP Y (L—eecosu?) u?) 


Unde aequationes (€.) commutantur in has: 


Do ({—ee)* [ite cosu Ou 
I. e() rouge PP Jes Y'(1 — ee cosu?)? 
1—ee ER Qu 





——— — 








IL. o(/p)— TEC. Yp 'lí—ecosui Y (E—ee cosu?)? 
ei : desee [t4- e cos u cosu]. sinu ror Oa 

HE. aw. = ——2m. pec — [1— ecosu] "Y — ee cos ut? 

z NZ cheat | [iHecosu].i sinu.du 

Ä m 2 po A AL .. 
IV. oT = AVAL IE |: e axis nr ' [1—ecosu]? VY (1—ee cus u?) 

3 Vp E: keep uc, 
hy deis EET 1—ecosul ' Y A— ee cosu os u*)* 


Variatio de hic non est nominata, quia ex aequatione 
pre (1— ee) 
statim: sequitur: 
L2 47. a à( 
de — D e( eV p . (v^ p)- 


a 


€ 


yt Pas 
Tertia tantum aequatio integratione algebraica gaudet. Posito enim: 
e.cosu = Ÿ, 
formula: 


3 

1—ee): f"[i-Lecosu].sın u Ou 

iq aru de zi os ]: 
pe 


Jo [it—ecosu] ^Y (1—eecosu*) 


transit in sequentem :. 
oA cotang? 3 V O 3 V ix uy = arc (cos = À 
CRE ER aduer 1 


w= —Xm. 
sin? 4. ad: y = wv. usque. 


igitur fit: 





Ww = zm LS cotang ays m EN, 
D er CU AW —). cotang EL] EST 
sive: 
am.) w= $m. EX VEN 
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§. >. 
Prioris ambae aequationes I. et II. simili modo sunt tractandae, 
qua de causa hic non separatim de iis agamus. Constituamus *) : 


(t {—co eee meV I 
SON D iri mE DE. V (0 —2AX) = 0’; 


V (1—AAsinQ) = AQ, 


1+4 7 — A’o " : ; , sing . cos 
DUE EE hp Ce ACTE sinu = 2(1-+a') Yn’. 7 $. 





uude accipimus: 


+ Leg’ 

a ger RED 16076 S 2 (49. Ag. 

SOL ad ae ig! 1 $008 d 753 ARES GO Ee rar v 
= N ER me Qu nee n Of 
Ge RCA VA NS At ne Go): Ros 


Hi valores in aequationibus prius citatis (I. et II.) positi, eas com- 
mutant in sequentes: 


1 32.m eq ne 4m 
S) za 2 2885 ga 
Est vero: 





Jf. 50.90 —E(9). 


atque 


f, 29.80 ce IAA.sinQ.cosQ.A 9 - 2(14- AA) E(P) — fra. F(Q). 


Itaque aequationibus L et IL integratis obtinemus: 


PY x 2. a 2 | 134 
I*. i = TET Ty [^^ . sin Q.eos C ds + 2 (0 4-A'A )E (Q) —^'A'F (Q)], 
T* Ee + 
Hn rep N. 
$. 4. 


Ex aequationibus (§.) in prima sectione accitis una tantum integrando 
restat et ea quidem, cuius integratione variationem temporis perihelii adi- 
piscimur. Illic enim habuimus: 


S WA 2 (1-1-ee) | __[f+ecosu].sinu.0u 
IV. aT | E*9 e(t recon] EP eese) 





Y p 1 -- e. cosu]* u 
—3m. Yü-—eà' (Es Y (1—ee cos u?)? 
ex quo sequitur: v 
mue Ip 
6, ey iin 30], 


*) Hic et in iis, quae sequuntur, significandi genere utar, quod Cl. Legendre 
et Jacobi in scriptis de functionibus, quae dicuntur ellipticae transcendentes, in usum 
vocarunt. 


4 * 


28 9. Sohncke, motus corporum coelestium in medio resistente, 


ubi valet: 


. | 2(4+ee) )] [fHecosu].sinu.Ouw 
P idem ae: /, [= +e(ite.cosu scies e 
; | i-e uQu __ 
Q idem ac: f. li — ecosu] Y (1—eecosu?*)* 
Tantum ipsum P quantitatibus finitis determinari potest. Si enim 


eadem E SA ac in sectione antecedente utimur, obtinemus: 


0224 [3—22A +324 1 
Ai o Duc MIETE, pss? cos Q. ADs 0®@, 











sive: 
2 TA: 3 
$ Pope m rt ls 2 
| OYN(1—A 9]. 
+549 +2. arc [tang = X eV cpa 
Quod ad alteram partem integralis quaesiti attinet, eadem integrandi 
facilitate non fruimur, Primum integratio per partes, quae dicitur, insti- 
tuatur, quo facto eruimus: 


4, Q=u.R— f, Rou, 


JE ees cos v]? Ou 
« Li—-ecosul Y (i—eecosu’) 
per À reddimus. 


Ipsum A jam determinatum est, cum variationem semiaxsis majo« 
ris erar ay 3.), ubi prodiit: 


$. R= ae DM sin@.cosQ. AP 4-2(1 +A) E(9) —A MF (0)]. 


Ut ie R.ôu facillime obtineamus, R in quatuor partes dividere libet, 
ve aequatis, 
~ _Uctececoanis .cosu.Ow Dus Qu 
[1— ee cos u^] 2 Y (1— cos u? u TJ Y(—eecosu?)? 
d 


Sit 





E o NUM = Ju Qu 
1 J [i—eecosu?]V (— eecosu*)? Pa = [t — eecosu? Y (1 — ee cos wv?) 


fit: 
f R.8u hof U.8u- f F.Qu—8f Vu 8f P, o. 


Ad primum terminum determinandum ponamus: 


sin u 


V —eecos u* — sind; y (1 —060 sin £B)- A& 
unde fluunt: : 
sinu = (1— ee). OA cou ; du=y(t—ee). A ı V(1—ee)z e, 
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quo pacto fit: 
1 * LO re 
U=n.[ltee—3eesin?].sinE 
atque: 


MT MES 2ee! ss |. 
74 Lou sinl + A [tang = ee’ teecus&l" 


§. 3. 


Hucusque omnia aut quantitatibus fmitis aut functionibus ellipticis 
primae et secundae speciei determinari potuerunt, ad reliqua vero intepra- 
lia 7, 7,, 7, definienda, illae praeclarae functionum ellipticarum evolu- 
tiones, quas primus Cl. Jacobi dedit, advocentur necesse est. 


Hunc in finem ponere convenit: 








gom yu 
atque 
w = coam- (mod. e), 
ita ut fit: 
Hs Our Ly ER, Ka 
o Y (E — eesin w?) 10? 5 m? 


etque am UT idem ac £ in sectione anteeedente. 
Si E Hu redditur : 
K 
V — eesin’am = per Aam EXE et 





Us A’am .dx per Ban, 

obtinemus: 
1 ET = 1 2Kx 
y, — LE *a ae T, 


= £L DN S. i ree ether A. 
E V, Fr, P7*, unumquodque ipso 


3. e'e' 7 
2Kx / og 











5) Vid. Crelle Journal für die reine und angew. Mathem. Tom. IV pag. 373. 
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multiplicandum et postea integrandum est, qua occasione duo: integralia 
obviam fiunt, quae separatim tractentur PHONE Haec ur 


QK: 
IR x.0 @:coam=——: ifs E am à. coa 
2L o nr 


$. 6. 
In formula priori, integratione per partes adhibita, eruitur 


2K 2Ka _ 2Kn US 2K 2h 

"8, coam—— = ——, nn ——— coam —— dx, 
4. 40 pr ST 2t 2 
In expressione vero pro amplitudine exstante *) : 


2K 2ysin2 4 6 
am — = puce q sin Bor APP sin deli DH sin6x 


Tite |! 20-0) ste 
S loco x ponamus, unde accipiemus aequationem: 


2Kx zÁ 2gsin2xr _ 


coam —— == geet eer 2 q° sin4x . 29% su sin6xæ — 


14-3 3 GOT A 








EAST zt 
—/, coam Ox 
9r. SE [tax 1001 q cos2x ; cos io g cos6 x 


IH FA) nt] 


de d : s bete I. ] 
+ 7 1-2-4* site ETT. .... 
EX 4K 

o 


to 


qsinx? _ g'sin?æ *sin2x g’sin3a” | 
— 2 [Tr — x se 
Ich el ga ode 
CT AK .—(—9g)"sinax* 
Ce lg, — x] az n. an.m(1-]- 37)? 
abi numero 7 tribuantur valores: 1, 2, 3, ...+ oo, itaque: 


K € F 1). 
g, UL æ.0 Beam = A [2u—x +2 Se 


nn. ET. 
31.2.1, 2.0; . D 


$. The 
Secundum integrale, quod nobis Ere est: 


fe Eam 2K x 2K% 
: Coam Fr 
Cum vero sit: 


OK 2K OK. 2K. 2K Xn. 2K 

E am m = "Aa —— Cx = ee f sinam M 
e o TT PL 9 7t 

erit e acta Ghee Star 














#) Vid. Jacobi Fundamenta nova theor. funct. ellipt. $. 39. Nro. 24. pag. 102 
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2 DK K[92E' 2 K: 
2K nam = 2] 242 (222)], 
p 7t TT st 7t 
igitur :. 
== A mis 2Kx 
Ea .coam —— 
9 wopx IK: mA DK cd 
ur Ar ce T EY z( A )..coam 2E, 
ST st a 0 It a o Tt 


Priorem partem hujus integralis in sectione sexta illustravimus, qua re 
tantum altera pars restat enucleando. Hunc in finem seriem pro coam- 
plitudine antea datam ratione x differentiemus, deinde in seriem pro 


DK 9 K: 
eZ (ES 2 22e} *) ducamus, denique integremus. 


Formula vero anes coamplitudine : 
Do Enn ay 2 q? sin4 x SES. ana 
C =  _ 
secundum x ete praebet : 
du dni en no 4g’cos4x — &g*cosÓx wie wie 


i+ g* i-o 1 4-9? 


(— q)' cosOnx 
ES ads 1: 3x, 


DE Sake Rogie coe 


von 














haec est ducenda in: 


Dh. EIOS. sin I x ? sind 3 sin6r 
Z (==) L— M EGER EE Licinii a + LM L6 +...) 














sc 7 E ia 1— q^ q 
rt €: ?sin ag 
og 
S 


qua si multiplieatione revera utimur ,. accita formula trigonometrica : 
2sine cos = sin (a + 8) + sin (a.— 2), 


factorem ipsius (— 4 sint 7 x) adipiscimur — 


cl REN 9 Ur ER =f 2 Mili Oe PT gr Se 
1—4" (lg eg) gt) gs TAU 
9 qe TRE ent 9 gni tps a 
GaP dt Tag Ge ag) sd info. usque 
um en+2 9 Ee oll A ben 9 Get, 
Son (1— g^ are (1— 9*) (1— get) Tate — ase ad infin, usquc 
92 9 getter ; 4 9 qer+ep 
XI bre E ER Ew se tn 
pes uq (ig) uz nb q'^t*P) (1-]- °F} = Pan) : 
m = 0,1,2,3,....(22—1) pzz1,92,9,....00 P—1,2,3,....0c 


*) L c. $. 47. pag. 133. 
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Quia famen omnes fractiones hie obviae in fractiones partiales discerpi 
possunt per formulas: 


12 ger DE 2g 2n 14 nat gem | 
(1—g9—"7)ü--q")" 1 se co ae Dae Tl 


9 qup 0 g? Lie rer 
carey = ce rés + 
QUIM e. o The Hz gertap 
(1— qh) ight") 1 Tg rn in oes 
ne coefficientem termini, qui Tig on a) continet: 





= 2, [eco tei eur aut 2h 
n+2p Tr 
ar Dem zc Dy it. 2p EM S ijs) 


siquidem in summis Bree causa signo Z praefixo notatis, literae 77 
omnes valores 0, 1, 2, 3, .... (2n — 1), literae p vero omnes valores ab 
unitate ad infinitum usque tribuuntur. 


Cum vero sif: 








=(—1)” = 0 
ms, 1; e ‘ +. (Qn—1) 
142p 2 
__4\m 4D Li M qM 

= ( 1) mre T =( 1) 1— 4» 2 | 1,7 1—g 
m=0, 1,2 SE or nel, 3,0 Pec 

abs 2m Anh Lieu q.P xi 4n 

—— fie +E —r 
m--0,1,2,....(22—1) p74,2,3,...-00 
nanciscimur : 


247 [ : apt 
1+ 9°" er 1+ 7” 


unde terminus quaesitus fit: 











UK qu poe) 
] SVC.) —= (1+ qi")? N 


T4 Tos (1 pat age) i 

Ze 
Eodem modo subsequens terminus Sone 
4 gat (1— qu S) ) 


sind na. 








= — “Gage sin (472 4- 2) x, 
quare totum productum aequale fit: 
e E pe D siu 2 nx. 
n —1,2,3,.. 


Hoo per dx multiplicatum atque deinde Eo limites O et x integratum 
abit in: 
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— —— —À9 L2 


ose) (1— 9 D eos2na + 2 COP m 


- Rcg 
= MIT sin 7 x^, 


Miss DRE he 
His collectis habebimus: 
2K 2 Ex 4E' _(— M"sinnx 
meet dam — Er, zig 
M, J^. Ea oam —- I + [2a—a] + — ZI ip oy 
2% (— 9)" (1 — 9") sin n a? 
K n(i-q-q"?  ? 


ubi pro 7 omnes deinceps numeri integri ab unitate ad infinitum usque po» 
nendi sunt. 


$. 8. 
Idem integrale: 


elegantiori methodo gat. pdt Est enim in $. 5. positum: 


3 DER 
Io rae SE q ST 
Vui = 7 : Le (1 


e quibus ratione 9 differentiatis (ubi x dodi constans, e, x et w vero 
tanquam variabiles considerari debent) profluunt: 


? 








pee fee LE DE Mg N = [1 —22].3% 
gg MEUS "y? 0 q ' Y (1— eesin? w) Xm wx y gs 
2 [gem [ / 2.55 
u = ——E— A] =. oe 
Ut valorem ipsius 2: obtineamus, advocemus formulam *); 
Cep Ima PES 
rm e(l — ee) K K* 


Est vero **): g==e * quod differentiatum exhibet 
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quo valore in formula (4.) posito nanciscimur : 
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quod ipso Tex multiplicatum et inter limites O et x integratum, praebet: 
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In sectione quarta fuit: 
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ratius a hic substituimus, facillima reductione adhibita sequitur: 
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Hic valor ipsius 7' calculando minus aptus est, quoties excentri- 
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citas e unitati proxime accedit, pro valore enim e —1 fit T= @ verum- 
tamen huic casui transformatio serierum favet. 
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Posito etiam Tr pro x, fit terminus generalis: 
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alee ors 
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pinquat, neminem fugit. 
Hujus formulae ope series illas in expressione ipsius 7’ exstantes, 
quae magna excentricitate posita non satis convergunt, calculando aptiores 


facere possumus; 
altera enim esí: 


UR 2Kx» 
= coam —— .9 2, 
a 7 
Jh * d.coam e Es ps 
ee Xe 


Si igitur aequationem (g.) per d multiplicamus atque deinde inter 
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limites O et x integramus, postquam 3 — loco x positum est, nancis- 

cimur valorem seriei (£.) $. 6.; atque si eandem aequationem ratione 9 
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differentiamus, postquam —— x loco x positum est, deinde per dar mul- 

tiplicamus, denique inter limites O et x integramus, nanciscimur valorem 


seriei (f.) $. 8. 
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Ut in universum valorem 7' magna excentricitate posita in seriem 
secundum potestates ipsius (1—e) evolvamus, expressionem $. 1, %. IV. 
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rursus accipiamus: ibi fuit: 
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sive terminis et qui Ó omnino non continent et qui in primam potestatem 
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deinde terminus generalis seriei in 377 multiplicatae, hic est: 
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Cum vero valoribus ipso 2 majoribus pro 7 positis expressio multo 
magis contrahi possit, quia tum nulla coefficiens: binomialis evanescit atque 
omnes ad potestatem —1 pertinentes — + 1 aut — — Í fiunt, terminos 
non solum a à non dependentes, sed etiam qui prima et secunda potestate 
ipsius 0 sint multiplicati, a ceteris separabimus, quo facto impetratur : 
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Si illi tantum termini considerantur et qui a d non pendent et qui 
prima et secunda potestate ipsius à sunt multiplicati, habemus: 


r.ôr : 
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igitur integratione inter limites O et 7 instituta: 
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Auflösung der Aufgabe 1. S. 320. im 3° Hefte de 
S'" Bandes. | 


(Von Hm. Th. Clausen zu München.) 


rn = ——— ——— 


Hf E; seien a, à, c, d die aufeinander folgenden Seiten eines Vierecks, und 
p, 9 die Diagonalen. Kanu um dieses Viereck ein Kreis beschrieben wer- 
den, wenn die Bedingungsgleichung 

p? = ac bad 
Statt findet?" 

Es sind hier sechs Grüfsen, wovon viere, im Allgemeinen genom- 
men, willkürlich sind; demnach können nur zwei verschiedene Gleichun- 
gen zur Bestimmung der zwei übrigen Grüfsen Statt finden. Nun giebt 
es aber eine Bedingungsgleichung zwischen obigen 6 Grófsen, die in jedem 
Vierecke Statt finden mufs, da das Viereck durch die 5 Grófsen völlig 
bestimmt ist. Es braueht also nur bewiesen zu werden, dafs die obige Be- 
dingungsgleichung von der eben erwühnten verschieden ist. Zu dem Ende 
nehme ich an, daís das Viereck uuendlich wenig von einem Dreiecke 
verschieden, und dafs die eine Diagonale eine auf die Grundlinie gefällte 
Senkrechte sei; dadurch fällt die andere Diagonale mit den zwei Seiten 
zusammen, und es ist daher 


g — b+. 
Es ist aber pg, der doppelte Inhalt des ganzen Dreiecks, 
pg = pat+pe, 


da nun ped und Za, und das Gleichheitszeichen für beide Grófsen 
nicht zu gleicher Zeit Statt findet, so ist die oben angegebene Gleichung, 
die jedesmal, wenn dem Vierecke ein Kreis umschrieben werden kann, 
Statt findet, von der bei jedem Vierecke Statt fiudenden Gleichung ver- 
schieden. Die beiden Gleichungen sind also zur Bestimmung der zwei 
nicht gegebenen Grölsen völlig hinreichend, und es kónnen also keine 
andere, worin diese nicht enthalten wären, Statt finden. 
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4. 


Mémoire sur la décomposition des fractions algebriques 
rationnelles. 


(Suite du mémoire No. 18. tom, IX. cah. 3.) 


(Par l'éditeur.) 





§. V. Cinquième méthode. La seconde d’Euler, 
14. 


Les seconde, troisième et quatrième méthodes de calculer les numérateurs 
. . = . mt; A 
des fractions partielles auxquelles la fraction donnée EN peut être égalée, 


exigent le calcul des racines dé l'équation "y = 0. Cela ne rend pas seu- 
lement le calcul des numérateurs pénible, mais c’est aussi une véritable 
imperfection. Car la possibilité du caleul des numérateurs semble étre 
par là dépendante de celle de la résolution de l'équation y = 0. . C'est 
ce qu'elle n'est pas; car, comme la premiere méthode des coefficiens indé- 
terminés le fait voir, le calcul des numérateurs des fractions partielles peut 
être toujours effectué indépendamment de la résolution des équations de 
degrés supérieurs au premier, et la difficulté du calcul n'augmente pas 
dans Ja méme proportion que celle de la résolution des équations, Cela 
indique qu'en appelant au secours la résolution de l'équation y =0, on 
fait quelque chose qui est étranger à la question. 

Il y a donc à désirer une autre méthode plus expéditive que la 
première, mais, comme elle, indépendante de la résolution des équations 
supérieures. | | 

Euler a donné le premier une telle méthode daus le mémoire 
cité plus haut. Voici en quoi elle consiste. 


15. 
1. Suivant le (§. 6.) on peut supposer _ 
: ‚mi we log n—r—-1z 
122. Tate 


ou bien aussi, si l'on veut réunir en un seul terme les e premiers termes 
à droite dans (53.), | 
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des fractions algébriques rationnelles. Sect. IT. §. PV. No. 15. form. 193, — 135. 43 


nu mls od 
123. N EIL m 
Multipliant (122. et 123.) par "y*.*/V, elles donnent 
124. "VD =" w.*N+""-Z."y et 
125, — "UJ = OW NUTZ, 
et de là on tire 
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II. Si dans ces expressions on fait 
128, "y — 0 et "y = 0, 
elles se réduisent à 





FP En TU 
129, w = => 
"p 
ro—1 
130. ALL NO 


Il. En donnant à x les r—1 valeurs différentes exprimées par 
la première des équations (128.), on tombe dans le calcul des méthodes 
précédentes et dans toutes leurs difficultés. Pour les éviter Euler se 
sert des équations (128.), non pour chasser tous les x des quantités U et 
IV dans (129. et 130.) mais seulement pour en éliminer les puissances 
de x supérieures respectivement à la r —1"* et à la rg —1"*, 

IV. Il fait cela en tirant des équations 

131. "y = a ra rat so. HT = 0, 
132, "yt = 2e + mo bass. À Ny = 0, 
les plus hautes puissances de x. Ces équations donnent 
133. SS (ae net wesc T.) 
134. a" = — (ne... nj) 
et l'on voit aisément qu'à l'aide de ces formules, on peut exprimer toutes 
les puissances de x supérieures à la r—1"* et Ala re—1"*, par les puis- 
sances inférieures de cette quantité, Par exemple l'équation (133.) donne 
x" z—(mxe-4«7x3....-- 7,0), 
ou bien : 
per ae due Hrn HET str 
BETT coco eo re — TX, 
et ainsi de suite. | 


V. On peut donc réduire les expressions (129. et 130.) à d'autres 
de la forme 
6 at 


44 Sect. H. à. V. No.15. form. 136.—139. 4. Crelle, mémoire sur la décomposition 








Y 
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136. “w= =, 
r—iN 

U 

x ro—ı 

I3 "e Up = 2 3 

rg—iN 


qui ne contiennent plus des puissances de x supérieures à la r —1"* ou 
à la re—i*, ni dans le numérateur ni dans le dénominateur. 

VI. Mais les expressions (136. et 137.) de w et WF sont fraction- 
naires; cependant elles doivent étre nécessairement entiéres (122. et 123.). 
Donc il s'agit encore de les transformer en d'autres qui, dans leurs déno- 
minateurs, ne présentent que des quantités indépendentes de x. Euler 
donne deux méthodes différentes pour effectuer cette transformation. 

VIL La premiere méthode s'exécute à l'aide de l'équation 


138. pucr 
q s aq — Bs 
Cette équation est identique, car elle donne en multipliant par croix 
139 Rupee. = apg—(rg, ou bien ps = r$, 
1 arg— Brs = «ps— rs, ou bien rg = ps, 





comme cela doit étre. 

VIII. Cela posé, multiplions par ex. dans (136.) "U et ""IV par 
æ, ce qui ne changera pas la valeur de '^7;», et éliminons des produits 
à l'aide de l'équation (133.) la puissance x’, nous aurons une seconde ex- 
pression de "'w diflérente de celle (136.) mais semblable à elle en ce 
que x ne s'élève pas non plus au dessus de la puissance x" ni dans le 
numérateur ni dans le dénominateur. 

Traitons la seconde expression de "^: précisément de la même 
maniére que la première, et nous aurons une troisième expression sem- 
blable de "ww. 

Continuons de cette maniére en calculant r — 1 différentes expres- 
sions de "*w qui toutes ne contiendront quelque puissance de «x sup 
rieure à la 7— 1"* ni dans le numérateur ni dans le dénominateur. 

IX. Toutes ces formules, exprimant la même quantité "zw, seront 


. , . . r 
des fractions de valeur égale, comme étaient ci-dessus celles = et — 


(138.). Donc on pourra y appliquer l'équation (138.). Multiplions done 


la premiére expression de "^, que nous représenterons par = , en haut 


et en bas par le coefficient & dont 27-7 dans le dénominateur de la se- 


des fractions algébriques rationnelles, Sect. II §.V. No. 15. form. 140. 45 


. I fe , PL. . 
sonde expression — est affecté, et reciproquement la seconde expression 


T - K 
— de "vw en haut et en bas par le coefficient ß de x”? dans le déno- 


minoteur de la premiére expression P nous aurons deux expressions de 
"y dans les dénominateurs desquelles x? aura /e meme coefficient. 

e LI a 9r ) 
Maintenant les deux expressions x. et Bs égales entre elles, seront aussi 


en vertu de (138.) égales à east. Mais le coefficient de x’! dans le 


. e a , . F * 
dénominateur «2 de la fraction as étoit égal à celui de x" dans le dé- 


T—1l 


s N . r . ^ S 
nominateur Bs de la fraction m dont la puissance x'^ sera détruite 





. a — | is 4 
dans l'expression = a et nous aurons transformé les deux expressions 
ap— fr 


Le = de '^.» en une autre 7; où x ne s'élève plus qu'à la puis- 
D = 


sance a * dans le denominateur. 

X. Combinons de cette maniére deux à deux toutes les r—1 dif- 
férentes expressions de "zw trouvées (VIEIL), et nous en tirerons 7 —2? dif 
férentes expressions équivalentes de ""z» qui toutes ne contiendront dans 
le denominateur aucune puissance de x supérieure à la r-—2"*, 

XI. Combinons de nouveau deux à deux ces r— 2. expressions 
et nous trouverons r—3 expressions de '^'z» dans les dénominateurs des- 
quelles æ ne s'élève qu'à la puissance r— 3. 

XII. En continuant ce calcul, oà il y a encore à observer que 
les facteurs communs au numérateur et au dénominateur, quand il s'en 
présente, re doivent pas étre supprimés, on voit qu'on finira par arriver 
à une expression de "7; qui n'a aucun x dans le dénominateur, et cette 
expression est celle qu'on à desirée (VI.). 

XIII. Za seconde méthode part de Ia proposition, que si Z, Vet y 
sont trois polynomes quelconques de x, il existe toujours un polynome M de 


x qui, étant pris pour multiplicateur de et Y, réduit la fraction = á la forme 
FO idan ag ial EICHE 

N NM Qy + C? 

où C ne contient plus x, de sorte qu'à l'aide du multiplicateur M on 

pourra transformer sur le champ les expressions de ""w et '€777 en 
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; PytK 4, PRAK " + 
d’autres la forme O5 EC et Htc qui pour y eA et y? — 0 se 
réduisent à À " 
aed ilar eum d roi J 
14]. 7=7 = Twm Z, | 
expression qui a la forme demandée, puisqu'elle ne contient plus x dans 


le dénominateur. 


XIV. Il sagit de trouver le multiplicateur #. Pour cela 
Euler donne la règle suivante." foit N = Qy -- L,; développez 
'. en fraction continue, en vous arrétant aussitôt que se présente un reste 
indépendant de x. Calculez la valeur en x de cette fraction continue 
aprés y avoir supprimé la dernière partie fractionnaire, et le numérateur 
de la fraction que vous trouverez sera le multiplicateur cherché." 

XV. Ayant trouvé par lune ou lautre des deux méthodes les 
expressions polynomes entières de "^zo ou "77 (129. et 130.) les équa- 
tions (124. et 125.) donneront j 

m[J —r—10.*N 








142,5 77125 x 7 — et 
143.20 0720 a 


et ayant calculé Z suivant ces équations, on peut décomposer ultérieure- | 


NTI Z $—1 


les fractions TS et —7 par | sae li 
ment les fractions L5; par le méme Reese é m on a appli- 
, ^ ME} 
que a TN" | 
teur Z de le seconde fraction partielle (122. et 123.) par la même opé- 
ration qui a donné le numérateur zv ou W de la première fraction par- 

tielle, C'est ce que fait Euler. 


Qu bien: on er tirer directement de ——— e > — le numéra- 


16. 


Voici en quoi consiste la méthode d'Euler qui, comme on voit, 
évite en effet la résolution de l'équation y —0 et qui pour cela est déjà 
préférable aux méthodes décrites ci- dessus. 

Les régles et préceptes que donne Euler sont parfaitement bons 
et exacts, mais il faut avouer que l'illustre auteur a presque entièrement 
supprimé les démonstrations de ses règles. 

D'abord on ne voit pas par quel droit on puisse supposer arbitrai- 
rement y — 0, sans donner à tous les x qui entrent en calcul les va- 


«a dit 
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leurs déterminées que fixe l'équation supposée (No. 15. IL). C'est autre 
chose dans les trois méthodes précédentes. Il est vrai qu’on y suppose 
également. y — 0, mais on donne effectivement à tous les x les valeurs 
déterminées par l'équation supposée. Euler se contente de dire ($. 7. 
de son mémoire) que si l'on fait y — 0, les expressions (126. et 127.) se 
réduisent à celles (129. et 130.) et qu'il ne reste qu'à transformer ces ex- 
pressions fractionnaires en formules entières. Mais il paroît que l'exacti- 
tude des résultats qu'on trouve par cette élimination zon totale mais seu- 
lement partielle, de x, a besoin d’être verifiée, 

En second lieu, pour faire voir l'existence du multiplicateur M 


( $. 15. XIIT.) propre à donner à une fraction = la forme Ro Eu- 


ler a recours à la méthode des coefficiens indéterminés. Mais cette mé- 
thode ne parait pas offrir de démonstration rigoureuse, parcequ'on n'est 
^ . F . [2 . . , * 32 * 

pas sur que parmi les équations déterminantes il n'y en ait pas d'identiques. 
En troisième lieu les considérations sur lesquelles Euler fonde sa 

régle de trouver le multiplicateur M ($6. 15. XIV.) semblent être plutôt 

spécieuses que propres à servir de fondemens d'une démonstration rigou- 

reuse. Voici comment il s'exprime sur ce sujet: 


»$. 16. Postquam perventum fuerit ad aequalitatem X, (nous met- 


tons nos signes, mais nous copions les mots d'Euler) ubi omnes ipsius 
x potestates jam sint minores quam ia ipso denominatore y, singularis se 


mihi obtulit via, multiplicatorem illum supra memoratum eruendi, qui si 
U.M | 
N. M x 


sito y — O0 iste denominator evadat quantitas constans, hoc eveniet sta- 
tuendo VM — y Q-- C. Sic enim ratione habita aequationis y = 0, utique 


litera M designetur, habebimus w = Jam quia requiritur ut po- 


‚ UM . . . x . . . . * 
fiet = — ; sicque ista littera per functionem integram ipsius x expri- 


metur, postquam scilicet ex numeratore [/M altiores potestates fuerint 
exclusae." 

»$. 17. Nunc ad istas quantitates M et Q inveniendas, evidens est, 
si quantitas variabilis x ut infinita spectetur, tum fore VM= y Q, ideo- 


M ‘ , 
que GHti unde patet, fractionem v proxime aequalem esse debere 


Q 
fractioni x. Hic igitur in subsidium vocare conveniet eandem opera- 
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tionem, quae in nunieris institui solet quando fractione quacunque proposita 
alia ipsi proxime aegualis quaeritur. Simili enim modo, quantitate y per 
N divisa, residuum sumatur pro divisore, praecedens vero divisor pro di- 
videndo; hocque modo procedatur, donec ad quotos fractos perveniatur, in 
quorum scilicet denominatore ipsa quantitas a insit. Tum enim si more 
solito ex quotis repertis fractiones formentur, ea quae ultimo quoto inte- 


. . Q + * M s 
gro respondet, nobis exhibebit ipsam fractionem g» ex qua deinceps, nu- 


meratoribus et denominatoribus seorsim aequatis, numerator 4 facili ne- 
gotio eruitur," 


Certes on ne voit pas par quel droit on puisse supposer x — oo et 


aprés tirer quelques conclusions de lexpression X. La quantité 2 est 


N° N 
zéro ou infinie pour a — o», selon que le degré de x dans /V est plus 
grand ou plus petit que celui dans y, et une quantité zero ou infinie ne 
peut étre regardée comme rapprochée d'une autre, Et méme si cela était, 
on ne voit pas, quelle ressemblance il y a entre les quantités en question 
et les fractions en nombres. Il est vrai que, en développant en fraction 
continue une fraction en nombres, la dernière fraction convergente est 
moins différente de la fraction proposée qu'aucune autre fraction en nom- 
bres plus petits. Mais ici il ne s'agit pas de la grandeur des quantités. 
Elles sont plutôt indéterminées, et x peut méme étre regardé comme va- 
riable. Il ne s'agit que de la dépendance ou de l'indépendance de x des 
autres quantités. 1 parait done que la ressemblance du cas actuel avec 
celui des fractions continues en nombres, n'es pas telle qu'on puisse y 
fonder la règle énoncée. Le cas actuel paraît être un de ceux qui ne 
sont pas rares dans les ouvrages d'Euler, oà ce grand homme, au lieu 
de calculer et de démontrer les résultats, les a pour ainsi dire plutót de- 
vinés ou pressentis par une sorte d'inspiration mathématique. 


Pour justifier et verifier l'excellente méthode d' Euler, il reste donc 
4 démontrer rigoureusement ses règles. — C'est ce qui se peut faire effec- 
tivement et que nous ferons. Je me suis déjà occupé autrefois d'une par- 
te de ces démonstrations dans un mémoire là à l'académie des sciences 
de Berlin le 24. février 1831; mais je vais reprendre ici cette táche, en 
essayant de perfectionner et de compléter ce qu'il y a à faire. 
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1% 
Nous commencerons par démonírer la proposition (No. 15, XIII.) 
savoir que, 

si "U, ‘NV et "y sont trois polynomes quelconques de x, il existe 
toujours un polynome M de x, qui étant pris pour multiplicateur de 
UY et N, réduit la fraction E à la forme uM. = CDI AME RUN, 
"N NM Q "y °C? 

où C ne contient point x. 

I. Ti est clair qu'il ne s'agit que de démontrer qu'il existe toujours 
un multiplicateur 7 pour un polynome quelconque donnée “N qui donne 
144. MON = Q.'y-F'6, 
ou "C ne contient point x. Car en multipliant "Z/ par le méme poly- 

nome M, on aura 
145, MU = Pry +K, 


‘ ; : My tit Ga a Se te 
ou le degré de K est entre O et r, et la fraction wn est identiquement 


, \ . U 
esale à la fraction donnée XN" 
: e — - . , = 
I. Supposons donc ‘N divisé par "y, on pourra écrire généralement 
; 8 2, atm T 2 
146. ‘N= Q,.% +72. 
Si s est 7r, À sera entre O et r, et si s<r, À sera = s, 
. A "Er à rs Re : 
HI.. Maltiplions ^L, par une puissance x" de x propre à intro- 
duire dans x'".^L, la puissances x” de x. Divisons ensuite le produit a’.4Z 
eo 


par 'v, On aura 
/ ATL y X ; 2 
147. wl Jg. — 7, e y dE ° 


Si peut-être A' n'était pas — r — 1, mais inférieur à r — 1 (^, ne peut 
être plus grand que r— 1), il n'y a quà multiplier (142.) encore par 
az’! pour avoir 
! M EORR IO’ E 
148. c. L, Wet y. 3E dg 
v, étant = + v—1-—2. 
On peut donc toujours faire ensorte que ^L, multiplié par une 
r : 1 
puissance convenable x ' de x ait la forme p,."y --'^L,, où L contient 
nécessairement la puissance x’”’ de x. 
IV, Cela posé, multiplions (146.) par x ', nous aurons 
149.  x'. N = Qux? y IL. 
En y substituant (148.), on aura 
£z , 43 3 ee aie ! == 
150, 2. = (Qux +g)"y +L, 
Crelle’s Journal d. M. Bd. N. Hit. 1. 7 
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et en écrivant Q, au lieu de Q, Vp es 7 

LES Oe ae Q,.'y +L, 
où la partie ”"Z, non Saale sous le produit Q,.y renfermera zéces- 
sairement la puissance x’ de x. 

V. Multiplions de nouveau ""Z, par x et divisons le produit 

a." ^L, par "y, nous aurons 

152: mU = eva ere 
Si A, étoit inférieur à r —1 (il n'y peut être supérieur) il n'y a qu'à mul- 
tiplier (152.) par x^^: pour avoir 


153 4.43 0. UM = 4. "y TL, 
ou gp, = 1i+r—1—a,=r—aA,. 
Multiplions maintenant (151.) par Z* on aura un de de la forme 
154. x?.'N = Q,.x"^."y J-7L.,. 
où v*-—,-p&,, et en y subsistant (153.) 


154.5. x^ N = (Qu +9) y PL. 
Ecrivant enfin Q, au lieu de Q,.x^* + 9.» on aura 
159. 22 UV ONE EE 
où "7L, renfermera nécessairement la puissance x” de x. 

VI. Voilà done deux expressions différentes (151. et 155.) qui 
toutes les deux ont à gauche */V pour facteur, et à droite une partie affectée 
du facteur "y et une autre renfermant nésessairement la puissance x'^* de x. 

VII. En opérent de nouveau sur l'expression (155.) précisément 
de la méme manière qu'on là fait sur l'expression (151.) on aura une 
troisiéme expression semblable aux deux précédentes, et en réitérant l'opé- 
ration sur celle-ci, une quatrième etc. 

Ayant répété 2 —1 fois l'opération indiquée on aura r—1 expres- 
sions différentes de la ferme 

156.  x".'/V = (Q)'y + (DL), 

VI. Soit x, le coefficient de x’”' dans "^L, (151.) et «, celui 
de x’ dans "ZL, (155.). Multiplions (151.) par o, et (155.) par #, et 
soustrayons les produits, nous aurons une UM. de la forme 

157. (a. eat) Ne (HL, 
la puissance x'^' ayant été éliminée de la vai L. 

IX. Combinant de cette sorte les r —1 expressions (156.) deux 

à deux, nous aurons r—2 expressions de la forme 
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157. m,.'N = (,0)."y 4- XL), 


te 


où 77, est un polynome de x et où dans la partie L la quantité x ne 
s'élève qu'à la puissance x”. 

X. Combinons de nouveau deux à deux les —2 expressions (157.) 
en multipliant la première des deux par le coefficient de x”? dans la partie 
L de la seconde et celle-ci par le coefficient de x"? dans la partie L de 
la première, nous aurons r—3 expressions de la forme 
LOT E ce Ya OU eb E). 

XI. Kn continuant ces combinaisons, il est clair qu'on arrivera enfin 


à une expression qui, dans la partie Z., ne contient plus x et qui est de 
la forme 


1558:2 SEN ZZ O LEG, 
forme égale à celle (144.). 
XH. lla donc été démontré quil existe toujours un polynome 
M de x qui, multiplié par le polynome donnée ‘W, produit une quantité 
M.*N de la forme Q."y +°€. 
XII. Si donc on multiplie par ce méme polynome M l'autre po- 
Iynome donné ”Z/,:ce qui donnera un produit de la forme 
15958 HI e Py ok 
la fraction proposée E sera réduité à la forme 
wu ce HEEL NEU: 


= 


SN MN Q^y4c 
"C ne contient plus x,. C'est ce qu'il s'agissait de vérifier 
XIV. On verra plus bas (20. XIIL) qu'une autre démonstration 
de l'existence du multiplicateur 42 est contenue dans celle de la règle 
donnée par Euler pour le calcul du multiplicateur méme. 
18. 
Maintenant nous démontrerons 
qu'on trouve, par ex. dans (122.), la valeur de w en x si, suivant les 
réples d' Euler, on élimine d'abord de Z/ et /V, au moyen de l'équa- 
tion y = 0, les puissances de x supérieures à la r—i™ et si ensuite 
on chasse, par ex. à l'aide du procédé ($. 15. VII. — XIL), x absolu- 
ment du dénominateur de la fraction qu'on a d'abord obtenue. 
I. Ayant démontré ($. 17.) qu'il existe toujours un polynome JT 


qui donne MU = Py + rere 
DEPT == + pC; 


^ 


ou 


161. | 


y is 


on 
~ 
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où ^C ne contient pas x, nous pourrons au lieu de l'équation 


TE er 4 Ur . 
mr; n—? 17 ty 


162. NE "up + eae 
qu'ou tire de (122.) en multipliant par "y*, écrire l'expression suivante: 
163. - 52UsM oko es Cy. M, 

NS 110 CON EO SN. M 
Il, Multipliant cette équation par Qy 4-* € — 27.*/Y (161.), on aura 
164. Py+A4 = Tw (Oy +°OC)+Zy M, 
et de là on tire | 
165. (P-wuQ—ZMy = we C—" Kt, 


III. Le terme à gauche de cette équation est divisib/e par ^y; 


— “Ww En 


il faut done que le terme "w.°C— "X le soit également. Mais cela est 
impossible, à moins que '"z». C—"^K ne soit zéro; car K est tout au 
plus du degré r—1, C est du degré O et w est du degré r— 1 tout au 
plus, comme le fait voir l'équation (5.) démontrée ci-dessus. Done le 
dividende "7z7.*C — "^K est tout au plus du degré r—1; le diviseur "y 
au contraire est du degré r, et il est impossible qu'un polynome en x du 
degré r— 1 soit divisible par un autre polynome du degré r. Il faut 
donc que ^"z5.* C —"K soit zero et cela donne 


r-ıK 
166. uei 73, = "50g 


Voilà la véritable valeur de “zw. On voit que cette valeur s'exprime 
par les restes de la division de MU et MN par y seulement, qui suivant 
les formules (163.) ou (160.) sont X et °C. Les quotiens de la division, 
qui sont P et Q, n'y influent pas. 

IV. Cela posé, remarquons que nous somme parveaus de /V à Qy+°C 
= MN (160.) en divisant d'abord N par y; cela nous a donné le reste 
L, (146.) ensuite nous avons formé d'autres expressions de la forme 
(Q)y J- (L), en multipliant par des puissances de x ct en divisant toujours 
par y. Ces expressions, en les combinant par la soustraction ou addition, 
nous ont enfin conduit à l'expression MN = Oy J- "C, et en divisant MU 


Py+K U C ; 
a —. C'est done la di. 
at Ort" T N | 

vision par y des numérateurs et dénominateurs d'une expression fraction- 


, * 
également par y, à l'expression finale 


e . . U . . * . 
naire identique avec = qui nous a fourni l'expression finale. 


V. Mais il est clair que s'il ne s'agit que du res/e de la division 
d'un polynome quelconque en x, 7 par exemple, par un autre polynome 
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"y de degré r, comme dans notre cas, on trouvera le méme résultat si, 
au lieu de diviser 7 par y, on élimine de 7, au moyen de l'équation y = 0 
supposée arbitrairement, les puissances de x supérieures à la r—1"*, En 
effet, si l'on désigne par p le quotient de la division de 7 par y et par 
A le reste, on peut exprimer 7' par 
167. zz p.-y pU. 

Cette expression se réduit à 7, =""R si l'on fait y — 0; donc aussi 7' 
se réduira à ""R si on le combine avec l'équation y = 0 en en éliminant, 
au moyen de eette équation, les puissances de x supérieures à la r—1”“. 

VI. Done si au lieu des divisions à faire daus les opérations ci- 
dessus, pour trouver P y +X = MU et Qy 4- "C= MN, et dont le resume 
a été énoncé (1V.) on se sert autant de fois de /'é//mination des puissan- 
ces de x supérieures à la r—1"* au moyen de l'équation 'y = 0, en con- 
servaut d'ailleurs tous les autres calculs, on aura encore les 77émes restes 
pour résultats. Ayant donc chassé tous les x du dénominateur de l'ex- 


. * . U ^ 
pression identique de 4-, on aura pour résultats finals les 7zérmnes restes 
'—K et °C qu'on a trouvés par les procédés ci-dessus. Et puisque ces 
restes, comme il a été demontré plus haut, donnent la véritable valeur 


K 4» e . 1 
de w (160.), on trouvera aussi cette véritable valeur en se servant de 


^is 
l'élimination partielle de a au lieu de la division, comme le fait Euler. 
Donc le precédé d'Euler est justifie par là. 


19. 
On peut encore justifier directement ce procédé d'Euler par Ja 
réflexion suivante. 
I. L'équation 


ml) is NI ry 


est supposée avoir lieu pour une valeur quelconque de x, et de sorte que 
les coefficiens des différents polynomes U, JV, ww, Z, y de x qui s'y pré- 
sentent, comme étant regardées indépendants de x, doivent conserver les 
mémes valeurs pendant que la valeur de x varie. 

II. On peut donc donner à x toute valeur qu'on voudra, sans que 
celles des coefficiens changent; et les valeurs des coefficients indetermi- 
nes de w et Z qu'on trouve avoir lieu pour quelque valeur déterminée 
de x, auront lieu également pour toute autre valeur de x. 
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HI. Par exemple en peut supposer x — 0. Cela donnera une 
équation entre les coefficiens de x? dans les différents polynomes. Et les 
valeurs de ces coefficients, qu'on pourroit tirer de cette équation, auraient 
lieu également pour une valeur quelconque de a. Elles seraient les va- 
leurs que les coefficiens de a? ont effectivement dans l'équation (168.). 
1V. Maintenant tout le probléme se réduit à celui de trouver les 
coefficiens indéterminés ou inconnus des deux polynomes w et Z, car, 


ces coefficiens étant déterminés, la décomposition demandée de Ja frac- 


tion proposée E est consommée, I ne s'agit done que d'assigner à æ 
quelque valeur qui puisse conduire à ce but. 

V. La valeur 0 de x, prise pour exemple en (IL), n'est pas gá- 
néralement propre à cela, car si w et Z contiennent la puissance æ° de 
x tous les deux, on n'aura qu'une seule équation entre les deux coelli- 
ciens inconnus de x? dans wet Z. Et d'ailleurs cette valeur de x ne 
donne pas en méme tems quelque relation entre les coefliciens des autres 
puissances de x. 

Dans les méthodes de décomposition des fractions ci-dessus (No. 2.3. 4.) 
ou donne à x les 7 différentes valeurs déterminées, que prescrit l'équation 
y=V0 supposée arbitrairement. On en tire effectivement les valeurs de tous 
les coefficiens indéterminés, parcequ'on a aufant d'équations déterminantes 


. ‘ . We : ZY 
quil y a de coefficiens inconnus dans "^w, l'autre terme T à gauche dans 


(171.) étant zéro À cause de y — 0. Mais ce moyen à l'inconvient de necessi- 
ter la résolution de l'équation y==0, pour avoir les valeurs de x déterminées 
qu'elle prescrit, et aprés le calcul des imaginaires qui peuvent se présenter. 
VIL Au lieu de cela on vient directement au but en supposant 
encore arbitrairement "y — 0, ce qui réduit d'abord l'équation (168.) à 


mI; 
169. SN = Cnm 


mais en éliminant ensuite des polynomes U, N, w seulement les puis- 
sances de x supérieurs a la r-—1"*, au lieu d'en chasseur fous les x. 


. U : 7 “ 
L'expression de + quon aura trouvé en chassant de Z/ et JV les puis- 


sances de x supérieures à la r—1" au moyen de l'équation "y —0 se 
présentera d'abord sous une forme fractionnaire; mais aussitôt qu'on sera 
parvenu à la transformer en une autre entiére du degré r —1, encore au 


M 
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moyen de l'équation y = 0, ce qui se fait par le procédé ($. 14. VII. XII.), 
cette erpression, dont tous les eoefficiens sont connus, sera celle de "ww 
méme, qui est également du degré r —1. Donc on aura trouvé d'un seul 
coup tous le coefficiens de '^'z» qui étaient inconnus et qu'on cherchait. 
il est vrai que dans l'expression finale, ainsi que déjà daus celle (172.), 
x ne peut avoir que les valeurs déferminées qui conviennent à l'équation 
y — 0, et non une valeur queleonque. Mais cela ne diminue en rien l'ex- 
actitude du résultat, puisque les mêmes valeurs des coefficients des poly- 
nomes dans (168.) qui conviennent à quelques valeurs déterrninées de x, 
conviennent également, comme nous Favons remarqué (I.) à toute au- 
tre valeur. 

VII. Le procède d’Euler se trouve comme on voit également, 
justifié par les reflexions précédentes, et ce sont peut étre elles qu' Euler 
a eues em vue sans les énoncer. Mais d’ailleurs Ia démonstration actuelle 
de sa méthode, quoique beaucoup plus succincte, semble étre moins élé- 
mentaire que celle ($. 17. et 18.). 


20. 
Nous venons à la démonstration de la régle du calcul du multipli- 


- Ss ¢ . FELL. TUIS Py +k 
cateur M propre à transformer une fraction donnée N M MU ro 


où C ne contient plus x, règle donnée par Euler et énoncée ($. 15. XIV.) 
I. Divisons d'abord "Z/ et */V par "y et supposons 
1210.20 77 Pity «tke. 
isles) EOLIY EAS. 
Il est clair que les degrés x et A des restes X, et L, seront toujours 
moindres que les degré r du diviseur y, au moins d'une unité. Donc on 
peut supposer 
172, y — ,L,-- R,, 
où m et R, seront des polynomes en x. 
II. Mais le degré du reste R, est de nouveau nécessairement in- 
férieur à celui de L,, au moins d'uue unité; donc on peut supposer 
173. L,-—rA,4-R, 
Ici le degré de A, est inférieur à celui de R,, au moins d'une unité, et 
on aura 
IB OR EIRE 
En continuant on pourra supposer 
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R, = r,.R, +R; 
175. (R, = nr. B, + B, 
et généralement Gen ER 
176, R -—r.h,4d- Re 

III. Les dégrés des restes R,, R,, R,.... diminuant toujours au 
moins d'une unité, il faut nécessairement qu'on arrive enfin à un reste 
dont le degré soit zéro, c'est-à-dire indépendant de x. Nous supposons 
que R,4, soit ce reste. 

IV. Cela posé les expressions (172. et 175.) donnent 


i13. vanne Bre DAR Re Cnr +I) R OR, 
L, rich: —TR-R, 

V. En substituant dans cefte expression celle de R, (174.), on voit 
qu'on aura une fraction qui a À, et R, également dans son numérateur 
et dans son dénominateur, mais point des termes ni dans lun ni daus 
lautre qui ne soient alfectés de A, ou de H,. En substituant dans cette 
fraction la valeur de R, (175.) on aura une autre fraction semblable con- 
tenant R, et À, tant dans le numérateur que dans le dénominateur, et ainsi 
de suite. Généralement on pourra done écrire 

10 0. i ei 


Low nes antilles 
OÙ D, i» Maas Guay An sont les coefficiens inconnus de R,_, et R.. 
VI. Substituant maintenant dans l'expression générale (178.) celle 
de A,., (176.), on aura 
179. IE ISSUE (rn R Lens ae awh ie à ln na Y) Rak pa B UII 
I» Qn-1 (Tn Rd Ba) )+- SEP SH (gun ^s ype Ver E Bee 
Mais en vertu de l'expression generale (178. ) On a aussi 


y „Rat %n Bas 
180. f = 2 RII ui. 
On a donc, en comparant les Pos RTE (179. 180.), 
Pa = Pay Ty paca 3 
181, a Sas 
%n Pn-19 
À, Inne 
VII. Ces équations donnent 


Pr ^, — It, = Pa 94 rr + Von In—ı emen LPS On Tn — Pat Na , 
ou bien 








M 


182. Pr ^, —- 9, La = — (RENE hr In-ı Kns)e 
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En mettant dans cette équation à plusieurs reprises 7 — 1 à la place 
de 2 on aura 
183. Pa An — Qnkn — (Nein On net) — ap feces na Jn 2 An) 


mae (Pas mt — 051-3 Ks) 


184, Pr An— In %,, = Fr (PoAo— 9 Xo) 
VIII. Mais, en fesant 2» — 1 dans l'expression générale QUE 
elle donne 


UN 


et enfin 


z Xo 
185. A == D ERR 
n comparant cette équation avec celle (177.) on voit que 
OCR mm LOT TX Es À, — 1, 
En substituant ces valeurs de p,, 96, x, et A, dans (184.) on trouve 
187, pin Que = +((mr+1)1 DE ds 
IX, Cela posé, l'expression (172.) donne d'abord deum mA Te. 
En y substituant la valeur de Z, (173.) on a i 


y BR de) u 
I = ran = M + 








Nm np ns 
En substituant ici la valeur de R, (174.) on trouve 
v ui MU EFE NE meer. 
r, R, LA, B iudi 


En continuant ces substitutions et égalant enfin PN ed frouvée à celle 
(180.) on aura l'équation 








dcin propane p» ft, “pa Ross 
188. Ins das TIO D cH 
r-+— = 
ÜU + — 
me es 
Rn 
X. Désignons par (2) la fraction qu'on obtient en népligeant celle 
ES +, dans (188.), c'est-à-dire supposons 
189, 7.) = m + LE 
i LES 
ALTER 4 
RES 
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on voit qu'on tirera (2) de ;- en fesant H,,, = 0 dans l'expression de 
9 cQ 


cette dernière fraction. Donc on a en vertu de l'équation (188.) 
> er Dn #in Tis — Pn. 
190. 5 STE 
XI. Retranchons (190.) de (188.) nons aurous 
CHE Pa "v pn B, +4: Antı pn Jum Pn Qn Ant x In Buts — Pn Gn Rn— pal — p» ^ 1 Antı 








L, In = Qn Bn An Bri Gn Y^ qn (Qn A nt An Au) 
ou bien 
Y Ph — LL (P qo») en 
L, Qa 7 n(gn Bint An Toi)? 
et p, ^, — 9,x, étant = +1 (187.) et c, Hi, m 2, = 5. (180): 
24 p^ — at p 
191. eb ; (180. )^ 


XII. Mais nous avons supposé (IL) add le reste R,., est indépendant 


de x. La quantité À sera donc une fraction dont le numérateur ne 
contient pas x. 
XIII. Multipliant (191.) par L,7;, on a 
2 y 9n— Lo Pn nn Td, 
ou bien 
192. (Ep Pr = In y he 
XIV. Multiplions maintenant 5 = ODE ;; (170., 171.) en 
haut et en bas par p,, nous aurons | 
; i occa RUE 
193. ZN dem (n Pray TL? 
et en y substituant (192.) et supposant 
194, "Up, = Py 4- K, 
N (Oups an) E Bo *N pn 
XV. Faisons enfin. 
DA 


195. OFT 9 = Q, 
alien = "6, 








nous aurons 
196 SU CMS ERFEN 

UU NGSSIMSINT EOP-EECE 
XVI. Cela fait voir d'abord qu'il existe toujours un multiplicateur 


* , . A 7 mq] ~ Y ‘ 
M = p propre à réduire la fraction donnée — à la forme t apt 


SN Oy +°C * Donc 





Foo ow apte 


p 
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le calcul préeédent de ce multiplicateur offre en même tems une démon- 
stration de son existence, la seconde, annoncée ($. 17. XIV.). 
XVII. Ensuite les résultats (195. et 196.) font voir qu'on trouve 


ce multiplicateur M = p, (196.) comme suit. Développez la fraction > en 
*. . ^ 70 

fraction continue (188.) en arrétant le développement aussitôt que se pré- 

sente un reste 7i,,, indépendant de x. Calculez la valeur en x de cette 


fraction continue, aprés y avoir supprimé la derniére partie fractionnaire 
Rh, . . , 
M (188.), c est- à- dire, calculez la valeur de la fraction (2-) (189.): 

n 2o 


numérateur p, (190.) de cette fraction sera le multiplicateur M de- 
mandé (195.) 

C'est précisement la régle d^ Euler ($. 15. XIV.), Donc cette révle 
a été démontrée dans ce qui précéde. 

XVIIL Il y a encore à remarquer que les résultats du calcul pré- 
cédent offrent en même tems les valeurs de Q et °C dans MV = Qy--^c 
(196.) comme le font voir les équations (195.). Donc on trouve sur le 
champ, et sans effectuer la multiplication de */V par le facteur calculé M, 
le dénominateur *C de la quantité "7z» (169.) cherchée dans la formule 
(162,), I ne reste qu'à multiplier "U par M==p, et à diviser "U7. M 
par y. Le reste X de cette division donnera le nuimérateur de "-‘z0 (169.) 
et par là la quantité "72 sera calculée complètement, 


XIX. Ayant effectué le développement de I- en fraction continue 


et trouvé par là m, r, r,, Peso n, (188.), les GARE (181.) donnent Je 
facteur M — p, comme suit. D'abord on tire de la première et de la 
troisiéme formule (181.) 


197. Pr == p Fat Pris 
Ensuite (186,) donne 


lussesaccumrcbiet ru M, 
et de là on tire par la première formule (181.), en y supposant 2 — 1, 
199. p, = (mr<+i)r, + m. 


Puis la formule (197.), en y supposant 2 = 2, donne 
200: PE piri-T p, 
et dés ici on peut continuer le calcul des p suivants jnsqu’a p, en mettant 
dans la formule générale (197.) successivement 2 == 3,4,...., jusqu'à ». 
AX. D'ailleurs la méthode précédente d'Euler, de calculer le 
multiplicateur /7, propre 4 réduire une fraction donnée 
8 * 
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nu RR P, y 4- Ko 


N EET 


à la forme 
ojo." LED ON AU EME ete) a ‘gages 
en LEN aad SN vM OS EL) ex Oy ne 
où °C ne contient plus x, n'est pas la seule qui méne à ce but. 


En voici encore deux autres. 


21. 
Seconde méthode de calculer M. (202.) 
1. Il est clair quil ne s'agit que de trouver un polynome M pro- 


pre à donner 
203. M,°N = Qy+°C, 


où "C ne contient points des x. Ce polynome sera la multiplicateur cherche. 

li. Nous avons démontré ($. 17.) l'existance de ce polynome. Mais 
cette démonstration renferme en méme tems le mode méme de calcul du 
polynome M. En effet il n'y a qu'à faire les calculs indiqués ($. 17. 
IL — XI.) pour arriver à l'équation (158.) qui coincide avec (203.) et 
offre non sculement M, mais les trois quantités. cherchées M, Q et °C. 

II. Il y a encore à remarquer, que le nerne multiplicateur /M qui donne 

504. WM. Dee UNE 
donnera aussi à M.*/V la forme Qy -- "C; car *JV étant Q,y +Z,, la diffé- 
rence de M.°V et M.L, ne sera qu'un multiple de y que ne change pas 
la forme demandée. Donc on pourra encore abréger le ealeul, en mettant 
L, à la place de */V. 
22. 
Troisième méthode de calculer M. (204.) 

I. est d'abord clair que si le coefficient de la plus baute puis- 
sance de x dans y est — 1, comme il le sera ordinairement, celui de la plus 
haute puissance de x daus A1 peut être supposé également = 1; car il n'y a 
alors qu'à égaler le coefficient de la plus haute puissance de = dans Q, 
(204.) à celui de la plus haute puissance de x dans L,. 

IL. Cela posé, en transformant l'équation (204.) en 


205. er Este — Q5 


r 





on voit de cette expression que M.L,—°C doit être divisible par "y, 
c'est-à-dire, que si l'on divise M.L,—°C par "y, le reste de la division 
doit être zéro. 
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IIl. Ce reste sera du degré r —1, le diviseur "y étant du degré r; 
donc ses r termes seront propres à déterminer r coefficiens inconnus. 
La quantité °C, indépendante de x, étant regardée comme une de ces in- 
connues, le multiplicateur M peut en contenir les r—1 autres. Donc, le 
coefficient de son premier terme étant — 1, il sera généralement du degré 
r— 1 et on peut supposer 

206. 7^M-—z-LNe--|-xeroeveeA 

VI. Cela posé, il my a qu'à multiplier Z, par "7/4 (206.), ajouter 
—, au produit, diviser la somme par ‘y et égaler à zéro les coefliciens 
de r différens termes du reste de la division, qui renfermeront les 7 quan- 
tités inconnues A,, Az, 25, ou A, et "C, Cela fournira 7 équations du 
premier degré, desquelles on pourra tirer les 7 inconnues, 

V. Mais puisque l'inconnue °C ne se présente que dans le dernier 
ferme sans x du dividende M .L,— "C, elle ne se présentera aussi que 
dans le dernier terme sans x du reste. — Donc les r— 1 premiéres équa- 
tions, qu'on tire du reste, doivent déjà donner les r inconnues X, 

VI. Le degré du multiplicateur M ne peut être supérieur à r—1; 
car, s'il létoit, il se présenteroit un plus grand nombre d'inconnues qui 
ne peuvent être trouvées par l'évaluation des différents termes du reste. 

VIT, Mais il peut être moindre que 7 —1, car il se peut que quel- 
ques unes des r—1 équations, contenant les inconnues A, soient identigues, 
Dans ce cas le premier terme x” de M (206.), suivi peut être de quel. 
ques autres, ne pourroit pas subsister. Et puisqu'on a fixé davance la 
valeur du coefficient de x’~', les équations qu'on trouve ne peuvent pas 
indiquer cette circonstance autrement qu'en tombant en contradiction. 

VIII. Donc si les r—1 équations, qui renferment les r—1 incon- 
nus A,, A, eos A,_, (206.), se trouvent être en contradiction, ce sera un 
signe que le degré de M doit être moindre que r — 1 et il faut essayer 
uu autre multiplicateur d'un degré plus foible. Lorsqu'on aura introduit 
un tel multiplicateur, toutes les équations déterminantes qu'il y aura alors 
de trop devront étre identigues. 

23, 
Appliquons à un exemple nos trois méthodes de calcul du mul- 


| Qon EE e VF TU Py+K 
“ D 2 » * “a SS ee ee 
üplicateur M propre à transformer la fraction IN MN C 0,20 





ou C ne contient plus x, et choisissons cet exemple parmi ceux d'Euler. 
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Exemple (Mémoire d'Euler $. 18.). 
mT =. ch 1; 
207. 'N x + ot 1 = D5, 0; = 0; (171) 


bY na er rm $ 
1. Premiere méthode ($.20.). Suivant cette méthode il faut dé- 
velopper 7 2 en fraction continue, en s'arrétant au premier reste indépen- 


dant de x. " Cela donne 


208. ++ xD] x 


—x*—ax*-—- 


el aie Hit 


rg: — UD 
ur. oe, +1 |—x 
Haar 
—aı’+x —a ed] az'—x-4-2|— 
-xUExMÉ 
donc on a ue 
x x*+1 { 
200. J-— =x + ——- 
L, ita? ted eS 
AN ape 
et en (188.) T xL 
m == à, 
rox — |, 
s de EP 
210: d XU st 
HR, = —2’ ine Tru 
Hed iocis, 


De là on tire par les formules (197.— 200.) 
te mr+i = —xrti, 
211. (ur REDE P ont ume ae a 


Po Pitt Py = — a? 4+ (— at ll) = — 2’ — r+], 
done suivant (195.) 


212. 12 a cc me 
°C = +R,,, = +3, n étant pair. 
En effet le multiplicateur M — —2a?—x--1 donne 


MSN = (— #— 41) + 2-1) = — xi—2a'—x-41 
= — (+2) +1) +3 m — (d 2)'y +3, 
MU  (—3a*— 2 +1) (ae + 1) -—ai—azxi4-axi-—2x—x-41l, 


213. 





donc 
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PU: MU. ao hr tm Lt xo pt x? ? — 
ld N Ten EDS eee een 
résultat conforme à celui d'Euler, 
IL. Seconde méthode ($. 21.). En multipliant Z,, (207.) par x, on a 
215. sL= "+ r+x 
et en divisant par "y = x2*+-1, 
216. xl, = "y+x +r— 1, 
En multipliant de nouveau par x et divisant par y on trouve 
217. LL, = (x-4-1)'y + 2*— x — 1. 
Combinons les trois équations 
L, = x'-Fa*--1 (207.), 
218. xl, = ‘y +ax+æx—1 (216. et 
LL, = (x +1).y + — x —1, 

















nous aurons 
219. (x—1)L,-— 'y—a'4-»x—23, 
220. ("+ —1)L, = (x-F2)'y —3, 


(—2t—x 4-1) L, = —(x--2).y + 3. 


21. M = —x—zr--1,. 
et s'accorde avec (213.). Le reste du calcul coincide avec celui (l.). 
IH. Zroisiéme méthode (§. 22.). Supposons 
222. M = +R +R x +, 


ou bien 


Cela donne 


on a 
M L,—-*C = (+R a +R x $A, GP + x? + 1) —"C, 
ou bien: | 
223. ML,—°C = a* c Qu Dx d QS N)x* + QS NE Da 
OSA) + MredX—'6. c 
Divisons par "y — x'-- 1, on aura 
224. ML,—°C z 'y¥(@’+At lett) ++ tx 

TF + —1)x* 4- (A, — A, — 1) x un X, — ^, —"0, 

donc les équations qui determineront À, A,, À; et °C seront 

As tA: +1 = 0, 

Az; +A, —1 = 0, 

A.--A,—1 = 0, 

A3—A,—A,— °C = 0. 

Des deux premières équations on tire en les sonstrayant l'une de l'autre 
220. A.—A. +2 = 0, ou bien A,—A, = —23, 


225. 
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Mais cela est en contradiction avec la troisiéme équation qui donne A, — ^ 
— +1. Donc le degré du multiplicateur M a été supposé trop fort ($. 22. 
VIII.) et il faut supposer 
227, M= +Ax+he 
Cela donne 
ML,—'C = (a+ Nn dS) (tan + 1) 76, 

ou bien 

208. ML,—'C = EHE HANNES. 
Divisant par y = x* +1, on aura 

| 240; ML,—"C 

ry (c Rab D He Qu EN) HE Os e D) (A, — Denn —1 —C. 


Donc les équations déterminantes seront 


NOM = 0, 
K+1i 9, 





N A,—1—"€ = 6, 
En soustrayant la second de la premiére on tombe dans la troisiéme d'ou 
l'on voit que celle-ci est identigue avec les deux premières ($. 22. VIII. ). 
La troisiéme et la seconde équation donnent 


pat, dep e 
A, = —1; 


et puis la quatrième —1 —1 — 1 —'C — 0, donc 
232, EU E ieee 
donc on a suivant (227.) 
333. M—= x +x—t1, 
et, en vertu de ZL,— Qy —"C, 
(wt a —1)L, = Oy +3. 


et cela s’accorde encore avec (214.), le reste du calcul étant le méme que 


ou bien 


celui là. 


24. 
I. Les méthodes précédentes servent a trouver ""w ou "47 
dans (122. et 123.). D'abord ayant fait dans l'expression de la fraction 


in [7 


, J 
i 'omposer ——— 
à décom] OU 
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"UT = Py +K, et 


235. 
N= Oy +L, 


dans le première cas et 
AA CM TE: 
236. Vea er Spee 
SN = Q, yt d- I 


me 2 m 
dans le second, on transformera la fraction RET Fri ou BUR 
à 1 N Ooy+Ls . SN 

Le K : 

POE = en une autre de la forme 

Q.y d- L, 





A 1 U P c mTT L > 7 
237. N = ore Qu ua == Sl an 
2 Oy+°C 
soit par la méthode (No. 15. IIT. — Xil.), soit à l'aide d'un multiplicateur 
M, Cela étant fait on a (169.) 


DOSE S ou 





IE e > 


DUE a 


el 


Ayant trouvé w ou ZZ, on calculera Z (122. et 123.) suivant (No. 15. XV.). 
IT. Si l'exposant e de ’y n'est pas assez faible, il sera ordinaire- 
ment préférable de calculer "ww au lieu de "21/77 et puis """"Z, en opé- 
rant ensuite sur Z, 
Mais si l'on a calculée "Z7 (123.) il y a encore à décomposer 


rof 


la première fraction partielle en 


ys 











OA cum v ran MN DM Xd 
y? yt ye b LC cui fe 
Cela se fait en divisant "JF par "y, le quotient de nouveau par ‘y, le 
second quotient encore par "y et ainsi de suite, jusqu'à ce que le degré 
du dernier quotient soit inférieur à celui r de y. Les restes des diffé- 
rentes divisions donneront sur le champ les numérateurs W,, &,, Ws, ... 
... w, des fractions partielles (240.). En effet, supposons 
gd ele onera Poo gp iret 
rp, ms f eT, y ap rp, 
Site: MELLE ye avibus 


^ e e e e e E e e 
er-1 BERN, "ome j — 
T, ee — Qt X be . LU, 3 
r—1 TIT _ 
fhe —— "TS 
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de sorte qu'en substituant ces expressions l'une dans l'autre on a 
may — ug ry (rw, + ET, TY )s 
242 nV — yo, y (0, + ry) Ge w+ 09-7, "y, 


. . e. * e e e e s LÀ . * . . e . . LL] 


YP = an y we Ply Ws Py Ws 0 oe ye” We) 
la dernière expression (242.), divisée par "yt, donnera sur le champ celle 
(240.) qu’on a demandée. 

25. 
Dans le cas où "y est du premier degré, c'est-à-dire r= 1, les 
restes K, et L, de la division de "Z/ et */V par "y (235.) seront du de- 
gré zéro, ou indépendants de x; donc L, a déjà dans ce cas la forme re- 


my Piy+K "U Py+K 
l f —— oy Fak Bec eh Sed Toots « ‘ ade 
quise et la transformation de = O VEL, 99 ww QytC (No. 24. I.) 





n'est pas nécessaire ici. Il n'y a qu'à diviser "77 et ‘IV par y; les restes 


K, et L, de ces divisions donneront sur le champ 


Tidetar 
243. w= p*— s; (199). 


Mais on trouve également les restes K, et L, des divisions de "U et *JV 
par "y, si dans "Z/ et */V on donne à x la valeur déterminée par l'équation 
244. "y= 0, 
puisque y = 0 donne en vertu de (235.) "UV =X, et "IY — L,. Par là 
on voit que dans le cas r — 1 la présente cinquiéme méthode de décom- 
position des fractions algébriques, si l'on calcule par cette méthode, comme 
il est preférable, x et non pas *7/7, coincide absolument avec la se- 

conde méthode de décomposition. 

Elle ne diffère donc de celle-ci que dans le cas où y — 1. Dans 
ces cas les méthode antérieures sont obligées de donner à x les diffé- 
rentes valeurs déterminées qui satisfont à l'équation "y = 0; la présente 
méthode elude cette incommodité. 

26. 

Il y a donc seulement lieu aussi d'appliquer la présente méthode 
à notre second exemple (No. 7.). Son application au premier exemple ne 
donneroit que les calculs (No. 10.). 

I. Dans ce second exemple nous avons 

245. "y == x —22x +59 (61.) 
et, en divisant "U et *7V (60. et 62.) par "y pour trouver ’w,ona 
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(^U = P,y+K.(235.) 


246. i —(17x'—1112x*4 L242c* —16 1c —4082:* —452c 47) (2? —2 204-5) —183::4-96, 
; ‘N = Q, y 4- L,(235) = (x? 4-5 x? +92 — 7) (x* —32-1-5) — 612 +39, 
donc 
K, = —183 96 
247. EE Mw. 
L, = — Gizx + 32. 


L] 


II. Maintenant il y aurait à calculer le multiplicateur JZ propre 





^ , e m; 4 n 1% . + ^ - 

à réduire => à la forme Ü 5 an gj» ou C ne contient plus x. Mais ici X, est 
. * . K . . . 

divisible par L, et on a L 79. Donc quel que soit le multiplicateur M, 


0 





: MK F , 
on aurait encore —3. Donc on est dispensé du calcul du multi- 


ML, 
. K = 
plicateur et on a 55 — y—- et sur le champ, suivant (169.) 


248. Up = 3. 
III. Le numérateur "'zw de la première fraction partielle étant 


trouvé, on a suivant (142.) 
249.0 ez OU iN 


Fr. 


—(U7x° -145x"+431x°-964x° qoot oie -19432:7-422: 4-131)-3(x* 4-325 4-42 Ed 
x*—222x-4-95 
et cela donne 


250. "TZ = 17a2'—1112a?-4- 124 x' — 164? —423 3? — 72 x: + 28. 
Cette quantité prendra la place de "Z/ (246.), en calculant le nu- 
mérateur de la seconde fraction partielle. 
IV. Elle donne pour ce numérateur 
251. P,y-- K, = (17x*4- 7725 —115a^— 9x + 134) — 22 -- 5) 4-241: — 642, 
donc suivant (251. et 247.) 
= + 241 x — 642, 


252, = 
L, = — 6la+ 32. 


V. Ici À, m'est pas divisible par L, comme il l'étoit (II.). Donc 


il faut chercher le multiplicateur 77 propre à réduire a ou bien 7°, à la 
9 


Py-+K : 
Do a "L ou C ne contient pas x. 

VI. Nous ferons cela suivant la Zroisieme méthode (No. 22.). 
Supposons 


forme 





253, M s x--2, 
nous avons 
254. L,M—°C = —61a* + (32 — 61 À)x + 32A— C,. 
9*9 
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Cela, étant divisé par y = a^ —2 x + 5, donne 


055». I MN — 61 y —(90 --612)x 4-324 —°C + 305, 
donc ' | 
256. 90 + 6014 = O et 
305 + 324 — 'C 0, 


et de là on tire 
M = — oof 
257. o P 99 15725 
171. Multipliant maintenant K,—2412x— 642 (252.) par M = 


a — $29 (253. et 257.), on a 
256. AM = 2mua— (042 + 


et en divisant par y = x*—2x + 5, 





90. re: 642.90 








257. K,M = 241 y — (160-p 29-73.) 4 — 1295 4 EN 
ns. 31450 15725 
douc 
De MARIE 
donc enfin suivant (166.) 
31450 x + 15725 
250%, lui rcs Re ee egens 270 2 1 
e M ET: 15795 (258., 257.) = — Qx- 1). 
64 


VIII. Voici le numérateur de la seconde fraction partielle. On a 


donc nisi 

‘ 2x --1 

200. 7 LU (093 = oo Apa: 048)— cium (259.) etc. 
IX. Nous ne mU pas plus loin ce calcul qui, comme 

on voit, est encore assez fatigant. Nous passerons plutót d'abord à une 

autre méthode uu peu plus prompte, au moins plus régulière, tirée de 

la présente. 


$. VL Sixième méthode 
Sr de 
I. Seit comme ci-dessus 


261. EU 


ty. :N 
la fraction proposée à ätre décomposée en fractions partielles de la forme (8.). 


st ER 
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Divisons d'abord "Z/ et */V par "y, et soient P, et Q, les quotients 
K,, L, les restes de ces divisions, la fraction proposée prendra la forme 
DV eee ere 
rye iy, (0, y 3-1.) 5 yt 


II. Réduisons SETS à à la forme BER, , ou ^C ne contient plus 
æ, soit par la méthode (No. 15. VII. — XII.) ou en calculant d'après 
(No. 20., 21. ou 22.) le multiplicateur M propre à donner à M(Q,y 4- L,) 
la forme Qy +°C, et en multipliant aprés en haut et en bas par M. 

Cela fait, la fraction proposée prendra la forme 

à mU K+P 
63. Seu = (EON 

IH. Divisons maintenant K+Py par C--Q»y, non suivant les puis- 

sances descendantes, mais suivant les a, ascendantes de y. 


PC—KQ 


Le premier terme du quotient sera * et le reste c y, car ona 








a6 4-07 D GÀ CCIQ)' 
IV. Supposons 
CP—KQ 


265. —-, ou bien p—^Q- K, + Py, 


où Pon trouvera Ä, et P, en divisant ro par y ; le quotient de cette 


division sera P, et le reste X,. 
Cela fait, l'équation (264.) se reduira à 











MEP y OR D X DE 
966. Kr AE Ay 
TESTI. ei oo! 
XO Tees fraction Viol P dU aenblableca celle rol 


(263.); il n'y a qu'à mettre K, et P, à la place de K et P, pour réduire 
la seconde à la premiére. 
On peut donc continuer la division SUR et on aura 


K-+Py |^ Ro KR. —K,Q y 
"gt E+0, € t Sur CERO! 


VI. En supposant de nouveau 
268. 8: — GO ou bien PQ = K,-F Pj, 








C 
et divisant, on aura E ED 
DTE TN K ' a y, 
OUS. Or re LE Té y + cy y a (C4- 0») ^ 


et ainsi de suite. 
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VII. Ayant continué cette opération, jusqu'à ce qu'on soit arrivé 
à la puissance ;y* de y, on aura 


K+Py _K ,K K Pu Q 
970. I i lors 2, 
270. (i9, vote TE yy Lu che We TEE CEO 
donc en substituant dans (263.), 
Ko 
mIT qi RET a 0 
271. U K K, K, K,-, C 


rye SN <r Get eret o rpg + C.ty a pi C+ Oy 


VIII. Voilà le développement complet de la fraction proposée. 
En le comparant avec la forme générale Ae ), savoir avec 
ml] AU T—1 w, 


272 = pa At Ls dt ud 
P NEPTIS: rye a ry-t y yr DE s 
on voit que 











K K, K, Ke 
LA ere UE LER : won; 
073. JUIN = C+ Oy, K 
K - P,-1— mE Q 
MIS DE Q, done **Z,= aD 
ou l'on trouvera les eet K, A KES CT D 


par les équations suivantes: 
M."U'zK--P, 
M.:'Nz€-4 Qy, 
K 
P—-9 uw A+ P, y, 
7:9 = ET Pry, 
P—F.Q=K+Py, 


. . [2 » La e . e . 


274. 


IX. Cette méthode de développement exige donc les opérations 
suivantes. 


1. Chercher uu multiplicateur M, tel, que 77.*/V— C + Qy, ou bien si 
275, N= L4 y, 
tel, que ML, ait la forme C+ Oy, où € ne contient pas x. 
2. Diviser M."U par y; le reste étant supposé K et le quotient 





P, on aura =» Diviser ensuite P— a. Q par y; si le reste est X, 


MS m 
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et le quotient P,, on aura t», = c+ Diviser P, — # -Q par y; si le reste 
est K, et le quotient P, on aura DET et ainsi de suite. 
3. Diviser enfin P, ,— SES par M; le quotient sera Z. 
28. 


Dans le cas r— 1, c'est-à-dire où le facteur "y du dénominateur 
Y 5 mij; » Br ^ 
de la fraction proposée DEN est du premier degré, les calculs de la mé- 


thode présente se simplifient beaucoup. 
I. D'abord dans 


MIT — ^ K 
276. Ra CCE 


UN = Q,y + Lo; 
les restes K, et L, de la division de Z/ et IV par y sont déjà deux mêmes 
indépendants de x. Donc le calcul du multiplicateur M, propre à donner à 
M.*N la forme Qy --C, n'est pas nécessaire ici, et L, prend la place de °C, 
II. Divisons de nouveau P, et Q, par y et supposons 
2775. P,-— By E et Q = Qy+L, 
ou X, et L, seront indépendants de x, nous aurons 
278. ear edili 52 
dam Q, y* + Ly L. 
Divisons encore P, et Q, par y, et soit 
279. P, — By K, et Q, — Qy+L, 
où À, et L, seront encore independants de x, nous aurons 
280 FU = By +MY thy +h, 
nein 

Continuons cette opération jusqu'à-ce qu'on soit arrivé à des quo- 
tients qui ne sont plus divisibles par y. Ces quotients seront D, , et 
Q, ,; ils seront indépendants de x, ainsi que toutes les autres quantités Æ 
et L et on aura 

281. rs ESI WIL IK e mnc Pyme VLDE 
"V OD Lp Nie Foes Oyster be: 

III. On voit que les calculs (IL) n'ont d'autre but que de trans- 
former les deux polynomes en x, "U et 'N , en deux autres en y des 
mémes degrés. Cela se fait effectivement par des divisions réitérées, comme 
il a été décrit dans (II.). Mais la transformation peut encore être elfec- 
tuée par deux autres méthodes. 
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IV. Soit 289. y = ROS a, 


il ny a qu'à substituer y —a au lieu de x dans "I/ et SN. Cela donnera 
également les deux expressions (281.). Les calculs nécessaires seront à peu 
près de la même étendue que ceux dans (IL). C'est le second moyen 
de transformation. Voici le troisième. 

V. Ecrivez y à la place de x dans U et N, et tirez des expres- 
sions que vous aurez, et que nous désignerons pas u et 7, les coeffi- 
ciens differentiels Ou, 0*u,.... ö"n et On, On... 0°u respectivement 
jusqu'à le 7n"* et 5"* ordre. Ces coefficiens différentiels, en mettant, comme 
cela doit être, y — « à la place de y, vous donneront, en vertu du théo- 
réme de Taylor: 

983, "UJ = u—a9u + S Ou — u... at ANE 








2.8 > d.a Dt 
2 3 m 
2810 F Nee n—aón4- en one... gu — 0 n. 


C'est le éroisième mode de transformation. 
VI. Ayant transformé par une des trois méthodes (II. IV. V.) 
"Ij et “JV en deux polynomes en y de la forme (281.), il n'y a qu'à divi- 
ser "OU par ^V suivant les puissances ascendantes de x, en s'arrétant 
aussitót que le quotient. présente la puissance y* de y, Cela donnera une 
expression de la forme 
285. ad —wydrFuuyd-£wy.. duy + ER 


Pour éviter les fractions, on peut supposer 
201. oy Zu 
si C est le terme sans y dans '/V. | 
VIL En substituant enfin cette expression dans celle de la frac- 
tion proposée (261.), on aura 


"I wed du mess db we Z 
9 ——— tera eens = AQ —— 
286. SN ye 3E es ot ar y ar IN? 








pen peo 
et c'est le développement complet de Ja fraction proposée en fractions 
partielles. Toutes les quantités z seront indépendantes de x, mais Z 
sera exprimé en y, donc il faut transformer encore Z eu un polynome en x. 
VII. La sixième méthode de décomposition des fractions algébri- 
ques exige donc, dans le cas particulier y — 1, les calculs sulvants. 


I. "Transformer "Z/ et */V par l'une ou l'autre des trois méthodes 
(II. IV. V.) en deux polynomes en y. 
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2. Diviser le polynome transformé "Z/ par celui */V suivant les 
puissances ascendantes de x, en s'arrétant aussitôt que le nouveau quotient 
présente y* comme facteur. Les facteurs de y°, y', y^, .... y? et ye! 
des différents quotiens seront les numérateurs zo, wW,, w,, .... w, et 
Z des fractions partielles cherchées. 

3. Transformer le dernier quotient Z, qui sera exprimée en y, en 
un autre polynome de méme degré en x. 

IX. On voit que dans le cas particulier y — O la sixième mé- 
thode de décomposition des fractions coincide avec celle que Mr. Dirk- 
sen a donné dans son mémoire No. 6. tome I. cah. 1. de ce journal. 
Donc elle peut être regardée comme la généralisation de cette dernière 
méthode effectuée par les procedés qu'Euler a donnés dans les Mémoi- 
res de St. Petersbourg, tome 1. 1809. page 1 — 25. 


29. 
Appliquons la sixiéme méthode à notre premier exemple (59.). 
I. Dans cet exemple on a 
"UT = 9 +30x—422 + 23a*—21x-- 955 
UN = of 62*4- Qu + 51a^— 147a +81, 
y = ox —2, a ——2 (282.), 
e = 9. 
II. Transformons suivant la troisième méthode ($. 28. V.) Z/ et N 
en polynomes en y. Nous aurons 


288. 


u = y$—9y +307 — 42y!-- 23y'— 21y+ 35, 
du —  +6y —45y4+1207 —1267 + 46y— 21, 
d'u = + 30y*—180y’? +360y’— 252y+4 46, 
280. (Hu = +120 7° —540y? + 720y — 252, 
d'u = +360 y*—1080y + 720, 
oul ce + 720y—1080, 
pou + 720; 
n = y'—6y*+ 27 +517" —117 y -- 81, 
On= +5y—24y + 6y! 4+102y —117, 
ES 4-205 —72 y^ + 12y 4-102, 
omm +60 y*—144y + 12, 
dins 120 y —144, 
Qn = +120; 
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done suivant (283 — 4.) 
291, "Zz-y'— 9y--30y'-— 42y-- 27 — 21y4- 35 == y*4-3y Ay + Hy? — y +5; 
-F12y/—90y^--240y'——252y'4- 92y— 42 
4-60y*-—3605?4-720y*— 504y-I- 92 
+ 160y°— 720y°-+960y— 336 
+2407°—720y-+480 
+ 192y—288 
+ 64 
292, "N= y— 6y'-- ?2y’+ 51y^—117y-rF 81 = y-4y—6y— y! — y +3; 
4-10—48y^4- 12y*--204y—234 
+40 y —1441y?4- 24 y-- 204 
+ 80y'—192 y4- 16 
+ 80y— 96 
+ 32 
III. Maintenant il y a à diviser "Z/ par 
fractions, supposons y = 3z (287.). Cela dunne 
293 De 5—32+- 92 — 5423+ 7292 + 729 2, 
: ‘N= 30 —2— 32 — 5423+ 1082'+ 8127, 


NV. Mais pour éviter les 


et on trouve 


Quot. = 54-224 1162 + 338 2 4- 254 z^, 
294.  1—:—3:?—54:* 














+108:*+81:"| 5--3z4- 99:— 54z-- 0 z*-- 729z'-- |729z* 
—$4-5z4- 15z24-270z'—540z"— 405z* 
T 2z4-114z*4-216z:* —540z*-|- 324z*-- 729z° 
—2:+ 2 zt. 6: 62°+108:"— 2 — 216z'— PEL 
-F116:74-992:*- 4397 4- 1087*4- 6672" 
I Lost LI; age 630177 10598: — 93962” 
3382— 84:*4-6372:/—11961z*— 93062" 
— 338:* --338:5-1-1014z*-1-18252:5 —36504z' —27378:° 
+  +2542*-+73862°+ 6291z*—45900z* —27378z" 
—Q54z*-L 254254 7622*--13716z1 —27432:* — 20574 
7640z*-- 7053z*—32184z' —54810z*'—20374z". 
A 
116z* HS Apu (76404-7053z — 321842*—54810z* —20574z*)2* 
208, i Ré En M 
IV. Puisque z — A on a 
"DUI 2y E A TE (76404-23517 — 35767? —2030y’— 254, *)y 
206. gt et a t+ gb et Sr me 


er 
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donc la S de la fraction proposée est 
nU 116 , 338 , 254 , 76404-2351y— 35765? —2030y* LAN 
201. aN peas tog tans ay 2933.:N — 
En sch, la valeur x —2 de y on trouve 
298 "U ^^ x'—9x+30x* — 422° +93 x° — ?21x4 35 
"o XN — int) (2° —6%° ER — 117x+81) 
p^ 338 254 
= AN decay XU Fa Ts Gare rare 243 (z —2) 
Zr p 2a +25082°-}423 4 610 
243 (2° 6a" 2a 5127 — 1172-81)? 











comme il a été trouvé (85.). 

V. Nous ne nous arréterons pas a appliquer la sixiéme méthode 
à notre second exemple (63.). On voit bien que le calcul suivant cette 
méthode est encore assez fatigant, a cause de la recherche lu multiplica- 
teur JM, et de la transformation de Z/ et VV en polynomes en y et de Z 
en un polynome en x, 


6$. VIL Septième méthode, celle de Mr. Clausen. 
30. 

Nous ne réproduirons pas ici l'analyse de cette méthode, parcequ’en 
peut la voir dans ce journal méme, tome 8., cahier 2. pag. 142 — 145, 

Cette méthode est sans doute différente de toutes les autres, et 
participe des avantages des deux précédentes, d'eviter le calcul des fao- 
teurs simples du dénominateur de la fraction proposée, et par conséquent 
celui des imaginaires qui y peuvent se présenter. Il y a seulement à 
remarquer qu'elle exigera encore des calculs fatigants dans la pratique. 
En effet, si l'on designe par v le degré du dénominateur de la fraction 
proposée, on trouvera par les formules de l'auteur que la quantité indé- 
terminée Z, qui se présente dans les résultats finals (11. pag. 144.) et qui, 
en vertu des équations (5. pag. 143.) n'est autre chose que celle qui y 
est exprimée par 0. sera généralement du degré y —2, Mais la résolution 


des equations finales (11.), c'est-à-dire le calcul des numérateurs P et P, 

cherchés des deux fractions partielles, s’exécutera en supposant indeter- 

minés les coefficiens du polynome P,, dont le nombre est v— 1, et en cher- 

chant ces v—1 cocfficiens, ce qui se fera en supposant égaux à zéro um à un 

les coefficiens des v —1 premier termes de l'une ou de l'autre des deux équa- 

tions (11.). Donc cette méthode exige d'abord les caleul au moins d'un des 
10 * 
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deux polynomes r et r, suivant les formules (2. et 7.) et le calcul de la 
constante Q, suivant les formules (2.) et aprés le calcul de y —1 coeffi- 
ciens indéterminés, tirés d'autant d'équations du premier degré. Elle 
exige donc environs autant de caleuls que la méthode ordinaire des coef- 
ficiens indéterminés (§.I.). Nous nous abstiendront par cette raison de 
l'appliquer à nos exemples et nous passerons à une dernière méthode qui, 
dans la pratique, sera plus expéditive que les autres. 


$. VIII. Haitième méthode. 
2b 
I. En multipliant par "y*,*7V expression fondamentale (5.) on en tire 
299; vine egy. SAY. SEE EAM, 
et de là ^h SHUN D 
300, Te zZ, 

Il. Puisquil à été demontré que la décomposition de la fraction 
proposée suivant la formule (5.) est toujours possible, c'est-à-dire qu'il 
existe toujours deux polynomes entiers w et Z de degrés r—1 et n—r—1 
tout au plus, qui satisfont à l'équation (5.) ou bien à celle (300.), on est 
en droit de conclure de l'équation (300.) que "7—”*w,.‘JV sera néces- 
sairement divisible par "y, c'est- à- dire que, si l'on exécute effectivement 
la division de "Z — "—'z».*/Y par "y, le reste, qui se présente, sera néces- 
sairement zéro. Donc si l'on écrit 

307. LE RL NE CAP HS 
on aura nécessairement 
90277 Fah FE, 

III. Cette remarque offre immédiatement les moyens de trouver 
les numérateurs "^i; et "——Z des fractions partielles cherchées, et de 
consommer ainsi la décomposition de la fraction proposée. 

En effet le degré du numérateur "”w de la première fraction par- 
tielle (5.) ne peut être plus fort que r—1, comme il a été démontré 
(Sect. 1.); donc, en supposant 

303. Hw aa tr aa me, cd” 
le uombre des coefficiens &, indépendants de x, et contenus dans ""*w, 
ne peut étre plus grand que r. 

Ces coefficiens, considérés comme autant d'inconnues, se présente- 

ront aussi bien dans le reste R, que dans les quotient Z de la division 
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de Y—wWN par y. Mais le reste R, comme venant du diviseur y, qui 
est du degré r, ne peut être également d'un degré supérieur à r—1; 
, 5 5 P 
donc il aura également r coefficiens différents. Ces r coefficiens, qui im- 
pliqueront les r inconnues a, doivent être égalés séparement à zéro, À, lui 
méme devant être = 0. Donc l'équation R, = 0 (302.), qui aura nécessai- 
rement lieu, suffira toujours à déterminer les valeurs des r coeflioiens in- 
connus de "ww. Et aprés avoir encore donné a ces coefficiens leurs va- 
leurs, partout où ils se trouvent dans Z, on aura aussi le quotient "72. 
* ^ . e . , 
. as à craindre que parmi les r équati - 
IV. Il ny a même p lre que p I quations dé 
terminantes, que fournit l'équation "7H = 0, il s'en trouve d’identigues, 
Car si cela étoit, il seroit impossible de trouver complétement w et Z, ce 
, p p 
. 3 , e,° - F . , 
qui n'est pas, la décomposition (5.) étant toujours possible. 
V. Ayant trouvé w, et Z, il n'y a quà écrire Z à la place de 
U et à répéter sur Z lopération qu'on vient de faire sur U (6.). On 
aura, en vertu de (301.), 
304. Nite yee MOS UI TV, = Re Lag AY + pn 


et 
SU A Oo rs FUR 


L’équation (305.) donnera, comme ci- dessus, les valeurs des r coefficiens 
inconnus de w,, et en substituant ces valeurs des coefficiens dans Z, on 
aura aussi le quotient "72, 

VI. En continuant cette opération, on trouvera successivement les 
numérateurs Z,, W,, Us, «++. t£, de toutes les fractions partielles qui 
précédent la dernière, et enfin aussi, en méme tems, le numérateur ‘2, 
de la dernière fraction partielle (8.) ce numérateur étant le guodient de 
la dernière division à faire. 

VII. Puisque la forme des différents numérateurs w est toujours 
la même, savoir celle (303.), tous les produits zo, JV, to, IV, w, IV, .... 
auront aussi toujours la méme forme, et cette remarque offre un moyen 
d'abréger encore le calcul. En effet, les résultats de la division de la 
partie w, IV par y dans l'expression générale des formules (301., 304.) 

300. Z,,—w,N- Z,y--R, 
étant toujours les mêmes, il n'est pas nécessaire de diviser toujours de 
nouveau les quantités Z, , — wy, IV, mais seulement la partie Z,_, de ces 
quantités, et une seule division de w, N, une fois pour toutes, suffit. Les 
calculs seront simplifiés par là. 
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VII, Supposant 
307. Zu = Pis thd nel 
308. w,N= Gy +H, 
on aure 
309. Z,:—w, N = (P,—G)y+ KE — "HA, 
L’equation 
30, TR „—"H=0, ou bien "A. = movet 
donnera les coefficiens inconnus de w, et aprés l'équation 
JI "b. —G'—A, 
donnera Z,. Les parties G et H dans ces équations seront toujours 
les mêmes, 


IX, Voici le tableau des équations à calculer. Supposant 
312, "uw 'N zz G7y-4- 77H, où OD == oO, a tft, x os xy voc Gr 


et m JT — m-rp à "y ae sea) LR 
Prag, = "ett pr , "y + F1 he 
3] 3, ere L— a ar N ry + r— 'K, ! 

. $ e e. ^ 5 ^ . . [] s e e * 


: | DEZE SUP Ey + r— Æ dus 
les équations 
514i Sore ues t Ha rk ecc DOES RT DTI I E mm So FR 
donneront successivement les coefficiens inconnus de W,, t, U, «+++ We 
et les équations 
DIN HD ultor arm GG, Bs Sn D U 
se» Z, = sıPp_—’7!G, 

donueront successivement Z,, zZ, TOP 

X. Si’y est du degré 1, c'est- à- dire si r==1: toutes les quantités 
w, H, K,, K,, K,, .... K,., sont de degré 0, ou indépendantes de x. 
Done les équations (314.) donnent immédiatement 25,5 w,, W,,.... W 
sans aucun procédé d'élimination, Mais si r7» 1, le calcul des coefficiens 
inconnus de W,, W,, W3, +++. W, exige l'élimination entre r équations de 
premier degré. Cette élimination ne sera pas genéralement trop fatigante, 
le degré r de y, et par suite le nombre des inconnues et des équations, 
n'étant pas ordinairement bien fort. D'ailleurs cette élimination, au moins 
dans le cas où r n'est pas un trop grand nombre, pourra s'exécuter sui- 
vant les formules générales connues. 

XI. Comme la huitième méthode de décomposition des fractions 
algébriques rationnelles que nous venons de présenter n'exige pas des 
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transformations des polynomes donnés en x en d'autres en y, et récipro- 
quement, ni le caloul du multiplicateur 27 propre à réduire la fraction 
a a la forme oU cette méthode sera ordinairement plus prompte et 
plus expéditive que les autres et par conséquent préférable. Et comme 
encore l'idée fondamentale réprésentée par l'équation (301.), sur laquelle 
elle est basée, est très simple et facile à retenir, la même méthode parait 


A Pp? [dd 
aussi être par préférence reconimendable aux élémens. 





32. 
Appliquons la d'abord à notre premier exemple (59.). 
L Ici on a 
316. w=a, yc—r-—2, 
et si l'on divise w.°V (58.) et "I (56.) par y, on trouve 
317. | w IY — a(x*—4a—6a^--39x-—39)(x—2)--3x, 
318. — "U == (ai— 7254-162? — 107-4 3 — 15) (x— 2) +5, 


donc (312. et 313.) 
SIUE SG eA 5 


et suivant (314.) s — 3«, donc 
320. a= w,— § 
et suivant (315.) en substituant la valeur trouvée de « dans (312.), | 
Zi, = 0 —Ta*4+162°—102"-+-32—15—~ § (x*—4x5 —634-393—39), 
321. Z, = 4(32°— 26 a*--68a?— 185 x + 150). 
U. En divisant de nouveau Z, par y on a 
322, Z, = i((8z*—202 + 282 +562 —74) (x — 2) -- 2), 
donc (312., 313., 314.) 
LI MEA ee OF 
Dodero + 
et suivant (313.) 
Z = 5 (3a*— 20a? - 28a? 4-562774) — $ (a *—Aa?— 6x" --39x —39), 
324. Z,-— i (7x'—5220-rF96a?4-90x —144). 


III. En divisant Z, par y on a 
325. | Z, = £((72°— 38 2° + 202 -+ 130) (x — 2) +116), 


donc (312. — 14.) 
HO Aet OL 


326. = wy, ELS 


et suivant (313.) 
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Z, = 1 (Ta — 38 24-400 x 130) — 114 (a — ka — 64-392 —39), 
397. Zi ae (116.0 + 485 x! 4- 58207-4464 x + 4134). 


IV. En divisant Z, par y on a 
328. Am d; ((—116a?4- 253 x --1088» — 2248) (x —2) + 338), 


donc (312. — 14.) 


HS Kos, et 


8 
320; "a m 10, — 91 
et suivant (313.) 

Z,— 44 (—1102?4-2532* + 1088x— 2288)— 338 (xx 6.20? 4-392—39), 
330. Z2 4 (—338x*J- 10045? 427872? — 9918246318). 


V. Divisant enfin Z, par y on a 
331. Z,-— V (— 338 2 + 328.2" 3443 x — 3032) (x — 2) + 254), : 
donc (312. — 14.) 
H=3«e, K,—i et 
REA HIIS 
et suivant (313.) 
Z,— 45(—938x?--328x*"4-34432—3022)— 234 (a'—4Lx!—6x?4-39x—39), 

333. Z.— ais (254a? 2a? 2-250834 - 4232-810). 

VI. Les résultats (320., 323., 326., 329., 332. et 333.) étant sub- 


stitués dans (8.), on a 
3mm chu aa. en 


(ac — 2 
D 2 116 338 254 
= 35 tie tae ly T3 À WED 
— 954 x* 420° + 2508 2° +423. + 810 


T 55 @ — Out Fre + 91 x? — 117 e+ 81) ? 
comme il a été trouvé (85.). 





33. 

Appliquons aussi la huitiéme méthode de décomposition au second 
exemple (63.). 

I. Ici on a 

335. w=axte, y-—xX—2xr-4H5, 
336. w'N= ax (s -e)x + (de, + 3a) z* 4-4o,x)? — 24,2" 
— (3a, 4- 22,) x — 3«, 

et si l'on divise w.’N (336.) et "7 (60.) par y = x*—2x 4-5 ou trouve 
(312. et 13.) 
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in &, a+ (9o, - &;)a7 + (82, +50, )a? + (94,—7«,)c— (61¢,+-72,), 
337 HT == — (9028, 4-418) x 4- 3052, + 320,, 

MB AT a Mb a+ 124a* — 161a? — 408 a*— 453 +7, 

EK n 183-1296, 
donc on a en vertu du l'équation "47 — ^X, (314.), 
338. | — (90a, + 61a,)x + 305a, + 32a, = — 183» + 96, 
donc 

90%, +61, = 183, 
3054, -- 324, == 96, 
et de là on tire &=3— 2324, «,— 3— Y$a,, done 
SAD are — Dieb ra, 


339. 


et par suite 
Al ei tees 
En mettant (340.) dans '^C (337.) on trouve 
342. | '"G = 3x + 15x? + 27 x — 21, 
donc suivant (315., 337. et 342.) 
343. Z == 17a*—1112a*-- 124 x* — 1613? —423 x* — 72 x + 98, 


U. En divisant Z, (343.) par y = x°— 2x +5 on trouve (313.) 


vr E = 17 2°—772°—1152°— 9x +134, 
7K, = 4-241 — 642, 
donc l'équation "^K, — '^'H (314.) donne en vertu de (344. et 337.) 
345. — — (90a, 4- 61a.) + 305a, + 32a, = 241x — 642, 
et l'équation (345.) donne 
346 90«, + 61a, = — 241, 
"8054, + 82a, = — 642. 


De là on tire (90.32— 61.305) a, = — (32. 241— 61.642) c'est-à-dire 
— 15725 «, = 31450, donc 
347. a = —2 
et substituant dans (346.) —180+ 61a, — —241, done 
348. «, = — 1 
et par suite 
340. w, = —22— 1. 
En mettant les valeurs de «, et «, dans *^'G (337.) on trouve 
390. | '"G = — 2x! — 11 x? — 232? + 5x + 129, 
donc suivant (315., 344. et 350.) 
351. Z == 19 — 662°— 923*— 14 x -- 5. 
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III. En divisant Z, (351.) par y — a^— 2x +5 on trouve 


352 er = 198° — 28x — 243, 
: AK, == — 360x + 1220, 
done Péquation ^7.&, = "7 (314.) donne, en vertu de (337. et 352.), 
353. —(90a,+61a,)a + 305 a, + 32a, = — 360x + 1220 
ef l'équation (353.) donne 
P | 90e, + 61a, = 360, 
305a, + 32a, — 1220. 


De la on tire a, —/4— Sia, et «, = 4— 35%, , done 
3551-0 e$ == Oe a ot 
et par suite 
396. UD, = d- 4x. 
En mettant les valeurs de «, et «, dans “"G (337.) on trouve 
357. SOG = 4a* + 2023+ 362°— War — 244, 
done suivant (315., 352. et 357.) 
358. Z, = —4a3*'—2025— 17x?- 1. 


IV. Les résultats (341., 349., 356. ct 358.) étant substitués dans 
(8.) on a 
359 1, x! — 145 0’ 4- 431 2° — 964 x:* + 534 xt — 34 x? — 1943 0? — 422 x -]- 131 
x (2° — 2x +5) (x + 3x +42’ — 20 — 3) 
uS ullos Zu ee E 
(— (x*—2 »--5)' (z^ —2 x + eet urhe ITE x’ +30 +40’ — 2x —3 
C'est le développement complet de la fraction proposée (63.) en fractions 
partielles. 





34. 

Nous terminerons iei le présent mémoire pour ne pas trop le grossir. 
Nous laisserons à l'avenir les nombreuses applications dans l'analyse qui 
pourront encore étre faites des résultats de la décompositon des fractions et 
des caleuls et transformations qui s'y présentent. La premiére application 
des résultats qui se présentera sera celle à l'intégration des diflérentielles 
rationnelles mais fractionnaires, ou il y aura encore plusieurs choses 4 dire. 
Mais les calculs et les transformations, dont on a fait usage ici, pour- 
ront encore étre utiles en d'autres parties de l'analyse, par ex. dans la 
théorie du plus grand commun diviseur, dans celle de l'élimination etc. 
Il se pourra méme qu'elles soient utiles dans la théorie des nombres, en met- 
tant des polynomes à la places des nombres entiers. La décomposition 
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d'un polyneme dans la somme d'un produit d'un diviseur donné et du 
quotient, ot d'un reste qui s'est présentée dans le cours des calculs pré- 
cédents à une analogie complète avec cette décomposition des nombres 
entiers laquelle donne naissance aux congruences; méme l'équation (192.) 
par ex. qui s'est présentée ci-dessus dans la recherche du multiplica- 
teur propre à transformer une fraction donnée en une autre dont le dé- 
nominateur est de la forme Qy +°C, y étant un polynome donné et °C 
indépendant de x, est, quant à la forme, toute semblable à une congruence 
de premier degré en nombres entiers, et méme la résolution de cette 
équation par développement en fraction continue a une analogie compléte 
avec celles des congruences du premier degré en nombres entiers. Il se 
pourrait bien que plusieurs autres analogies encore se présentassent, en opé- 
rant sur les polynomes comme on le fait sur les nombres entiers. Les 
polynomes qui n'ont pas des diviseurs communs prendroient la place des 
nombres premiers rélatifs; les polynomes du premier degré celle des 
nombres premiers absolus etc. Nous laissons tout cela à l'avenir, en ré- 
commandant ces observations à l'attention des géométres. 


11° 
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5: | 
Über solche Puncte, die bei Curven einer hóhern 
Ordnung als der zweiten den Drennpuncten der 
Kegelschnitte entsprechen. 


(Von dem Herrn Professor Plücker zu Berlin. ) 


1. oj: unbeholfen auf der einen Seite die Einführung der Brennpuncte 
in die Theorie der Kegelschnitte ist und immer bleiben wird, wenn man 
dieselben durch Gleichungen zwischen gewöhnlicher Punct- Coordinaten 
darstellt, so natürlich geht auf der andern Seite die Definition jener Puncte 
aus der Darstellung der Kegelschnitte durch Gleichungen zwischen den 
neuen Linien- Coordinaten hervor. Die Beantwortung der Frage ,, welche 
einfachere Formen kann die allgemeine Gleichung des zweiten Grades 
zwischen diesen Coordinaten durch blofse Verlegung des Anfangspunctes 
annehmen,” enthält die Discussion der verschiedenen Fälle, welche jene 
Gleichung umfafst, und giebt zugleich die Definition und die Bestimmung 
der Brennpuncte *#). Die Definition, welche auf diesem Wege uns ent- 


gegentritt, knüpft sich an ein. paradox. scheinendes analytisches Factum an, 
dafs nemlich, wenn. 


tangQ = +/—1, 
tang(® +4) = +¥—1, 


welchen reellen oder imaginären Bogen \ auch darstellen mag. Denn es ist: 


| tang wtangp _ tang Y —1 — ı | 
tang(9 + V) = f—tangg angu: — 1iptangwV—1 — LY is 


Nun sind die Brennpuncte eines Kegelschnittes solche Puncte, welche 
die Eigenschaft haben, dafs wenn man die Richtung der beiden, durch 
einen solchen Punct gehenden Tangenten des Kegelschnittes bestimmt, 
man für die trigonometrischen Tangenten der Winkel, welche diese Tan- 
genten mit der ersten Axe, und folglich mit jeder beliebigen geraden Li- 
nie, bilden +/—1 erhält. Auf gewisse Weise kann man also sagen, 


„dals jede durch den Brennpunct gehende (imaginüre) gerade Linie eine 
Tangente des Kegelschnittes ist.” 


man immer hat: 
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2. Die in dem Vorstehenden aufgestellte Definition der Brenn- 
puncte scheint mir die einzig allgemeine zu sein. Um das Imaginiire in 
der Aussage derselben zu vermeiden, können wir dieselbe auf mehrfache 
Weise geometrisch umschreiben *). Wir wollen hier dieselbe Definition 
auf beliebige algebraische Curven ausdehnen. 

Derjenige Punct in der Ebene irgend einer gegebenen 
algebraischen Curve, weicher die Eigenschaft hat, dafs zwei 
durch denselben gehende Tangenten der Curve mit einer 
beliebigen geraden Linie Winkel bilden, deren beide trigo- 
metrischen Tangenten ty —1 sind, heifst cin Brennpunct 
der Curve. 

J. Wir wollen irgend eine solche Curve betrachten, an welche 
sich, von einem gegebenen Puncte aus, im Allgemeinen, n Tangenten legen 
lassen. Diese Curve künnen wir alsdann durch die allgemeine Gleichung 
des n** Grades zwischen den Linien-Coordinaten w und v darstellen. 
(w und v beziehen sich bekanntlich auf irgend eine beliebige Tangente 
der Curve, (— 2») bedeutet das Segment, das diese Tangente von der 
zweiten Coordinaten- Axe abschneidet, (— v) die trigonometrische Tan- 
gente des Winkels, welchen sie mit der ersten Axe bildet). Diese Glei- 
chung sei, indem wir rechtwinklige Coordinaten- Axen voraussetzen und, 
der Kürze wegen, das Aggregat aller Glieder, welche w enthalten, in das 
Symbol (2 zusammenfassen, folgende: 

1]. Q+4+40°+ Bo" + Cv””-Dv”Evt...+MNv+- N=0. 
Um den Anfangspunet der Coordinaten in irgend einen Punct (y, x) zu 
verlegen, brauchen wir blofs 

w mit z-—zv—-y**) 
zu vertauschen. Die resultirende Gleichung hat alsdann dieselbe Form, 
Sie sei folgende: 

Jj Of Av" Ba 4- C'y"n?-- D'5?--E'w-*-- oso $f M+ V= 0, 

Wenn wir in dieser Gleichung w= 0 setzen, so verschwindet blofs 
Q', und zur Bestimmung der Richtung der durch den neuen Anfangspunct 
der Coordinaten gehenden Tangenten der gegebenen Curve erhalten wir 
folgende Gleichung: 

3. Av" + Bu LE C w?-4-D'v LE tt eee + Mut I —0. 


*) Entw. 2ter Band. S. 64. 
FR) Entw.. 2ter Band. S, 40. 
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Setzen wir in diese Gleichung t v —1 für v, so erhalten wir, wenn 
die Gleichung befriedigt werden soll, indem wir einerseits die imaginären, 
andrerseits die reellen Glieder annulliren, folgende beiden Bedingungen: 

4, #—-C+E—..,.=0, 
5. Bl Oe nn ean ate 0 
Diese beiden Gleichungen miissen also, der Definition der Brennpuncte ge- 
mils, befriedigt werden, wenn der neue Anfaugspunct ein Brenupunct sein 
soll. Die einzelnen Glieder in den letzten Gleichungen erhalten ihre geo- 
metrische Bedeutung aus der allgemeinen Theorie der Gleichungen. Denn 
bezeichnen wir die 7 Wurzeln der Gleichung (3.) durch 
Vis Vos Us s Vas e 2 * + Un 
so ist behanntlich 
5 gleich der Summe dieser Wurzeln, 
E gleich der Summe der Producte je zweier dieser Wurzeln, 
ET. FRE ER RES LE Janse > 
E 
V. 
vorausgesetzt dals wir alle Wurzeln mit entgegengesetzten Zeichen nehmen. 

Für p — 3 reduciren sich die beiden Gleichungen (4.) und (5.) auf 

6. 4 -—C' 0, 
7. B—D' 0; 


E = = - = = E - vier - - - 


I d 


für n — 4 auf; 
8. | 4'— C' 4- E' = 0, 
9. B'— D = 0. 
Die Gleichungen (6.) und (7.) sind identisch mit: 
10. 1— (v, v; + 11 Ds + V2 poi 
11. vv It, — v, 0; Vs = O; 
und die Gleichungen (8.) und (9.) mit 
12. 1—(vvTuvt7 Va Vo Ds + Va 4 Æ Va Vs) + Via Us Ve = O, 
13. , tu +Vv;+ V, — (Vi Va Us + V, UU, + Vo V, IL D 
Die vier letzten Gleichungen ändern sich nicht, wenn wir die Zeichen der 
verschieden markirten v alle ändern. Indem wir diese v aber negativ 
nehmen, bezeichnen dieselben die trigonometrischen Tangenten der Win- 
kel, welche die durch den neuen Anfangspunct gehenden, die gegebene 
Curve berührenden geraden Linien mit der ersten Coordinaten- Axe bilden. 
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4. Wenn aber, ganz allgemein, 
wm, 9 CD, > D; Le UU, ? eae” 6, @ 6 D, 
Winkel sind, zu welchen als trigonometrische Tangenten 
, Oy, Vay Vs, TU. ve vie U, 
gehören, so ist 


B—D-4+F—. 
14. tang (Ww, + 20, +20, -+w,+....-7,) = ACIES 3 


BAC Py IF dove ei | 
weno a> 243.79 un Us Se We die obige Bedeutung haben. Dieses 





Resultat ergiebt sich auf dem Wege der Induction ohne alle Mühe, und 
ist auch schon von Joh. Bernoulli mitgetheilt worden *). 

Hiernach stellen sich die in der vorigen Nummer enthaltenen geo- 
metrischen Beziehungen sehr einfach dar. Die Gleichungen (4.) und (5.) 
sind nemlich mit folgenden beiden gleichbedeutend: 


W tw +-w+ w,t....+w, = = Ty 
w-wtw+w4...+w, = m 


wenn 7 eine ganze und gerade Zahl bedeutet. Die erste dieser beiden 
Gleichungen sagt allein für sich aus, dafs die Summe derjenigen Winkel, 
welche die 7 durch den neuen Anfangspunct der Coordinaten gehenden 
Tangenten der Curve mit der ersten Axe bilden, gleich (m -+1) rechten 
Winkeln ist, die zweite Gleichung, für sich allein genommen, dafs dieselbe 
Summe gleich m rechten Winkeln ist. Da wir für den Winkel, den eine 
gerade Linie mit der ersten Axe bildet, einen positiven und einen nega- 
tiven nehmen können, deren arithmetische Summe gleich # ist, so kön- 
nen wir, ohne der Allgemeinheit Abbruch zu thun, in den letzten beiden 
Gleichungen m — 0 setzen, so dais dieselben in folgende übergehen: 

15. w,+w,-+w,+-w,+.... Hi, = im, 

16. w,+w,+tw,t+w,+....+w, = 0. 

5. Nun sind zuvörderst zwei Fälle zu unterscheiden, 1°. kann 7 
eine gerade und 2* eineungerade Zahl sein. Im ersten Falle er- 
halten wir, wenn wir die z Winkel, welche jene v durch den neuen An- 
fangspunct gehenden Tangenten mit der zweiten Coordinaten -Axe bil- 
den, durch SUSE ES ANS, 
bezeichnen, nach einander aus den beiden vorstehenden Gleichungen 

Ji ++ ++... F9; im—n.lm oder —1m, 
+++ +... 49 — — n. Em oder —Q. 





*) Opera: T. II. n-cxxvu. 
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Diese beiden Gleichungen sind also keine andern als die bezuglichen 
Gleichungen (15.) und (16.), selbst wenn wir ale Winkel statt von der 
ersten Axe an, von der zweiten Axe an rechnen. Zu demselben Re- 
sultate kommen wir auch auf anderm Wege. Wenn wir z. B. die beiden 
Gleichungen (12.) und (13.) durch das Product v,v,v,7, dividiren, so 


kommt: 
ale 1251 TT 1 did TE By. 
12. «9655 cts pagel ed tt 
1171991 17 AOL 1931.21 5 1 1 1 
13, 0 SVP SUPER ee Es -+-+.+.|=% 


Diese Gleichungen sind keine andern als die ursprünglichen, wenn wir in 
diesen an die Stelle der Tangenten Cotangenten setzen. 


Wenn zweitens 2 eine ungerade Zahl ist, so verwandeln sich die 

Gleichungen (15.) und (16.) in folgende: 
94-9, 4 9, eee 9 N 
945494954 eee + = 7, 
und man sieht, dafs diese Gleichungen wiederum keine andern sind, als 
die ursprünglichen, wenn wir die Ordinaten-Axe mit der Abscissen- Axe 
vertauschen. Aber hier stimmt die erste der neuen Gleichungen mit der 
zweiten der alten, und die zweite von jenen mit der ersten von diesen 
“herein. Dasselbe finden wir bestätigt, wenn wir z. B. die beiden Glei- 
chungen (10.) und (11.) durch v, v, v, dividiren, wonach 
1 1 1 1 95 4 
10, a. vcn foa os So MERE 
ns 1-[Li.ilell|-o 
Ui up Ale U. VU; 
kommt. 

Der neue Anfangspunct der Coordinaten ist durch die beiden Glei- 
chungen (4.) und (5.) bestimmt. Jede dieser Gleichungen für sich stellt, 
wenn wir die Coordinaten desselben, y und x, als veränderlich betrach- 
ten, eine Curve dar, und jeder Durchschnitt dieser zwei Curven kann für 
den neuen Anfangspunct genommen werden, und ist also ein Brennpunct 
der ursprünglich gegebenen Curve. 


Die Gleichung (5.), die wir zuerst betrachten wollen, steigt, wo- 
von man sich leicht überzeugt, in Beziehung auf y und x, im Allgemei- 
pen, bis zum 7^ Grade. Sie ist die Gleichung des geometrischen Ortes 
für diejenigen Puncte, durch welche solche 2 Tangenten der gegebenen 
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Curve gehen, welche mit der ersten Axe Winkel bilden, deren Summe 
gleich Null ist. Diese Curve geht also dureh die Brennpuncte der gege- 
benen Curve n*' Classe. Nach den beiden ersten Nummern thut dasselbe 
jede andere analoge Curve z'"" Ordnung, wenn wir die erste Axe beliebig 
andern. Denn wenn der Anfangspunct einer der Brennpuncte der gege- 
benen Curve x Classe ist, so ändert diese Curve die durch das Zusam- 
menbestehen der Gleichungen (4.) uud (5.) bestimmte Form ihrer Glei- 
chung auch dann nicht, wenn man das Axen-System beliebig um den An- 
fab Sbntaót der Coordinaten sich drehen lüfst. 

Die Gleichung (4.) stellt unter den gemachten Voraussetzungen eine 
solche Curve n°" Ordnung dar, dureh deren jeden Punet solche n Tan- 
geuten der gegebenen Curve x‘ Classe gehen, welche mit der ersten Axe 
n Winkel bilden, deren Summe gleich Ir ist. Wenn n eine ungerade 
Zahl ist, so kónnen wir dieselbe Curve dadurch bestimmen, dafs wir sa- 
gen, die Summe der Winkel, welche jene 7 Taogenten mit der zweiten 
Axe bilden, sei gleich Null. Alsdann erhalten wir eine solche Curve, welehe 
unter den früher bezeichneten Curven 72"' Ordnung schon vorkommt. 
Wenn aber 7 eine gerade Zohl ist, so ist diefs nicht der Fall, und wir er- 
halten, wenn wir nach und nach der ersten Axe alle möglichen Richtun- 
gen geben, unendlich viele neue Curven #“° Ordnung, welche sich einander 
alle in den Brennpuncten der gegebenen Curve 2'* Classe schneiden. 

7. Wenn wir zusammenfassen‘, erhalten wir also die nachstehen- 
den Resultate. 

I. Der geometrische Ort für solche Puncte, welche 
die Eigenschaft haben, dafs dieSumme der z Winkel, welche 
die durch jeden derselben an eine gegebene Curve.z'* Classe 
gelegten n Tangenten mit einer gegebenen geraden Linie 
bilden, gleich Null ist, ist eine Curve a'* Ordnung. Wenn wir 
nach einander der gegebenen geraden Linie alle móglichen 
Richtungen geben, so erhalten wir solcher geometrischer 
Ürter unendlich viele. Alle diese Orter schneiden sich, im 
Allgemeinen, in 2° Puncten, den Brennpuncten der Curve z'* 
Classe. Durch zwei jener Orter sind diese Brennpuncte 
also vóllig bestimmt. Diese Bestimmung geschieht in dem 
Vorstehenden durch die Zusammenstellung der beiden Glei- 
chungen (4.) und (5.) in dem Folle, wo 2 eine ungerade Zahl ist. 
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Il. Der geometrische Ort fir solche Puncte, welche 
die Eigenschaft haben, dafs dieSumme der 2 Winkel, welche 
die durch jeden derselben an eine gegebene Curve x” Classe 
gelegten 2 Tangenten mit einer gegebenen geraden Li- 
nie bilden, gleich {a ist, ist eine Curve 2 Ordnung. Wenn 
wir nach einander der gegebenen geraden Linie alle móg- 
lichen Richtungen geben, so erhalten wir solcher geo- 
metrischer Orter unendlich viele, die aber nur dann von 
den unter I. bestimmten verschieden sind, wenn 7 eine ge- 


rade Zahl ist. Diese neueu Ürter gehen alsdann ebenfalls. 


durch die n® Brennpuncte der gegebenen Curve n Classe. 
Diese 2? Brennpuncte sind durch irgend zwei jener neuen 
Órter vollständig bestimmt, oder auch — wie in dem Vor- 
stehenden, in dem Falle, dals 7 eine gerade Zahl ist, durch 
die Zusammenstellung der Gleichungen (4.) und (5.) — durch 
einen der neuen und cinen der unter I. bestimmten Orter. 
8. Eine Curve n°" Classe hat, im Allgemeinen, zwar 2° Brennpuncte. 
Diese Anzahl reducirt sich aber in besondern Füllen. Das Gesetz stellt 
sich hierbei sogleich heraus, Es kommt nemlich auf die Potenz an, in 
welcher 2 in der Gleichung der Curve zwischen den Linien - Coordinaten 
w und v vorkommt; oder geometrisch ausgedrückt, nach der Zahl der 
Tangenten, welche sich, parallel mit einer gegebenen geraden 
Linie an die Curve legen lassen, Giebt es solcher Tangenten, im Allge- 
meinen, m, so giebt es m* Brennpuncte. Eine Curve zweiter Classe, im 
Allgemeinen, hat vier Brennpuncte, eine Parabel insbesondere nur einen 
Brennpunct. Eine Curve dritter Classe hat neun, vier, oder nur eineu 
Brennpunct u. s. W. 
9. Ich will als Beispiel die Curven dritter Classe nehmen und für 
die allgemeinste Gleiehung derselben: 
aw + Que + qu + vw + evio + Qw + nf + 9v + xv = 0. 
Wenn wir den Anfangspunct in irgend einen Punct (y, x) verlegen und 
demzufolge (co — x v — y) für zu schreiben, so kommt: 
0 —Q-—(xax-—(x--)x—151»)v 

+ Beary +Baryt+ yart—dy—ex +9)" 

+ 3ery’ +2yxry + By’—ey—Cae+x)v 

— (ay — ry t éy —À)s 


bu 


5. Plücker, zur T'heorte der Curven. 9] 


indem wir alle mit 7 behafteten Glieder durch €) bezeichnen. Zur 
Bestimmung der Brennpuncte erhalten wir hiernach folgende beiden 
Gleichungen: 

(6.0) «xv)--3«ry'c-8y-—Qx-F2yxy-J-(8—20zx—sty-Fx-—35-—0, 
(Ta) ey’ Hay —y y^ ya? 4- 20a y —6€x— (9— 0) y 4-89 —A — 0. 
Wir erhalten also im Allgemeinen neun Brennpuncte. Diese Anzahl re- 
ducirt sich auf vier, wenn 





RN, 
und auf eins, wenn zugleich: 
.=0 B= =; 
wobei die gegebene Gurve immer noch von der dritten Classe bleibt. 
Bonn, im März 1832. 
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6. 
"e ‘ " s e 
Über die Integration der Gleichung TE = («-+ßx)y. 
(Vom Herrn Prof. H. F. Scherk in Halle.) 


Dats diese Gleichung durch Reihen überaus leicht zu integriren ist, weils 
Jedermann. Nicht so bekannt scheint zu sein, dafs die unendlichen Rei- 
hen, auf welche man hierbei kómmt, und deren Anzahl der des Grades 7 
der gegebenen Gleichung gleich kómmt, dureh bestimmte Integrale sum- 
mirt werden können, so dafs das Resultat eine Summe von 7 einzelnen 
bestimmten Integralen ist, die noeh überdies in einer sehr einfachen Be- 
ziehung zu einander stehen. 


yp 
Setzt man nemlich «+ x == yv, so hat man a % = vy; wenn 


ra 
daher y'*'— (" angenommen wird, so geht die gegebene Gleichung in 
e" y ee . » 
m vy über, so dafs man blofs die Gleichung 
Ov 


O"y 
1. ox" c Xy 


zu integriren hat. Es sei nunmehr 
2.0 ym A4 dim d udx T... 4,2 +4,,, 2°" -+ etc, 
so erhält man, wenn man-sich der Gaufs'schen Function II bedient, 
für welche 
FER 
und 
E IL, => Rire 
für jeden beliebigen Werth von 2 ist, zur Bestimmung der Coeflicienten 
A, Ay, +... die Gleichungen 
Al, 
nz) Any, = À, 
[ts Ants = 11,4% 
IL Ak zh... 
Wird hierin & nach einander = 14-1, 224-2, 3n-+-3, +... gesetzt, so 
ergiebt sich, da 4, == O ist, 


4. As = A na == A ka see © — 0. 
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Ferner ist, wenn k < 7, A; unbestimmt, und 








If, k+f 
Ay, m IA, egre EE 
+l+1 nk 1) k Il, . Marin) ky 
Il, k k { 5 
ee ale al ri = DELI xk? 
5. pres use ill Hanna rs 
ARR Nr kind k- 2.224 E4-3.... fine, 
m+htr = ke II : = ; Aye 
Unt er) 


Nun kann aber, in Folge der Gleichungen (4.), y in z einzelne Reihen 
6. = RPE PRP ER ENTER, 
zerlegt werden, wo 
Bom 4 +4,04 diii at eo, a 
B, = 4A, a+ 4x8. 45,43 177? 1 ete, , 
By = Anal Ae amar etc. , 


* e 
« LÀ . e . * LÀ e e. . 


i55 I n-—Y xt + An "+ Ar E he + etc. 
ist, m welchen die Coefficienten Jeder einzelnen Reihe durch die Gleichungen 
(5.) mit einander verbunden sind. Betrachten wir zu dem Ende die allge- 


meine Reihe R,, so ist diese, wenn x, anzeigt, dafs dem r alle möglichen 
ganzen positiven Werthe beigelegt, und die Resultate addirt werden sollen: 


fy Ii = 2 bine gtr = X. IT; EH end C 5 ao f)n4k T A, xd 
(rater) 

Es ist aber 

8. ket s. n-F&-4-2....(r—1) n+k+r =(r+1) [man 4- 1.m-4-2.... mr 1], 


kt 


wenn Kürze halber roi 7 7 gesetzt wird. Wird num die Function ® 
durch die Gleichung bestimmt 


— Pm+tr-1) 
9. m.m-ki.m-EF2....m-Fr—1 = ulm rl 
so hat man auch 
S EX ETET Paes — Pl tr) 
m.m--1.m-4- m+r mar)? 
mtr) = (m+r)P(m-Hr1), 
Die Function © leistet also der Gleichung (2.) Genüge, so dals 
Q(2) = BII, $ 


folglich 


Sieg j | o" 
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wo B eine von r unabhängige Constante ist. Nun aber ist bekanntlich 
(siehe z. B. Gauls: Disguisitiones generales circa seriem infinitam ete, 
$. 28.): 
® 
ff asp rn, 
wenn n eine beliebige positive Zahl ist. Da dies in unserm Falle für 


k+i : x : 
m4+r= eem +r immer Statt findet, so haben wir 


: » 0 
@(m+r—1) == nf nutus ero 
9 
Setzt man also hierin r=0, so bat diese Annahme auf die Constante 


keinen Einflufs, und folglich erhält man aus (9.): 


ores e" Au 
m.m-4-1.m-42....m Lr—l = => Fe 


+o 
9n ae e -x a u 
e 


due ^ r k i 1 e . . 
oder, wenn fur 77 sem Werth LA restituirt wird: 


RAs keane ard eae 











to = PRES e E +r—ı - Le] 
unti edu Lz dz 
ee Ar. ©, ecu e e er — of + OF A et 
ee (n + 1) ji ki en —— [72] 2 ? 
Tate N Lz 


0 
(n—k) z 


wenn, Kürze halber, (n-- 1)u — 2, und z "bog "P c Z gesetzt wird. 


Wird dieses Resultat in (7.) substituirt, so hat man 


eo 
T^ 
r LI x e. Kf. Lz OS hi 
10. R; as 255 b Le Raus * vs ALARM 
' ILugesr f. 20x 
« o 
! n-- kt 


ID Adm Lo ET Prset QUE 2 
SAME kr 1: Zox m. + + ete. 
Loz’ ° 


k lou) ID ascen 





- 


Für die in den Klammern stehende unendliche Reihe läfst sich aber sehr 
leicht ein geschlossener Ausdruck angeben. Denn nennt man sie S, so 


hat man 
ort! S zx z yt =} guns 
nn Se Ee ur n v 20; 
r k (n-$k+1) (ant k4-2) 
das Integral dieser Gleichung ist aber, wie bekannt: 


1. OS ae Ce ee Oto CUM ee Ces 
k+ı 
wot=yz, und 1, e, 6 +++: e* die n--1 Wurzeln der Einheit anzei- 


a" 
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gen. Zur Bestimmung der 7 +1 Constanten C, C,,.... C, bemerke man, 
dafs für a — 0: 





RR os Ó ge 0 OO he ey Ory gS 
ed gs erat nat Pa te Duc M D EE À Dre ein. jg = 0. 


Differentiirt man also die Gleichung (11.) 7 mal nach einander, und setzt 
nach jeder Diflerentiation æ — 0, so hat man 
OA gt a sed noch 1 sg, 
C+ eC, FG +... Le C,—=0, 
C+ oh C + Oh Co, 
CH C+ oF OC, ....4 EES 
C+ HC, 4 oO, +... pet 0, = 0, 
C+ oe" +e"G+...+ de AO 0. 
Wird mun C= DE"; of C= Dt; 6 C=: Dir, .... angenommen, 
werden dann die n — k letzten von den obigen Gleichungen zuerst ge- 
schrieben, uud lifst man ihnen die k+1 ersten derselben folgen, so neh- 
men sie, da ag — 1 ist, folgende Gestalt an: 


DPD DF...+ DD, = 1, 
D-FeD, -&D,- E... 2D, = 0, 
D+ 6D, + £D, +..-- + D, = 0, 


e [ 4 . e e . v e . e LA 5 e 


D+ D + D +... + "D, = 0. 
Diesen Gleichungen leisten aber offenbar die Werthe 


db ae See ee oe | 
PRET ED 
Genüge; demnach ist 

t Pl f-F [p 

Q3 6; —7— up (2I aq 4) 669 C=. 

n +1 (24+1)e (2 --1)e (7 TD 
Wird also für die Reihe in (10.) ihr Werth # aus (11.) gesetzt, und den 
Constanten die so eben gefundenen Werthe beigelegt, so hat man 


IL ..4, = is pex eg tx eg" tx 

ii) PE tf CRE COR — a ob to ART 
(n4-) f. Zèz ? Mab , 

ARS 








2 
Hierbei ist Z == x zu mound 77, folglich 


p 


Zt *óz = (n+1)e "^0t, 
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und demnach, wenn die Constante 
ar Ba 
I Z0x 
9 


gesetzt. wird: 


os s hn e?t* e?! ix ef tx 
12. R= Bas f. € malt + tete] 


Hieraus folgt 


Pul 
= Bf e at, 
p 

wo 

13. uU E e p gren e tet +, ef omer, 
folglich 
d cm bet eet de pert uuu eem, 
ay 27 pfx A pot 8 4,0? n 
ar x Biete dtc © .l»ederetm 
id ? ? Li ^ . ? ¢ , bd f $ e e * e e ®, 


—K nm 
c ER gere eri etm o oontra Lm] 
X 


nee ee ee! 
zo |« oe ae He + Sef 
und daher ist | | 


pitt 
a Al Ó Qro 
e t d 
14, R = Boi ope 


woraus endlich 


y= RB, + Ro. +, +R+R+HR 


» E iss At Net, 
= fe ues 
folgt, in welchem Ausdrucke B, B,, ... . B,., die n willkürlichen Con- 
stanten der Integration sind. Aus J^ können natürlich die imaginären 
Quantititen sehr leicht herausgeschafft werden, und man findet, wenn 


ni — w gesetzt wird, leicht für ein ungerades z: 
y o n'*4-e7t*-1-2e/* 9 ^ cos(240 ]- tc sin 20) + 2/295?" cos(4i - tx sin210) ef «+ 
I" eos | (nt) zu + tsi (577) w]; 


hingegen für ein gerades n: 


n 


; jn 
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un 


yp m e 4 el" cos (2 w-- tx sinw) FIe "cog (Aw +érsin?w) +... 


nw 
tx cos — . Ft 
ese E n fxsi Fes - Ji 
23e cos ( w + £x sin yw 


Den Fall, wo n= 2, hat Lionville in Gergonne's Annalen, Novbr. 
1830, nach einer, mit der hier angewandten im Wesentlichen übereinstim- 
menden Methode behandelt. Für a=1 hat man 


db = e* tet, 
au iT 
ye Bf e * dt(e*+ et), 
oder, wenn £z uy —1 gesetzt wird, 
| pe 2By—1 fe au cos u. 
Nun hat aber Laplace gezeigt (Théorie analyt, des prob. pag. 96. fF.), 


- |^ uad 
dafs / teen ducosxu = ae Y 7; folglich ist, wenn a? =: ange- 
nommen wird, y = B y (2a). ei? = Cet, wie sich durch die directe In- 
tegration der Gleichung st = ry ergiebt, In der That hat auch La- 
place seinen eben angeführten Satz ohne Einmischung der imaginären 


. * 0 : e 
Quantitäten vermittelst der Gleichung — = xy bewiesen. 
| Le) Ox 
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Nachrichten von Büchern. 


Goo 


Dans ca qu'on va lire je vais essayer de donner un aperqu d'un ouvrage, dont j'ai 
concu la première idée dans les inomens de loisir dont je jouissois l'été dernier (1832). 
Mon intention fut d'abord de le faire paraitre dans les premiers mois de 1833, mais 
jai du y renoncer, en me soumettant, pour le moment, N une nécessité impérieuse, 
qui ne me permet pas de donner Je fini a mon travail. J'espére cependant que la 
publication ne sera pas retardée trop longtems. 
Newton, par son Enumération des lignes du troisième ordre, a fait un pas 
immense dans la science des courbes, en réunissant Sous un inéme point de vue un 
. > x "32 x 
grand nombre de courbes, qui affectent des formes {res différentes. Euler en s’occu- 
pant de la méme matiére dans son Introduction reproche à l'Enumeration de New- 
ton, que le nombre des espéces pourroit ^ volonté être augmenté. Aussi a-t-on 
ajouté aux 72 espèces de Newton quelques autres. Mais Euler en regardant exclu- 
sivement les branches infinies, élude la difficulié sans l’aborder. Les espèces de Ne w- 
ton se rangent raturelleinent dans les genres, en moius grand nombre d'Euler; le 
mérite de cet illustre géomètre est d'avoir exposé une théorie générale et trés élégante 
des branches infinies. Le premier but que je me propose, et ce qu'on n'a pas tenté 
jusqu'ici, c’est de traiter les courbes du troisième ordre de manière que le caractere 
de chaque espéce particuliére se présente aussi nettement, que cela a lieu par rap- 
port aux sections couiques. Je vais indiquer la marche que je suis pour y parvenir. 
| A l'équation générale du troisième degré entre les deux variables y et x l'on 
peut donner la forme suivante: | 
L partes = 0, 

en désignant par p, 7, r ets des fonctions linéaires de Ia forme (y d- ax 4-5) et par 

un coefficient constant. Deux des trois premiéres de ces fonctions linéaires peu- 
vent être imaginaires, mais leur produit est tonjours réel. Il n'y a qu'un seul cas 
d'exception; dans ce cas ‘I faat substituer au produit, qr par exemple, une expression 
de la forme: (g®—#r}. Je prendrai donc l'équation (4.) pour l'équation générale des 
courbes du troisióme ordre. 

Les quatre équations suivantes 
= 0, q = 9, rx so; 

représentent quatre lignes droites, qui évidemment ont un rapport intime avec la courbe 
représentee par l'équation (1.). En effet, cette equation -gi est satisfaite si l'on pose 
simultanément: 


p=0 et si 0; 
q = 9 et c i= 0; 
r= et eee 


> 
ce qai fait voir que les irois premières lignes droites, que je désignerai par PP, QQ 
ot HR, ne rencontrent la courbe chacune qu'en un seul point (les deux autres points 
intersection étant situés 4 l'infini) qui se trouve sur la quatriéme ligne droite, que 
je nommerai SS. Ainsi la forme de l'équation (1.) renferme le théoréme connu, 


, 


qu'une courbe du troisième ordre est coupée par Ses trois asymptotes en trois points 
situés en ligne droite. 

En partant de l'équation (1.) les axes des y et des x, qui étant choisis arbitrai- 
rement, apportent dans l'équation de la courbe des relations tout à fait étrangéres à sa 
nature, sont remplacés par les quatre ligues droites PP, 00, RR et SS. Ces droites 
&tant données, pour déterminer complètement la courbe, il suffit de connoitre le coef- 
ficient i, ou, ce qui revient au même, un point quelconque de la courbe. Les diffe- 


ji 
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y^ m e 267" cos Q uo d- tx sin) + e!*""™ cos (Aw -- f xsin 2 t0) JL, ,, 


nw 
tx cos — "M 
…+2e E cos (nw + tz sin 22), 


Den Fall, wo 2 — 2, hat Lionville in Gergonne's Annalen, Novbr. 
1830, nach einer, mit der hier angewandten im Wesentlichen übereinstim- 
menden Methode behandelt. Für 2= 1 hat man 


V — et* + ere 
sue 
N Bf e * üt(e'* Le), 
oder, wenn fe=uy—i gesetzt wird, 
i atico 2By—1f e" du cose u. 
Nun hat aber Laplace gezeigt (Théorie analyt, des prob. pag. 96. ff.), 


uae 





2 
dafs f. gU UU gy eos n e y 7; folglich ist, wenn a? = —: ange- 


3, 
FEB, 
nommen wird, =By(?r).e®”" = Ce? wie sich durch die directe In- 


is à 2 
tegration der Gleichung ^ — xy ergiebt. In der That hat auch La- 
2 Bx 4 | 


v 


place seinen eben angeführten Satz ohne Einmischung der imaginären 


. Oy : 
Quantitäten vermittelst der Gleichung wi = Pay bewiesen. 
= 
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Dans ce qu'on va lire je vais essayer de donner un aperçu d'un ouvrage, dont j'ai 
concu la premiére idée dans les 1nomens de loisir dont je jouissois l'été dernier (1832). 
Mon intention fut d'abord de le faire paraître dans les premiers mois de 1833, mais 
jai du y renoncer, en me soumettant, pour le moment, à une nécessité impérieuse, 
qui ne me permet pas de donner le fini à mon travail. J'espére cependant que la 
publication ne sera pas retardée trop longtems. 

Newton, par son Enumération des lignes du troisième ordre, a fait un pas 
immense dans la science des courbes, en réunissant sous un inéme point de vue un 
grand nombre de courbes, qui affectent des formes tres différentes. Euler en s'occu- 
pant de la méme matiére dans son Introduction reproche à l'Enumération de New- 
ton, que le nombre des espéces pourroit à volonté étre augmenté. Aussi a-t-on 
ajouté aux 72 espéces de Newton quelques autres. Mais Euler en regardant exclu- 
sivement les branches infinies, élude la difficulié sans l'aborder. Les espèces de Ne w- 
ton se rangent raturelleinent dans les genres, en moins grand nombre d'Euler; le 
mérite de cet illustre géomètre est d'avoir exposé une théorie générale et trés élégante 
des branches infinies. Le premier but que je me propose, et ce qu'on n'a pas tenté 
jusqu'ici, c’est de traiter tes courbes du troisième ordre de manière que le caractère 
de chaque espéce particuliére se présente aussi nettement, que cela a lieu par rap- 
port aux sections couiques. Je vais indiquer la marche que je suis pour y parvenir. 
A l'équation générale du troisième degré entre les deux variables y et æ Pon 
peut donner la forme suivante: | 

1. partes = 9, 

en désignant par p, 7, t ets des fonctions linéaires de Ia forme (y+ aa --b) et par 
p, un coefficient constant. Deux des trois premiéres de ces fonctions linéaires peu- 
vent être imaginaires, mais leur produit est toujours réel. Il n’y a qu'un seul cas 
d'exception ; dans ce cas il faut substituer au produit, qr par exemple, uue expression 
de la forme: (q? — vr). Je prendrai donc l'équation (1.) pour l'équation générale des 
courbes du troisième ordre. | 

Les quatre équations suivantes 

"9, g = 9, d i 0, 
représentent quatre lignes droites, qui évidemment ont un rapport intime avec la courbe 
représentée par l'équation (1). En effet, cette équation - ci est satisfaite si l'on pose 
simultanément: 
0, 


0, 

: ra et sen, | 

ce qui fait voir que les trois premières lignes droites, que je désignerai par PESOD 
ot RR, ne rencontrent la courbe chacune qu'en un seul point (les deux autres points 
d'intersection étant situés 4 l'infini) qui se trouve sur la quatrième ligne droite, que 
je nomiaerai SS. Ainsi la forme de l'équation (1.) renferme le théoréme connu, 


qu'une courbe du troisieme ordre est coupée par ses trois asymplotes en trois points 
situés en ligne droite. 

En partant de l'équation (L) les axes des y et des x, qui étant choisis arbitrai- 
rement, apportent daus l'équation de la courbe des relations tout & fait étrangéres à sa 
nature, sont remplacés par les quatre lignes droites PP, QQ, RR et SS. Ces droites 
étant données, pour déterminer complètement la courbe, il suffit de counoitre le coef- 
ficient , ou, ce qui revient au même, un point quelconque de la courbe. Les diffé- 


0 et $ 
[t et 8 


P 
g 


inm 
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rentes espèces des courbes du troisième ordre dépendront ainsi, d'une part de la po- 
sition réciproque des quatre droites en question et d'autre part de la position d'un 
point quelconque de la courbe par rapport à ces droites, ‘Toutefois en suivant la 
marche ainsi indiquée, l'on rencontre des difficultés, inhérentes à la nature de la 
question. Pour les surmonter. notre point de vue doit être la construction même de 
la courbe d’après les données ci- dessus; car, d'aprés moi, Ja discussion analytique n'est 
ni élégante ni assez facile, tant qu'elle ne peut étre suivie pas à pas dans la construc- 
tion. Je profite de cette occasion pour faire sentir l'esprit de notre méthode générale 
de démonstration, appliquée à un cas tout particulier. 

A l'équation générale (1.) des courbes du troisióme ordre l'on peut donner la 


M 4 

forme suivante? 2. p (ar +) + (us—xp) Bu 

en designant par X une quantile coustante quelconque. Pour satisfaire à celle équa- 
tion, l'on n'a qu'à poser simullanement 

D gr x = 0, 
4. ws—xp = 0. 

La premiére de ces deux équations, + restant indéterminé, représente ane hyperbole 
quelconque ayant deux asymptotes de la courbe à construire, savoir les droites GQ et 
RR, pour les siennes. [equation (4.) est celle d'une ligne droite passant par le point 
dintersection de la troisième asymptote PP et de la droite SS. Les deux intersec- 
tions de cette ligne droite (4.) et de l'byperbole (3.) appartiennent également à la courbe 
représentée par l'équation (1). Donc l'une de ces intersections étant donnée, l'autre 
a'obtient immédiatement par le theorerme généralement connu, que les deux intersections 
d'une ligue droite quelconque avec une hyperbole sont à égales distances de ses inter- 
sections avec les asymptotes de la courbe. De là résulle un tracé des courbes du 
troisieme ordre par points, extrémement facile et pour ainsi dire le méme que celui 
d'une hyperbole dont un point et les asymptotes sont données, En effet, soient. PP, 
00 et RR les trois asymptotes de la courbe à construire, coupées par elle dans les 
trois points p, q et Tr, situés eh ligne droite, et soit de plus JZ un point de la courbe 
également donné. Menons p rencontrant OQ et RR resp. en A et B et prenons 
eur cette droite 7M/B — AM. JM sera alors un nouveau point de la courbe à con- 
struire. En combinant les trois asymptotes de inaniére diflérente, l’on obtiendra tant 
de points de la courbe que l'on voudra. 

En général l'on peut déterminer trois points différens de maniére que cha- 
cun d'eux occupe en méme tems le milieu de trois seginens dont chacun est inter- 
cepté par un couple d’asymptotes sur la ligne droite passant par le point en que- 
stion et l’intersection de la courbe avec la troisième asymptote. Dans un tel point 
trois cordes de la courbe à construire sont divisées en deux parties égales. Je l'ai 
nommé centre de la courbe. Une courbe du troisième ordre a donc en général trois 
centres. Les trois asymptotes et l'un de ses centres étant donnés l'on obtient de snite 
et linéairement ses iuterseclions avec les trois asymplotes. Si la courbe a un point 
double (véritable point double ou noint conjugé), ce point est l'un de ses trois centres; si 
elle a un point de rebroussement, deux de ses centres coincident avec ce point singulier. 

Donc, en récapitulaut, pour distinguer les différentes espéces des courbes du 
troisième ordre, l’on considérera d'abord la position des trois asymptotes (PP, OQ, RR) 
ou ce qui revient au méme, la nature des branches infinies, et ensuite, soit la position 
de la droite SS, soit celle des trois centres, Alors il ne restera plus, que d'avoir 
égard à la position d'un seul point de la courbe. Ces dernières considérations indique- 
ront en général trois courbes, ayant chacune un point double, comme courbes limites 
entre des courbes de formes différentes. 

De l'équation (1.) on peut déduire, en opérant de la méme maniére, comme 
je l'ai fait plus haut, d'autres constructions non moins simples. Ces diverses construc- 
tions avec des modifications, qui se présentent d'elles mémes, sont également applica- 
bles au cas, où deux des trois asymptotes deviennent imaginaires ou s'éloignent à l'infini 


y 
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tafin l'on peut donner á l'équation générale du troisième ordre d'autres for- 

mes aussi simples que celle de l'équation (1.). J'en citerai les deux suivantes 

5. par-us? = 0, 

6. pqgr+us = 0. 
De ces équations dérivent immédiatement une foule de propriétés curjeuses des cour- 
bes en question, et une série de constructions générales et faciles de ces courbes, qui 
ne le cédent en rien, à celles q'on deduit de l'équation (l.). Je me contenterai d'énon- 
cer les deux théorèmes suivans, qui résultent de la forme méme de ces équations. 

li y a en général quatre tangentes à une courbe du troisième ordre parelleles à 
Pune de ses asymptotes, de maniére qu'on obtient douze langentes paralléles aux: trois 
asymptotes. Les douze points de contact sur ces langentes sont situés, trois a trois, 
sur seize droites, dont quatre passent par chaque point. 

Une courbe du troisième ordre a trois points d'inflexion situés en ligne droite. 

Ce dernier théoréme est connu; le premier peut élre généralisé, en substituant 
aux asymptotes des tangentes, 4 P f ; mo 

L'état actuel de la science exige qu'à coté de l'énumération des courbes du 
troisième ordre soit placée celle des courbes de la méme classe, Dans cette partie 
de mon travail je me trouve sur un terrain tout-à-fait nouveau. J'ai adopté avec 
empressement la nouvelle classification des courbes d’après le nombre des tapgentes 
issues d'un méme point. En exprimant les courbes d'une classe quelconque par des 
équations, je leur ai donné, pour ainsi dire, une existence analyiique et indépendante 
d'autres courbes. Leur théorie analytique est absolument la méme que celle des cour- 
bes du méme ordre. Mais l'interprétation géométrique des expressions analytiques 
ayant changée, des considérations nouvelles sont exigées. Aussi ai-je rejellé l'énumé- 
ration des courbes de la troisième classe, qui d’après le principe de réciprocité (dualite) 
repoudroit à eelle que j'ai exposée plus haut. Je l'ai remplacée par une autre, relative 
à la position des trois points de rebroussement d'une tel! courbe et du point d'inter- 
section commune des trois tangentes en ces points; je l'ai fondée, en d'autres termes 
non sur une équatiou de la forme (1.) mais de la forme (6.). 

Ce n'est qu'après avoir tiré de l'analyse, tant qu'il étoit dans mon pouvoir, tous 
les résultats, relatifs aux courbes du troisiéme ordre et de la troisiéme classe et ré- 
marquables par leur simplicité, quelquefois inattendue, que je m'éléve à la discussion 
générale des courbes algébriques. Je la passe sous silence ici en me reservant de 
présenter dans ce Journal une série de résultats généraux. 

Toutes les recherches dont il a été question jusqu'ici, rentrent, au fond, dans 
les méthodes exposées dans les deux volumes de mes ,,Développemens,” quel perfec- 
lionnement d'ailleurs qu'aient obtenu ces méthodes. Mais ces mémes recherches m'ont 
snggeré des idées, qui me font regarder la géométrie analytique sous une face nou- 
velle. Je n'en dirai rien ici, la bienvaillance de l'éditeur accordera quelques pages 
du cahier prochain à une analyse rapide de cette partie de mon travail, à laquelle je 
rattache le plus d'intérêt. C’est elle, qui m'a permis de mettre 3 la tele de l'ouvrage 
à publier: ,,Systéme de géométrie analytique." 

Berlin au mois de Janvier 1833, e 
Plicker. 





Druckfehler im 4. Hefte des 9. Bandes. 
Seite 411. Zeile 13. statt „einer durch den Durchschnitt jener" lies „der durch die 
Berührungspuncte auf jenen" 

— — — 25. statt „ein und denselben . .... verbindet" lies „den Durch- 
schnittspunct der Tangenten in jenen beiden ersten Winkelpuncten 
des eingeschriebenen Sechsecks” 

Die angeführten ,,allbekannten Sätze” sind die vom umschriebenen und ein- 
geschriebenen Viereck, welche die obige Berichtigung sogleich mit sich bringen 
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rentes espèces des courbes du troisième ordre dépendront ainsi, d'une part de la po- 
sition réciproque des quatre droites en question et d'autre part dé la position d'un 
point quelconque de la courbe par rapport à ces droites, "loutefois en suivant la 
marche ainsi indiquée, l'on rencontre des difficultés, inhérentes à la nature de la 
question. Pour les surmonter notre point de vue doit étre la construction méme de 
la courbe d'aprés les donnees ci- dessus; car, d'aprés moi, Ja discussion analytique n'est 
ni élégante ni assez facile, tant qu'elle ne peut être suivie pas à pas dans la construc- 
tion. Je profite de cette occasion pour faire sentir l'esprit de notre méthode genérale 
de démonstration, appliquée à un cas tout particulier. 

A l'équation générale (1.) des courbes du troisième ordre l'on peut donner la 


$ $ 
pd sien 2. para) + (us — p) $t 
en designant par x une quanule constante quelconque. Pour satisfaire à celle équa- 
tion, l'on n'a qu'à poser simultanément 
Sh UY ite a 3; 
4. ws—xp = 0. 

La premiere de ces deux équations, * restant indéterminé, représente une hyperbole 
quelconque ayant deux esymptotes de la courbe à construire, savoir les droites QQ et 
RR, pour les siennes. L'équation (&) est celle d'une ligne droite passant par le point 
d'intersection de la troisième asymptote PP et de la droite SS. Les deux intersec- 
tions de cette ligne droite (4.) et de hyperbole (3.) appartiennent également à la courbe 
représentée par l'équation. (1 ). Donc l'une de ces intersections étant donnée, l'autre 
s'obtient immédiatement par le théoróme généralement connu, que les deux intersections 
d'une ligne droite quelconque avec une hyperbole sont à égales distances de ses inter- 
sections avec les asymptotes de la courbe. De 1a résulte un tracé des courbes du 
troisieme ordre par points, extrémement facile et pour ainsi dire le méme que celui 
d'une hyperbole dont un point et les asymptotes sont données. En effet, soient PP, 
QQ et RR les irois asymptotes de ja courbe & construire, coupées par elle dans tes 
trois points p, q et r, situés en ligne droite, et soit de plus J un point de la courbe 
également donne. Menons p M rencontrant QQ et RR resp. en A et B et prenons 
sur cette droite M'B= AM. JM! sera alots un nouveau point de la courbe à con- 
struire. En combinant les trois asymptotes de inaniére différente, Von obtiendra taut 
de poinls de la courbe que l'on voudra, 

En général Von peut déterminer trois points différens de manière que cha- 
cun d'eux occupe eu même tems le milieu de trois seginens dont chacun est inter- 
cepté par un couple d'asymptotes sur la ligne droite passant par le point en que- 
stion et l’intersection de la courbe avec la troisième asymptote. Dans un tel point 
trois cordes de !a courbe h construire sont divisées en deux parties égales, Je l'ai 
nommé centre de la courbe. Une courbe du troisieme ordre a donc en général trois 
centres. Les trois asymplotes et l'un de ses centres étant donnés l'on obtient de snite 
et linéairement ses intersections avec les trois asymptotes. Si la courbe a nn point 
double (véritable point double ou point conjugé), ce point est l'un de ses trois centres; si 
clle a un point de rebroussement, deux de ses centres coincident avec ce point singulier. 

Donc, en récapitulaut, pour distinguer les différentes espéces des courbes du 
troisième ordre, l'on considérera d'abord la position des trois asymptotes (PP, 00, RR) 
ou ce qui revient au même, la nature des branches infinies, et ensuite, soit la position 
de la droite SS, soit celle des trois centres. Alors il ne restera plus, que d'avoir 
égard à la position d'un seul point de la courbe. Ces dernières considérations indique- 
ront en général trois courbes, ayant chacune un point double, comme courbes limites 
entre des courbes de formes différentes. 

De l'équation (1-) on peut déduire, en opérant de la méme maniére, comme 
je l'ai fait plus havt, d'autres construetions non moins simples. Ces diverses construc- 
tions avec des modifications, qui se présentent d'elles mémes, sont également applica- 
bles au cas, où deux des trois asymplotes deviennent imaginaires ou s'éloignent à l'mfini 
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Eofin l'on peut donner a l'équation générale du troisième ordre d’autres for- 

mes aussi simples que celle de l'équation (1.). J'en citerai les deux suivantes 

$. pgr+us = 0, 

6. pqr4d- ss? = 0. 
De ces équations dérivent immédiatement une foule de propriétés curieuses des cour- 
bes en question, et une série de construclions générales et faciles de ces courbes, qui 
ne le cédent en rien, à celles q'on deduit de l'équation (1.). Je me contenterai d'énon- 
cer les deux théoréines suivans, qui résultent de la forme méme de ces équations. 

li y a en général quatre tangentes à une courbe du troisième ordre paralleles a 
Pune de ses asymptotes, de maniére qu'on obtient douze tangentes parallèles aux trois 
asymptotes. Les douze points de contact sur ces tangentes sont situés, trois a trois, 
sur seize droites, dont quatre passent par chaque point. 

Une courbe du troisième ordre a trois points d'inflexion situés en ligne droite. 

Ce dernier théorème est connu; le premier peut être généralisé, en substituant 
aux asymptotes des tangentes. 

L'état actuel de la science exige qu'à coté de l'énumération des courbes du 
troisième ordre soit placée celle des courbes de la même classe, Dans cette partie 
de mon travail je me trouve sur un terrain tout-à-fait nouveau. J'ai adoptó avec 
empressement la nouvelle classification des courbes d’après le nombre des tangentes 
issues d'un méme point. En exprimant les courbes d'une classe quelconque par des 
équations, je leur ai donné, pour ainsi dire, une existence analytique et indépendante 
d'autres courbes. Leur théorie analytique est absolument la méme que celle des cour- 
bes du méme ordre. Mais l'interprétation géométrique des expressions analytiques 
ayant changée, des considérations nouvelles sont exigées. Aussi ai-je rejetté l'énumé- 
ration des courbes de la troisième classe, qui d’après le principe de réciprocité (dualite) 
repoudroit à celle que j'ai exposée plus haut. Je l'ai remplacée par une autre, relative 
à la position des trois points de rebroussement d'une tei? courbe et du poiat d'iater- 
section commune des trois tangentes en ces points; je lai fondée, en d'autres termes 
non sur une équatiou de la forme (1.) mais de la forme (6.). 

Ce n'est qu'aprós avoir tiré de l'analyse, tant qu'il étoit dans mou pouvoir, tous 
les résultats, relatifs aux courbes du troisième ordre et de la troisième classe el ré- 
marquables par leur simplicité, quelquefois inattendue, que je m'éléve à la discussion 
générale des courbes algébriques. Je la passe sous silence ici en me reservant de 
présenter dans ce Journal une série de résultats gónéraux. 

Toutes les recherches dont il a été question jusqu'ici, rentrent, au fond, dans 
les méthodes exposées dans les deux volumes de mes „Developpemens,” quel perfec- 
lionvement d'ailleurs qu'aient obtenu ces méthodes. Mais ces mêmes recherchés m'ont 
suggeré des idées, qui me font regarder la géometrie analytique sous une face nou- 
velle. Je n'en dirai rien ici, la bienvaillance de l'éditeur accordera quelques pages 
du cahier prochain à une analyse rapide de cette partie de mon travail, à laquelie je 
rattache le plus d'intérêt. C’est elle, qui m'a permis de mettre à la téte de l'ouvrage 
à publier: ,, Système de géométrie analytique." 

Berlin au mois de Janvier 1833. T 
Plücker. 
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8. 


De transformatione et determinatione integralium 
duplicium commentatio tertia *). | 
(Auct. Dr. C. G. J. Jacobi, prof. mathem. Regiom.) 





Dear situs bs sy Uri utro nee. 


pee m cos Pp 
CAP DV Y (mm cos*g -- nnsin* pcos’ v - ppsin'y) ? 

: bi n sin (p cos Y 

sinzcos9 = y (mm cos! q --nnsin' q cos -- ppsin^gsin'y) ? 

sinnsind = aN pM 


y (m mcos! v + n nsin? cos y + pp sin’ psin v) — 


1% 


Expressio generalis elementi superficiei sphaericae. 


Ponamus, c, y, 3 designare coordinatas orthogonales puncti in super- 
ficie sphaerae positi, cuius centrum inilium coordinatarum et cuius radius —1. 
unde zr4-yy-4-3s — 1. Sit porro dS elementum superficiei sphaeriae, notum 
est, dS per binas e variabilibus c, y, s exprimi hunc in modum: 
FEINEN S sub dede casu cse dio y 
Y(—yy—535) | Yy(A1—ss—ac) | yA—ar—yy)’ 

1: sive: | 

as tds _ dudes dady. 
x 5 5 
Idem elementum, posito 
cz —coS$y, y=sinncosd, 3=sinnsind, 
notum est fieri 
2. dS = sinndnd9. 

Ut expressionem generalem elementi superficiei sphaericae obtineamus, 
supponamus, dalis variabilium gy, w tribus functionibus quibuslibet w, v, w, 
fieri coordinatas puncti in sphaera positi: 


*) Commentationes primam et secundam videas vol. IT. pag. 234, vol. VIII. 
pag. 253, 321. 
Crelle’s Journal d, M. Bd. X. Hft, 2. 14 
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u v w 
© = Tau + vo ww)? 4 ~ yQuu-peoduw)? *~ Qu Hot) | 
ac quaeramus, quomodo dS per variabiles q, y exprimatur. 
Ac primum observo, e nota theoria transformationis integralium du- 
plicium formulam (1.) statim suppeditare: 


RE idt hu 
rdS = ES T UNE ia dq dy, 

dz dx ds dx 

| [da dy dx dy 


Tribus illis formulis resp. per c, y, 3 multiplicatis et additis, provenit: 
tee dy ds dy dz ds dx ds dx dr dy dx dy 
3. dS= la Seem ane id Se ]«s[ TG CANAL | dp dy. 
Substituamus in hac formula loco x, y, 3 fracliones 
U (2) tb 


MENT. JR? pene. 
expressio ad dextram aequationis ea singulari gaudet proprietate, quod post 
substitutionem factam differentialia partialia denominatoris ¢ in ea non in- 
veniantur; sive generaliter erit: 
dy ds dy 2 ds dx dz E [E dy dx dyy _ 
4 ae 2 E dw dq T dpdy dy dpi — 


[inde RE dui edu pe 
dp dw dy dp dp dy dw dg dp dy dydpl — 
ttt 
Fit enim: 
pry buta ce DELI oe 
dg Yap u "dp ag’ 
ee 
9 dp dp Patt P dg gl’ 
dicas TR ue 
Pip $ dp tt "dp dg 3 
evanescentibus terminis in ig ductis. Quibus aequationibus multiplicatis resp. 
per 


dz 1 dw w dt dx 1 du u dt dy _1 do v dt 


et additione facta, termini etiam in E ducti evanescunt, unde formula (4.) 


provenit. 


: 
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Collatis (3.), (4.), ac posito 
t = uu--vco-- ww, 
iam videmus, siquidem statuamus: 
U . i, o . b 
cos? Acum ERE Y sinn ie os ok sinn COR a can pra et 
designantibus u, v, w tres functiones quaslibet variabilium q, y, fieri elementum 
superficiei sphaericae : : 
9.  dS-—singdgd9 = 
vd | du do du do 
lan 50 — ap 00) + Lag ao aw aol Leg d ay al dvd 


[uu + vo + ww]? 
Quae est expressio quaesita. 


De substitutione 


mcos q n sin p cost psin psin Ÿ 
VR " EC IR. VR 
Formulae generalis (5.) faciamus applicationem ad casum simplicissimum, quo: 





1 LA . * 
cosn = sin 7 cos À = sin 7 sind = 


u=mcosp, v=nsinpcosy, w=psingsiny, 
sive 
| cos? = P Ma PR ee e 
V (mm cos? q; + nn sin? g cos" w+ ppsin’ q sin^ y) 
6 | nsin (» cos ij RUPES 
y (mm cos? p + nn sin q cos? v -- pp sin^qsin^w) ? 
p sin sin w AES 
y (mm cos? p+ nn sin* pcos’ p + ppsin^ psin* y) ' 
Quo casu facile patet, formulam (5.) in hane abire: 


singcos9 = 


sinnsind = 


7.  singdgd9 = mnpsin p dq dw . 


Ad quam eliam pervenitur, adhibendo substitutiones alteram post alteram: 


A CMS, NL OSA UE NU Ii) CES NN | ptangy 
aerial y [ mm + (nncos’w-+-ppsin’w)tang’g] ? tang 9 = grins 


quae cum antecedenlibus conveniunt, atque facile suppeditant: 


v) 





mnpsing dq dw as npsinndndw 
8 [mm cos” p + nn sin” p cos? v + pp sin’ sin’ y]? nn cos” y + pp sin’ w ^ 
sin 7 dn d ; 
it Rene = sinndnd?. 





nncos* wy -|- pp sin” w 
Quae iunctae formulam (7.) suggerunt. 
Exprimamus vicissim cos q, sing cosy, singsiny per cos, sin7 cost, 
sinzsin 9. Sit brevilalis causa: 
14.* 


Dr Se OS a A AC Se ER ee 
* 1 
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R = mm cos q--nnsin' q cos! y 4- pp sin’ q sin’ v, 
e formulis (6.): 














cosy = —— VG .  fSinycosQ — ET e ,  sinnsind = A 

Posito rursus brevitatis causa: 
.. cos'5n , sin'zycos'2O | sin’nsin’d 
Sis mm js nn zB pp , N 
sequitur 
RR ah Ze 
unde: 
__ cos? N |. sinncosd : se __ singsind 
10. cosp= nyP? sin q Cog ye rS > sin psiny = »yP 


Formulae antecedentes integralibus per substitutionem propositam transformandis 
commode inserviunt. 


3. 


Per substitutionem propositam integrale duplex 


Ml BE dU ades CERRO 
y (mm cos* q» -- nn sin? pcos? ap 4- pp sin? sin? y) ? 
in quo U est functio ralionalis par quantitatum cosy, sinq cosw, sing sin v, 
semper transformatur in aliud, im quo elementum forma rationali gaudet. 
Facile enim patet, functionem U etiam per cosy, sinz cos2, siny sin? ex- 
pressam fore rationalem parem; unde integrale, in quod propositum trans- 


formatur, 
1 p U sinn dn dd 
mnp cos? , sin^gcos'Ó , sin sin Ÿ 
PORTUS Evite Ru ed ce cer AE ra 


mm nn pp 








dictam formam habet. 
Quod attinet ad limites, sequitur e formulis supra exhibitis: 


MIHI AE E rel SPY SERIE IRMA UM TOR RE ot Pena 
y [mm + (un cos* v + ppsin* y) tang” ¢] ? iE ee er (Fh .” 
et angulos 7, y, et angulos 9, w simul crescere inde a 0 usque ad —- 


COS 7 = 


Quoties igitur integrale propositum extenditur ad octantem sphaerae, sive à 


q —0, y—=0 usque ad 9 ——-. y - eliam integrale transformatum ad 
octantem sphaerae extendi debet, sive a 7j — 0, 9 — O0 usque ad =: 


7t . 

Gr: : 

Hine sequitur, quoties U functio rationalis integra ipsarum cos, 
sin! q cos! v, sin' sin v, integrale duplex 
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Sf Using dq dw | 
AUNT SISSE TIRE M * 
[mm cos” p + un sin* q cos? y + ppsin’psin’w] ? 


extensum a q — 0, y —O usque ad =, UL 





7 tra 
TZ > semper aut per inte- 


gralia elliptica exprimi posse, quae ad speciem primam et secundam pertinent, 

aut adeo algebraice. Integrale enim uU ate constat e terminis 
tole ap Haar 2 
COS p. sin n q cos y .sin p sin Psiny. in y.singdqg dip 
ORE RENE 9 
[mm cos” p + nnsin* q cos y+ ppsin' psin*y] ? 

qui per substitutionem nostram in sequentes transformantur : 

2a 28 2p 2y 


V SECO HE sin EEUU US sin ism. sin  dn dd 
meet) qi E pud [ire sin’ cos sin? cos , sin? sin? ]et£ty*i-» 


mm nn pp 





Quae integralia inter limites assignatos sumta, quolies n > a+P+y+1, 
algebraica fieri, facile patet; eo enim casu functio integranda integra evadit. 
Quoties vero «-FE54-y--1 — », integralione prima secundum 4 facta, ad in- 
tegralia ducimur, quae ad speciem primam et secundam integralium ellipticorum 
revocari posse, constat. 

Ex his etiam facile sequitur, quoties R praeter quadrata ipsarum cos", 
sing’ cosy’, sing'sinw' etiam producta binarum contineat, atque U designet 
functionem earum quamlibet rationalem integram, integrale duplex 


Usin g' dg! dy’ 
Wp ail. 529 
SITE 


ad totam sphaeram extensum, sive algebraice sive per integralia elliptica ex- 
primi. Nam per transformalionem coordinatarum integrale transformatur in 
aliud formae: 


Sf Usingdg dw 
ei Sh net ae Me ee hoy aE E 
[mm cos’ p + nnsin* p cos’y + ppsin’psin’w] ? 


quod et ipsum ad totam sphaeram extendilur; unde e numeratore U reiici 





possunt termini omnes, qui non e quadralis ipsarum cosy, singcosy, sing siny 
conflantur, quippe qui, inter limites assignatos inlegralione facta, terminos 
evanescentes procreant. Quibus igitur terminis reieclis, integrale formam 
supra assignatam induit. — 


4. 


Per considerationes antecendentes facile demonstratur theorema a Cl. 
Cauchy olim propositum (Journ. de l'Ec. Polyt. cah. XIX. sur l'intégration 


LES + WE EN VER IEEE p ALTE À we PTS. Ca ai ONE à. 
« A ie MT" AS re "1 CR he v i 
is 4 ’ 5 r 
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des équations linéaires aux différences partielles et à coefficiens constans 
pg. 529.); videlicet, integrale duplex 
AFF __acosp + bsin pcos y + csin psin y ] sin # dpdy — —— 
V(Acos*p+ B sin'g cos" - Csing sin*v) [Acos*g4- Bsingcos* y 4- Csin*gisin yp 
ad totam sphaeram extensum, fieri 


dcl FU c B+ dene] 


unde posito 








f Fs — mc). 
erit integrale propositum: 
22v (— v(E4 m DOCE = 
Y (ABC) 





Quod ut demonstremus, sit 
dumm. B meam sp 
integrale propositum per subslitutionem nostram in hoc transformatur, 


1 '/,,/acos9 , bsinncos® , csingsinO N . 
uz [fF m re n Si? an )sing dn d$. 


Quod, uti Ill. Poisson primum observavit, per transformationem coordina- 
tarum facile in hoe abil: 


1 fi Tj ‘| . ! ! ! 
mnp J. *» Care A N uM 
quod integratum inde a 9'— 0 usque ad 9' = 2z formam induit, qualem Cl. 
Cauchy proposuit. 











Vir egregius ad formulam assignatam pervenit per applicationes satis 
delicatas theoremalis celeberrimi, quod a conditore Fourrier nomen traxit. 
Haec nostra methodus fortasse magis directa videbitur; quae adeo transfor- 
mationes suppeditat indefinitas. 


5. 


Ope substitutionis a nobis propositae facile etiam succedit areae el- 
lipsoidae determinatio, quam primis methodis longe aliis dedit ill. Legendre 
in applicationibus funclionum ellipticarum ad geometriam, quae in Exercitüs 
calculi integralis sive in Tractatu de functionibus ellipticis (vol. 1.) leguntur. 
Sit enim 13 

mm xa + nnyy + pp 3s = 1 


; 41 . 1 j 1 1 1 / j : 
aequatio ellipsoidae, designantibus ugs m Semiaxes; ubi ponitur 
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cos (p sing cos qj sin sin Y 
DE dmm gm , 
m n n 


quod fieri posse patet et notum est, facile demonstratur, areae elementum fore 


: (mmcos q + nnsin* q cos’ y+ pp sin° q sin’ y) sin p dq dw. 





Quod ex iis, quae supra diximus, per angulos 7, 4 expressum formam induit 
rationalem, atque bis integratum sine negotio per integralia elliptica exprimitur. 
Sunt autem cosy, sinncosd, sinzsin2, quarum ope elementum areae ellipsoidae 
rationaliter exprimitur, ipsi cosinus angulorum, quos linea normalis in puncto 
superficiei ellipsoidae cum axibus eius format. Quippe quos cosinus, ex ele- 
mentis geometricis notum est, fieri: 
pe UEM T ua Lc Qu P E. 
Y(n'zzc--n*yy-d-p'ss)? y(m'sr--n'yy-d-p'sz) v(m'æx +n*yy + p* xs) ? 
sive per angulos q, w expressos: 
ae en À NS AR 4 E BRASS 
y (mm cos" p + nnsin* q cos” v +- pp sin’ q sin” y) 
nsin q cos Y 
y (mm cos* q + nn sin” q cos? y + ppsin* q sin* y) 
psnaqsin . . 
quod demonstrandum erat. 
Antecedentia paucis exemplis illustremus; in quibus, nisi aliud di- 


serte adiicilur, supponimus, integralia ad octantem sphaerae extendi, sive 





= COS7, : 


= sin cos Ÿ, 


ae, any "0: ad =, 9% =, ideoque etiam a 7 = Oar = 05d 


"n 
V to Ga 


Exemplum I. 


A = Jf f sin  ,8nqdgdyw dq dw j 
y (mm cos? q + nn sin? pcos?w + ppsin? psin yy 
6. 


Abhibita substitutione proposita, e (*.) transformatur A in sequentem 
expressionem simplicissimam 
JI EAS e 
N mnp 


ideoque integrationibus inter limites assignatos JS fit 
7t 
2mnp 








Z9. 2 Zt FOoASRCU UA ULL oret CR tet AT ET TIENI A 7 WE I TU IRL ^ 4 wv. 
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Pis ; " 5 SA E TERR. T \ à : 7 1. ur " r 
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Quem valorem CL Cauchy l. c. deduxit e formula supra citata ($. 4.). 
functionem praefixo F denotatam ponendo constanti aequalem. Idem iam prius 
invenit ill. Lagrange (Mém. de l'Acad. de Berlin a. 1792. p. 261.), massam 


E 
v, 
2 

E 
ws 








ellipsoidae quaerens. i: 
Exemplum Il. 5 
€ 
PE = ff. sing dp dy re 
y (mm cos* p SN q cos” v + pp sin p sin y») 3 
Dedimus S. 2. formulas: |- 
: mnp sing dg dw < 
sin dy dd = s 2 5 RP => iid " 
unde 

snpdgdy  — 1 sinndndd 
VR |—— nmnp H À 
Hinc prodit re 
1 > sin; dy dO: À 

Bus: PED: SUD M ORI DURER QU 
mnp cos 7 4 sin” 7 cos 9 4 sin”? sin Ÿ oe 
mm nn pp 


Altera integratione ones Hü transacta, statim fit: 


sin 77 dn 
Ne TE sin? RETE a os? ae sin? 


mm nn mm pp 

















Quod integrale ut in formam usitatam integralium ellipticorum redigatur, 
distinguamus inter quanlilates m, n, p, ac statuamus m — n — p. Quod pro 
arbitrio facere licet. Nam integrale duplex propositum valorem non mulat, 
quantitates m, », p, vel quod idem est, quanlitates cosq, sing cosy, sing sinv 
inter se permutando. Quod in valore invento ipsius B facile demonstratur. 


À 


i£ 


. * n p . . 
Posito enim aut — Ang rj, aul 77 eng? loco tangz, unde limites non mutantur, 
transformationes easdem oblines, ac si aut » aut p cum m commutentur. 
Generaliter autem, quolies integrale duplex 
J/ / F (eos q, Sin cos v, sin q sin v)sin q dq dv 
ad octantem sphaerae extenditur, in functione F quantitates illas cos, sing cosy, 
singsiny quolibet modo inter se permulare licet, valore integralis eodem 











manente. 
Ponamus: | 
cos” Jk sin’n COS 1D DL ID sin? 7 y (A — x’ sin’ w^) - 4) 
1 K mm Term. KW mm Ae er TOEIC EE uA PA ? 
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quod licet, siquidem constans zz statuitur 

















mm — nn : j —| 
12. e , unde etiam zx! —1—zx = "PP, 
mm — pp mm — pp 
Habetur simul: 
: n sin 20 : — mcos wdıw 
17 cos = ee rd SINN ANE—I ee 
E i y nm — pp)’ jd y (mm — pp) 
Unde 
Pr ae em do do — np cost dic di 
" mnp cos'5 | sin'mcos'9 , sin'gsin qund ~ ¥(mm- DP) [pp (w)cos*9--nncos'wsin 9] 
mm nn pp 
Quoties n = 0, fit cosw =f, quolies 7 ==, fit cosw — 1, w=O; unde 


limites respectu anguli w erunt arc cos et 0. 
m 
His adnotatis, invenitur 
BE 7 AUS TE ah fn dw 
2y(mm — pp)-/ » dw) 2S 0 y(mmcos'w-Fnnsin*w— pp) * 


sive e notatione ab ill. Legendre adhibita: 








TOES 7t F (ww, x) 
—— 2y(mm — pp) ? 
siquidem cosw = — m) 
8. 


Expressiones ipsius B per integralia simplicia, quas antecedentibus 
dedimus, quamvis, quod fieri debet, valorem non mutant, ipsis m, n, p inter 
se permutatis, forma tamen symmetrica respectu harum quantitatum non gaudent. 
Cuiusmodi formam habet expressio, quam e valore ipsius A supra invento 
deducere licet per considerationes sequentes. 

Ponatur in exemplo I. mm -- c, m+a, pp+æ loco ipsarum mm, nn, 
pp, unde invenitur: 


sin ike fie SIP dg dw diat ee 
TA (x + mm co: + mm cos? q; + nn sin? qp cos? v + pp sin” m sin yy 


Quod multiplicatum per 4dz, et integratum a z —0 usque ad æ—>, suggerit 


SLE NEM ne Te 
2 (mm cos’ p + nnsin* pcos’ v + ppsin psin’ w)? 


Jam vero, facta mutatione indicata, fit ex exemplo I: 


A Hr. p Nea 
7 2 y[(e-F mm) (w+ nn) (w+ pp)] 


Crelle’s Journal d. M. Bd. X. Hft. 2. 15 
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Unde habemus 


15. B - ffe sin dg dw 
Vu comp — un sin? q cos’ y + pp sin* sin” Y) 
L3 AO ES WD 
ae y [Gr mn) nn) (@-F pp)] 
Hinc simul, ubi in D ipsius B transformato: 


D sin dn dd 
^—— mnp cos? Ze sin’n cos sin'gcos D |. sin? sin © 


mm nn pp 

















| i s - 
ponimus ES = y loco m, n, p, atque q, y loco 7, 9 scribimus, prodit: 





16. f | smpdp dw dn A PET Sepp 

mmcos p- -nnsin’pcos’w-+ ppsin sin mes 2 VUE ane) C me) + ppt 2 
integralibus duplicibus semper a q = 0, v = 0 usque ad ~=5> w => 
extensis. Utraque salis elegans est formula. Alterum integrale etiam sic 


exhibere licet : 
dx 


n 
AS. y [zz + mm) (a 4- nn) (e+ pp)] 


Ceterum e (15.) valorem supra inventum 








DIES nF (w,x) ILLA fm dw 
~  9y(mm —pp) RS + y(mmcos'w--nnsin'w—- pp) 
statim deducis, posito 
ne es cotang" w. 
mm — pp 


Exemplum III. 
Determinatio areae ellipsoidae. 
D Shy (mm cos’ p+ nnsin’ pcos’ y+ pp sin psin py). sing dq dv. 
9, 


Ponamus, coordinatas orthogonales x, y, 3 puncti in superficie posili 
datas esse per duas variabiles q, y, nolum est, generaliter areae superficiei 
elementum dS per q, y exprimi hunc in modum: 


as — Y [C = ds dy RU EU ee ud RE NW] do av. 





dp dy dw dg d dy | dw dq dp dy dw dq 
Sit 
__ €08(p ||| Sin $ cos ij |. singsiny 
SC un NO LLEGUE n V Rp p : 
unde 


mmax+nnyy+ppss = À 


, » 
= < 
LEER ns: i p 





3 


D. rn 


+ m UU UM 24 
ers i . CUM A 
- L4 
" 
B 
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* . . . * * 1 1 1 
superficies erit ellipsoida, cuius semiaxes pou fe atque elementum areae 


superficiei fit e formula generali: 





dS : (x yg sin’ Be A sin? q sin” v 
Zah np pun m^ n* 


jr sing dq dy — YER) sta. ee au 
Quod, ut aream integram ellipsoidae S obtineas, integrari debet a vy =O, 
y — 0 usque ad q — zt, y = 22; unde 

8C 


mnp 





E formulis nostris 
sinz dr d9: = mnp T UP RE, 








prodit: 
JUS y(R)sinpdpdy — sinndyndd | 
T mnp uam n pPP 2 





unde e S. 5. videmus, designantibus cosy, sin; cos 2, sinysin® cosinus angu- 
lorum, quos linea normalis in puncto ellipsoidae cum axibus format, fore ele- 


mentum areae ellipsoidae : 

















IS sinz dyn dit _ sinndnd$ 
OY 087 , sin?gcos'? , sin"gsin9 V = min’p’PP — 
m’n’p’ (S + - Am ——— 
mm nn pp 


Ipsius C expressionem transformatam eruimus: 


ff sin 77 wee US 
mnp 


Ubi loco anguli 7 angulum w introducimus, fit e S. 7. (11.), (13.): 


Cie HEN: ehe cos & dic dO 
y (mm— pp) [pp 4^ ww cos” 9 + nn cos? -nn cos'wsin! à] 


Integratione facta a 2 — 0 usque ad Gas, habetur : 











" nn COs” CUERO w dw 


7 
RER) Jh cos" to A” "Zw 


LCD [mf me tee, wal 


Ad reductionem ulteriorem observo, dilferentialione facta facile probari formulas: 








C= 























VADE 
2 Aw KR 
é dw so D use Aw’ 
sin 20 4w 
a( cosw — Ju 2! x! x!x! » 
dw ~ cos” dw tank if. 
TODA 
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‘cos w dw ' 
ey 
sin w J —1 n. 1 a 
dw sm’ dw ZB iei 
E prima et secunda fit: 
v do Ew) xx sinwcosw 
v5 op. 5 bakes ae A xx dw ° 
e rn E (ro { sinwdw 
Se = CR 
Jo .cowdw PAPE COS (^ 
ideoque: 
TT nn—pp p xxnn sinwcosw , pp Ar 
———————A———LHw F(w)———:—— =<. _____ |. 
r nn rl xx Cana, x'a' Zw Lo cosw - 
In qua formula est e (7.) 
1 n mm — nn nn — pp 
cosw = L., A = —, BREST uber 
m m mm — pp mm — pp 
unde expressio inventa ipsius C in sequentem contrahitur: 
vim --. an 
Bess [sin? w E(w) + cos^« F (w)] 4- Es 


4sinw 4m 


Pr F ; : : à 1 1 1 
Hinc area integra ellipsoidae, cuius semiaxes —, — , — fit: 
nx SN Vary 
chee ID 1 2 
sin’ w E(w cos F (o 1 
SMS pss sce Dig 
np sin w mm 


De substitutionibus 


cosy = sinh 4(h’, 4^, | cosy = sini Z (7, z^), 
singcosw = coshcosh’, sinncos? = cosicos?, : 
singsiny = sinh’ 4(h, X), sinysin® = siné4(i, x). 
10. 


Determinatio antecedens areae ellipsoidae cum ea convenit, quam olim 
ill. Legendre per duas methodos diversas invenit, quaram altera per evolu- 
tionem in seriem procedit; altera methodus, qua vir illustris usus est, et ipsa 
transformationi variabilium innititur. Quam eo magis memorabilem esse duco, 
quod elementum areae, per variabiles novas expressum, in duas partes discer- 
pitur, quae singulae eariabiles separatas habent, ita ut bis integratae, producta 
binorum integralium simplicium evadant. Forma autem, qua variabiles separatae 
inveniuntur, sicuti in aequationibus differentialibus affectatur, ita etiam integra- 
libus multiplicibus lucem maximam affundere videtur. In finem propositum 
dividit vir ill. aream in elementa infinita rectangularia, quae interseclione mutua 
linearum alterius curvaturae cum lineis alterius formantur. Quae elementa 








"-— 
n" 
NC ^ 
4 LI 





à, 
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exprimit per duas variabiles tales, ut alterutra constante, variante altera, ele- 
menta in eadem linea curvaturae posita obtineantur. Integralione facta pro 
utraque variabili inter limites constantes, inde area rectanguli eruitur, quatuor 
lineis curvaturae inclusi. Quod invenitur generaliter per speciem tertiam in- 
tegralium ellipticorum exprimi. Calculi momenta praecipua haec sunt. Sit 











211 pp (mm — nn) Qni _ mm (nn — pp) 3 
nn (mm — pp)? nn (mm — pp)” 
atque ponatur: 
mx = cosq = sinh A (M, 4^), 


ny = sin~cosy = cosh cos, 

ps=singsiny = sinh’ A(h, à), 
designantibus, ut supra, c, y, 3 coordinatas puncti in superficie ellipsoidae 
positi, cuius aequalio 


mmac--nnyy-d-ppss = 1, 


11 


sive cuius semiaxes —, —. Quibus statutis, probatur e theoria nola li- 


HUE fra 
nearum curyaturae, quolies h’ constans, variante A obtineri puncta lineae al- 
terius curvaturae; quolies h constans, variante %' obtineri puncta in linea 
alterius curvaturae posita. 

In substitutione proposita et ipsi cosq, singcosw, singsinw ex- 
primuntur per binos factores, qui alter alteram variabilem continent, et idem 
invenitur accidere de functione R per angulos h, À' expressa. Facta enim 
substitutione, prodit 

YR = y(mm cos! q + nn sin? q cos? w+ pp sin? y) 
= — (mm sin’h-+ nn cos’ h) y( ppsin" h'+ nncos’h'). 
Porro obtinetur elementum superficiei sphaericae, per h, À' expressum 
(Ad cos* h + MA cos? h^) dh dh! 
Ach, À) 4 (NW, 2) 
Unde videmus, etiam hoc elementum in duas partes discerpi, quae singulae 
variabiles separatas habent. 





singdpdy = 


Per aequationes omnino similes iis, quibus cosy, singcosy, sing sin v 
ab angulis h, h’ pendent, exprimuntur cosy, sinz cos 2, sinysin9 per angulos 
novos i, à, siquidem statuitur 


SE AT FO UD 
tang à — —-tang h, tang? — ang h’. 


Quibus positis, habetur 
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BAL mnp 
ji y (mm cos” i - nn sin* i) y Cpp cos" i! + nn sin n» 
n 4 (h, À) % n (MW, 2) m 
aes Wineries Nees ey Fee ee A 2 d = A 9p 2 
y (mm sin* h + nn cos’h 5 2)» Y Cpp sin? h’ + nn cos’ h') d, 
unde : 
cost = ae — sinid (7, x’) 
sin 7 cos? = AM ms = cosicosi, 
sin 7 sin = I = sin? Z (i, x), 
nec non: 
: | mnpsing dq dw 44 COS Fi+ xx! cos’ | didi’ 
sinndynd? = 2 OR M 10 D AGE A : 
siquidem moduli x, x ponuntur, ut supra, 
i mm — nn = y( nn — PP ^N 
ut mm — pp en) 
Posito insuper, ut supra, cosw WT ipsi VR etiam hanc formam creare licet: 
Rz n 





VA — x^ sin*wsin^i)y (1 + xv tang" wsin'?) 
Unde elementum areae ellipsoidae dS per angulos novas i, ? expressum, 
hanc formam induit: 
d CE y(R)smgdqdy _ 
mnp 

rt xx cos’i + xx! cos’? di di 

m^ p* ag — x! sin" er sin" i] [1 + x'z' tang’ wsin osin i ‘AGH 4 (iss xD) 
Ita videmus, elementum areae ellipsoidae, per angulos i, ? expressum in duas 
partes discerpi, in quibus singulis variabiles separatae sunt. Posito igitur 





es xzcos i. di = Lf = di’ — y 
[1— x^ sin wsin osini[|4A4(x) [1—x'x't T1— x tang^w sin^i |" 4C, x') mec. 





ve di Uf n x'4! cos? i! di! US 
[1 —x’sin® sini] AG, 2) — [1 + xx tang^ sin ig^ wsin^i | 4 (i!, x^) < 
invenitur : 

S = sy LP + LM]. 
DS pro utraque variabili inter limites constantes integramus, i=, t=h 
et =i, =, erit S area reclanguli in superficie ellipsoidae delineati, 


quatuor lineis curvaturae inclusi, quarum binae ad eandem curvaluram pertinent. 
Binae, quae ad alteram curvaturam pertinent, obtinentur, quolies in valoribus 





“Br. 
> 
> 
5 








4 
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coordinatarum x, y, 3 supra traditis À ut constans consideratur, eique valores 
N x N : . . L 
tang h = , tang à, lang h = Sy angi, tribuuntur; binae, quae ad alteram pertinent, 
obtinentur, ubi h’ ut constans consideratur, eique valores tribuuntur tang h’ = 
Tang, tang // = tang à. Cuiusmodi rectangulum ex expressionibus ante- 


cedentibus apparet, generaliter per integralia elliptica exprimi, quae ad speciem 
terliam pertinent. Quoties octantem areae integrae quaeris, integralia extendi 


debent inter limites h=0, h = =; hace QUE 2 ideoque eliam inter limites 
ret Kis ETS 01 Ay £O 
;=0 tir, $—0 Qt d 


primam et secundam redeunt, unde variis reductionibus adhibitis, ad ex- 


Quo casu integralia elliptica in speciem 


pressionem supra inventam delabimur. Quae apud ipsum Legendre videas. 


Ih 


Casu quo integratio ad octantem areae inlegrae extenditur, reductio 
expressionis inventae 


S = 





M] 
in formam simplicem, supra aliis methodis erutam, non sine inventis praeclaris 
transigi potest, quae ill. Legendre de tertia specie integralium ellipticorum 
condidit. Vice versa, proprietates integralium ellipticorum satis reconditae 
per transformationem illam integralium duplieium non sine elegantia demon- 
strari possunt. 

Ita e. g. de formula inventa 


? LK f. xx 0087 it xx cosi! Pu 
{fs ndndd = ff AO, DA GP, T di di 


d 4 (2, 0 +4? RP) —1 
= | {= AG i) d(H, V) didi, 





casu quo pro angulis 7, 9, i, à inter limites O et 5 integratur, statim ob- 
lines theorema egregium ; ab ill. Legendre inventum, quod relationem sistit 
inter integralia elliptica integra speciei primae et secundae, quae ad modulum 


x ejusque complementum z' pertinent, 
F'(z) E GO) FG) E (9) —F' (2) F(z!) = 


Cuius etiam demonstrationem luculentam, e formula VEO deductam, 
dedit Cl. Abel (Vol. II. pag. 26.). 
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Vidimus supra, tres quantitates, cos, sinn cos, sinysin? ipsos esse 
cosinus angulorum, quos linea normalis in puncto ellipsoidae ducla, cum axibus 
format. Unde patet, sing drzd9 esse elementum curvaturae integrae areae, 
quam Cl. Gauss in Disg. gener. de superf. curvis appellavit. Hine ope 
formulae inventae 

sinn an a9 — f, EE CODE deu EN 
J. « A (x, V) 4 (x, i) 
facile invenis curoaturam integram rectanguli in superficie ellipsoidae quatuor 
lineis curvaturae inclusi, 
Fi, 2) — F (i, 4] LE(S, #) Ei, #)] 
+ [F(&, z)—F(6,2)] (Et, 4 )— E(à. x )] 
— [F (à, 2 )— F (à, )] (FG, x) —F (i, x')]. 
Erit autem curvatura integra reclanguli pars superficiei sphaericae, abscissa 
duobus conis, quorum aequatio 
aucem pou E PERS eur 
d'(i,#), cost... sin ? 
posito ? — i, et ji— à, et duobus conis, quorum aequatio 
waco , yy 0 595 
AE, x) ^ cos, in? 
posito 7 — 4, Ÿ =, siquidem conorum apices in centro sphaerae statuuntur. 
Quod e valoribus, quos cosy, sin? cos, sinn sin? pro limitibus induunt, facile 
demonstratur. Quoties i, — 0, i, — 0, duae e lineis curvaturae fiunt ipsae 
sectiones principales ellipsoidae; quo casu, siquidem i 4; 4,- 0, fit. curva 
tura inlegra 





re cof r] d] ! . . +, : 

Fi, x) E(2, x) -- F(?, x) E(à, x) - FÜ, x) F(t, x). 
Observo adhuc, elementum lineae curvaturae, designante h’ sive i con- 
stantem, esse 





1 /^ 31 2 pop oap 2 2 dh 2 
x y (43. cos" h 4- 44 cos? h") (mmsin' h + nncos h): ZI OT 
ny (xx cos t+ x'z! cos’ ^) dis, 
RE 2212 Ae. ae Sar aCe 
mm[1 — z^ sin*wsin* i]? [1 + #'x' tang’ wsin’ i] ? 
designante h sive à constantem, 
1 an m ent U MS 
ed: h-+-4'1'cos’h’) y( pp sinh + nn cos h) av, 35 = 
ny (xx cos! à - x'z' cos’ à") di 
pp [1 — x^ sin’w sini]? [1 + x'x! tang^ tw sin? i]? 4, x) , 


Utriusque lineae elementis in se ducts, prodit, quod fieri debet, elemen- 
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tum areae, Rectificationem lineae curvaturae, patet, a transcendentibus 


Abehanis ge 
Exemplum IV. 


D = ff- sing dy dy 
= SS mim‘ cos? q» nn’ sin? q cos* vp --p/ p'sin^ p ein? w]Y À ^ 
12. 
Per substitutionem nostram integrale propositum ope ipsorum y, 9 
hunc in modum exprimitur: 





ie sing dn d$ 
map 2 cos y TE sin? N cos EE P' sin? sin’ 19 

Unde e formulis le secundo Sd sion ibidem po- 
nimus = = = loco m, n, p, obtinemus: 

D Rs PU F (x, w) 
= ty ae ns 
2 mn'p'sinw 

modulo x et amplitudine w definitis per aequationes: 

p! p! (min n! n! — m'm'nn) Su bm __ am! 
nin’ (mm p! p/ —m' m pp)? d ~ mp'? A(X, x) = mi. 
Sive etiam e (16.) obtinetur formula: 


LR == 


sin q d à w 
D= rss ‘cos’ @+n'n'sin qu wagen gin’ sin? yw] V (mcos? q nn siu? q cos^ y Epp sin*g sin’ inv) 


-M Y [((mm--m' cras n'x)pp-d-rp Pi 


Exemplum V. 


we EE sin @ dq dy dp 
m DOO? 
U == a cos ® -]- b sin*Q cos’) + ¢ sin* D sin^ + 
2 d sin°@ cosy sind + 2¢ cos sin Q sin + 2 f cos D sin Q cos, 
Z' = a' cos Q + b'sin° Q cos* P+ c'sin' P sin^ L + 
2. d' sin! Q cos Q sind -I-2e' cos Q sin ® sin) 1-2 / eos 9 sin cosy. 
Limites Q—0, P=a; L=0, y= 
13. 
Integrale hoc exemplo propositum multo complicatius est quam id, 
de quo exemplo antecedente egimus, cum in expressionibus ipsarum U, 
D’ praeter quadrata quantitatum cos ®, sin eos 4p, sin C sin, adhue binae 
in se ductae inveniantur. Nihilominus valorem eius eruimus. si substitu- 
3 C«elle's Journal d. M, Bd. X. HA. 2. 16 
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fioni, quibus usi sumus, transformationem coordinatarum orthogonalium 
bis adhibitam jungimus. Supponimus autem, functiones U, U’ pro valo- 
ribus certe realibus angulorum ®, 4 valores semper positivos servare; 
quoties enim U valores etiam negativos induere potest, integrale proposi- 


tum imaginarium fit, quoties U’ etiam negativos induit valores, integralis 
valor in infinitum abit. 


Ac si consideramus r cos ®, r sin Q cosy, r sin Q sin, tamquam coor- 
dinatas orthogonales puncti, cuius distantia ab initio coordinatarum = r, per 
transformationem primam eoordinatarum, facile intelligitur, E hanc formam 
induere posse: 

= ff; sing’ dg’ dy! — FEM 
U' Y (GG cos? p+ G'G' sin p' cos’ y’ + GG” sin? gy’ sin? ap‘) ’ 
designantibus rcosQ', rsin(Q' cosy’, 7 sin®’ sin,’ coordinatas transforma- 
tas, relatas ad axes principales ellipsoidae, cuius aequatio 
rub/i——v1 


at e . © e | 1 1 1 A 4 t li ite e t 
‚Et CURIS Semuaxes principa es G? G^ G^ * AC rursus erun imites mte- 


gralis transformati Q/— O0 et Q'— a, 4 — 0 et {'— 2s. Functio autem 
U‘, per Q', xL expressa, formam induit 
U' = a' cos! Q' + b” sin?! cos’ L’ + c^ sin? Q' cos? J^ + 
2 d'' sin* Q' cos-L’ sin ^ + 2 e" cos 9’ sin’ siny’ + 2/" sin Q cos D’ cos’. 
Integrali ita transformato applicemus substitutionem nostram 


G cos y ; . G'sivq'coss! wg + os __ Gi sing’ siny' 
cosy =e» sing ‘cos! == — veg — 9 8104 sing’ = ——_ 


V Rina 





posito | 
R= GG cos! Q' + G'G'sin' Q' cos J// -L- G^ G^ sin’ Q' sin’, 
quo facto integrale propositum ees formam sequentem: 


jo pem er sin z dy! dd" 
‚= G ae G^ rome 1774 ar} 
siquidem ponitur 











TR a^ cos’ s! , b''sin* 5 cos* 9" | c''sin? 7’ sin° 9" 
c Tare eus GG! GG" 
D 4l" sin* y" cos Q^ sin O^ , e coss]! sion‘ sin" f"! sin n' cos n' cos Ó" 
a re G:C een dE il 


Ac rursus limites erunt 5! — 0 et » =, 9/=0 et 9'zz2. 
Jam secunda vice consideremus ross, rsinn’ cos 9’, rsin:/ sind 
‘amquam: eoordinatas orthogonales puncti, cuius distantia ab initio coordi- 
siarum s=1; sint r cos. "sinncos$, rsin^"sin3 coordinatae transfor- 
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matae, relatae ad axes principales cllipsoidae, cuius aequatio 

rr U" snes ; 
et cuius semiaxes principales sint 77, 7, p. Quibus statutis integrale pro. 
positum per 7, 9 expressum hanc formam induere patet simplicissimam 


Tre li. sinn dy did 
cres. cc ms tat RER 
: cos” jj sin’ 7 cos* Q' | sin'ssin?^39 |? 
4 7} ' / 
GG'G je Fp NACL UA a Ui 


min nu PP 





limitibus integralis rursus existentibus 70 et 5, 2-0 et Geog. 
Quod in exemplo IL. facile ad iutegrale ellipticum revocatum est. 


14. 

Reductio iutegralis propositi antecedentibus indicata requirit. binas 
transformationes coordinatarum orthogonalium, quae singulae a resolutione 
aequationis cubicae pendent. Nam primum ut radices acquationis cuhbicae 
inveniuntur GG, G'G', G"G", a quibus pendent coetficientes substitutio. 
nis primae adhibitae, ideoque etiam quantitates a^, b^, etc. Per quas et 
ipsas G, G', G^" deinde exhibentur coëfficientes aequationis cubicae 


4 : { Í f . : 
cundae, cuius radices sunt ——, -—, —. At factis calculis observatur 
7n m An p P 3 


coéfficientibus iilis aequationis cubicae secundae quantitates. G, G^, G", 
omnino abire, unde resolutioni aequationis cubicae primae supersederi 
potest; ita ut problema, quod a duabus aequationibus cubicis pendere yi. 
deatur, revera ab unica tantum pendeat. Calculum paucis indicabo, forte 
et aliis occasionibus utilem. 


See 


e 


Sit substitutio prima adhibita: 
cos = acos Q' + «' sin D’ cosV/ + asin Q^ sinw’, 
sin € coss, = (3cos Q' +B’ sing’ cos +B siu Q sin y, 
sin Q sin = y cos Q' + y' sin Q' cos L' + y sin Q" sin V, 
unde etiam vice versa: 
cos Q' = a cos + B sing cos: -l y sin Q sin x, 
sin Q' cos / == a'cos Q + 2’ sin 9 cosy, + y’ sin€ sin D, 
sin Q sin" == 2" cos + Q" sin @ cos:L + y" sin © sin yj, 
Quibus aequationibus in functione U’ substitutis, obtinemus 
a" zm al at + BB +eyy tray Lie ya A 2/ aß, 
b" = aaa! 4-5/3’ B! abe’ y' y! +2 d’ By! +2 ely’ a IB, 
Bu a -- b'O" B" Ley ER Le ya fI tn 
16 * 
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d'! --af web! B/G! Hey Hey HR") eye bya ty (abi pe" 9), 
e" a aa AM BB po" Fa YE BY) ey at yet) "BR + 2 8"), 
f" «aa! +o BO +eyy +7 Cy M ^Y) el (quf Te Y a) f (a Bi ah) 
Inter coéfficientes substitutionis propositae habentur relationes no- 
fissimae, quae in transformatione systematis coordinatarum orthogonalium 
in aliud eiusmodi systema valent. Deinde ut systema novum coordinata- 
rum idem sit atque axium principalium ellipsoidae, cuius aequatio 7° U=1, 
siquidem a a : E sunt ipsae semiaxes principales, haberi debet aequatio : 
ÜU — GG cos’ Q' + G'G' sin’ Q' cos D’ + G^ G^ sin? Q' sind‘, 
unde prodeunt relationes: 
GGaa i GG! «at 6" Gal al! = 6, 
GGBEB+ GG! BB’ + o" G6" BB" ss b, 
GGyy ae G' G' y' y' Ez GG" y y" mm €, 
GGBy + GG’ Bly! + G^" G" BY = ; 
GG a + G'G'y a! + G'G' y" at um € 
GGa[ + GG’ aß’ + GG" al Bi = J; 


quibus jungamus sequentes, quae ex antecedentibus fuunt: 


6"*G'"^ xu + GG a! af + EtG ava. m be— dd, 
6°6'"BB-+ 6'^G' po 4 G'G" Bf BY == ca—cés 
Gig? 4y -- 6^ 6' s! y! + GG? y! y" = ab— Sf 
G^ G^? By + G^ G^ Bly! + G' G^ Q^ y^ = ef —ad, 


G^ G'* ya -- GG yal + GG" Y'a = fd — be, 
G^ G'^ 4B + G/^ G^ a! Bi + G'G^a" B^ = de — cf; 
GG^G^"* = abe—add —bee — cff + 2d ef. 
Aequatio ellipsoidae secundae, cuius axes principales investigandae propo- 
guntur, haec erai: 


LEE fo gh Go ce Re crc 
a eat ayy tenga tek grt gue tt Gar AY © Ld 


reosw 22 x, rSinw sy, rsinn sin 9^ = ze 
Unde, si m, n, p denotant semiaxes principales, e theoria nota axium prine 


cipalium superficierum secundi ordinis, erunt m, n, p radices aequatio- 
nis cubiege 
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Volt mem ft! gh? “plinth 1 PTT ABI LU fis 
De (tee t cic) «Uno + er res ) 
EM atl bf olt— of! d" d'— bl" ¢ b e ef! — oft f"! FL 24" e^ ch fib Mc Q 
G?G? G? Geos ty 
fpsarum autem 4", b/ etc. substitutis valoribus, per relationes supra ap- 
positas et eas quae inter ipsas «, 9, y etc. habentur, coéfficientes gubsti- 
tutionis per solas quantitates a, à, c etc. a’, b', c eto. exprimere licet, 
Quo facto, aequatio cubica multiplicata per G^ G" G'"haec evadit: 
3) {abc — add — bee — cff-+ 2def} 
a'(bc—dd) + b' (ca —ee)-- c (ab —J f) 
nacre purs od 
a (b/c/—d'd')-H- b(c'a—e'e)+  c(a'b— —f' f^) 
arid Enos (ref —ad)-F2e(fd —5e)4- 2 f (d'e'— c' f^) 
— a! b/ c' -4- a! d! d' - b' e' e' cl fl f! — 2 d' e'f' zz 0. 


IT DENS 
—, vidimus $.13., iuveniri: 


Cuius aequationis radices ubi sunt —— enr 


E qu LIE ME andd 
= Var FRE, cos” er ?7 , sin xu cos! d in 7 cos! , s ELE 1 sin? à TORT 
mm [ PP 
integrationibus factis a : — 0, J-— 0 usque ad 4-7, ei 2% 


Adnoto, commutatis inter se quantitatibus 0, 5, c etc. et a‘, b', c! eter, 
aequationem cubicam in aliam abire, cuius radices valores reciprocos nan- 
eiscuntur, 

De substitutione 
g cos q + h sinsp cosy ising sin y 
YU ? 


I 


cos” 


/ TES af N 
sin 4 cosÓ mds | cos @ +-h A a UT 


sin 4sin2 = CL pot Nisin gy costi simptinyt 


15. 

Methodus, qua antecedentibus usi sumus, procedehat per tres trans- 
formationes integralis propositi; afferam sequentibus methodum novam et 
magis directam, qua per substitutionem unicam pervenimus ad formam 
simplicem, in quam integrale E redegimus. Ei dum methodo antecedente 
ellipsoidae binge, quae ad axes orthogonales relatae erant, ad axes prin- 
cipales referri debebant, hac methodo investigandae sunt axes principales 
unius ellipsoidae, cuius datur aeguatio ad coordinatas obliguas relatd. 
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Propositum sit problema algebraicum, per substilutiones lineares 
woe guthy+es, 
v gia phy + i's, 
HA oly thy bits 
expressiones binas seguentes 
A= anebbhyy + ose} rd yzt 2¢sun BA ey, 
AZ xx +byy+e seed ys He sx 4 2/'xy 
revocare ad formam simplicem, e qua producta . binarum variabilium 


ud 








abierunt, A = uu + un + ww, 
ver uu 14 Tu w' w' 
4 X m E nn T pp À 


Investigandae sunt coéfficientes substitutionis adhibitae, et guantita- 
(es m, n, p. 
Problema entecedens nullis difficultatibus obnoxium est, et facile 
revocatur ad problema notum geometricum. Ponamus enim 
VOLI. rU. VEC eee 


mida Sma E a ee — CS RU ryt 
Y (bo) 4 Velen) I yı(ab\ 4 


unde fit 
ME DA J 'y + zz: Fe AU SR 


Eun / Lary y‘ ae vs / =! T 
Aie ee, 2 y : tr" zd uL x yg Y 
Porro N ae Er erunt: 


N Eh 
et arbre 


mom a! + y d vu 
a Vb Vio ae 
“i di vo 
w= fat pt pre 
Sint x’, y’, =‘ coordinatae obliquae puncti, quae angulos inter se efficiunt 
A, p, v5 ubi u, v, w sunt coordinatae puncti orthogonales, eodem initio 
gaudentes, quadratum distantiae puncti ab initio communi coordinatarum 
exprimi potest sive per lormulam 4, sive per uu--vv--ww, unde lo- 
cum habere debet aequatio prima: 
= uu + VU + ww. 
Sint porro u, v, w relatae ad exes principales ellipsoidae, cuius aequatio, 
ad coordinatas obliquas x’, y’, z' relata, est 
Au i 
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haberi debet aequatio altera 


See tele sur ww 
mm ' nn pp? 


siquidem 77, 7, p sunt semiaxes ellipsoidae principales, Unde probleme 
propositum convenit cum problemate geometrico, investigandi axes prin= 
cipales ellipsoidae, cuius aequatio 4' —1, designantibus x, y', 2 coor- 
dinatas obliguas, quae angulos inter se efficiunt A, um, y. Cuius pro- 
blematis analysis et alibi invenitur, et a me exhibita est in hoc Diario 
Vol. II. pag. 227. 

Loco citato *) demonstravi, siquidem aequatio ellipsoidae sit 

Ax! x! + By'y + Cz z' --2ay'z4- 2bz a ---2¢n'y = 4, 


1 1 1 ° . La L4 
esse -——, —-, — radices aequationis cubicae: 
PLM nn PP 


(2 —4) (x — B) (a — €) — (ac —A) (a cos A — a)? — (xz — B)(x cos u — b) 
— (x — C) (ac cosy — c)" + 2(x cos A— a) (a: cos. — b) (x cosy — c) = 0. 
Hoc loco igitur in locum ipsarum 
iy VERSUM Tnm é, € 
scribendum erit | 
Cio AE A ae lem. 30. Id 
a b ct Y (bo Y (ca)? Y (ab)* 
Unde si insuper restituimus valores: 


d e 
cosA = Yo)? cosu = Y (ca)! cosy = Y (a5) 


aequatio cubica, multiplicata per abc, fit: 
(a 2 — a') (bxc — b^) (ex — c") — (a x — a^) (de — d'Y — (bac — b) (eae — e^y 
—(ex — ef x —f^) -2(d e —d^otex-—- e)(fa—f) = 0 
Quae prorsus convenit cum ea, ad quam $. antecedente devenimus. lis- 


dem mutationibus factis, e formulis loco citato traditis valores coéfficien- 


“ & h i 2 : ; : ; :. 
tium 7» i75: yr; te, ideoque etiam ipsarum g, ^, i etc. nancisceris. 


16. 
Observo generoliter, propositis aequationibus linearibus 
um gx+hy+iz, 
U — gx + h'y + i's, 
00 U om gx + hU». 4i", 
siquidem considerentur x, y, z ideoque etiam u, v, w famquam functio- 
RS 


— 





1 
x 4 Ah Ld. : re aS -— 
) L. c. loco a, y, =* positum est x, y, xs porro L, M, N loco An 
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nes duarum variabilium C, Vp, posito brevitatis causa 


dx dy de dy 
ah dy dy dy dg’ 
fieri: 
du dw dv dw |. uch iNL ai 7) M LE 
au AIL + Ug g) M +(g'h —g" 4h) N, 
dw du dw du n; "i 7 UT T u 
de —  — ee me am = s —— oom d M u 
da dui aw Te ia) La Gg mig MF ("ASIN 
du dv du dv __ MIL: ET TEE £p RETI 
Ee em (hi! hi)L+(ig ig) MA GA —g'h)lv. 
Quibus aequationibus raultiplicatis respective per u, v, ^; et summatione 
facta, reiactis, qui deztruuatur, terminis, prodit: 
du dw dedu] y [de du _ du di) |t 2 s n]. 
17. "EE dy da de TU dp dy dude Hte ip dw  dwdgli 
(, [ax 2 ay 2] ey [os ds de da} y [és oy __ 25 27] 
Pix dg dw dw dg Ty dp dv dw dg 4 dg d dw all» 
posito brevitatis causa: 
P= eth! ihe) 4- gl (V i— Bi) + gi (PA D). 
His praemissis, sit iam 
x == 0080, y = sin cos, += sinQ sins, 
sit porro 
= 4 ____, smnoos? Sn E 
£089 = un -uvtww)? — Yuud-vv-- ww? 
> e ib 
8n N sin 9 == Tautvvtww)' 
Ubi eoöfhicientihus z, A, ; etc. valores eosdem atque $. antecedente tri- 


buimus, erit: A=mU=uu+tvv-wuw, 
ae EN er 
Fans re pp? 

ideoque: U E 


_ cos" dj Au sin? 7) cos? 3 TE sin’ 7 sin® = 
D ee nn pp x 
Aequationes autem lineares inter u, v, wel x, y, % propositae fiunt: 


cos) = gp hing couch Feng eur, 


4 


N 


der gi cos q + / sing cos W + 7 sin qp sin v 
sin? COS Ÿ TT À inc à 


sid vnde #7 cot + A’ sin qp cosy il sin qp sin # 
in i 17 mm ————— Ue VUS E ae ^ 
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Habetur porro e $. l.: 
dy dz dy 4 (care dx EH Apex dy dx ar] ne 
| 5 g dp. dy del lag, ap uy del. *lap ay dp qg] ^ BO dO dV, 
dvdw av 24] dw du dw El du dv  du.dw 
us dw dq. LE dq dw 7 dy dp ae s 
Lu u -vv4-w w]? 


ideoque e formula (17.): 


MÀ Ó—Á— € 
— m. 


"dp. di dp dy do sin dr d8, 








. 1 E 
U^ um 
unde etiam: 
sing dq dy — À sing dy dit 
WY d = P* eos? sin”, Jj cos I, sin 7) sin aot 


mm nn pp 

Singulis valoribus realibus ipsarum cos @, sin Q cos, sin? sin-L^ conveniunt 
valores reales iique unici quantitatum cosy, sinn cos2, sinnsind; ac fa- 
cile patet, singulis valoribus realibus ipsarum cos7, sin ces, sin» sing 
respondere vice versa valores reales eosque unicos quantitatum cos 2, 
sinQ cos, sin@sin!. Unde hisce tributis valoribus omnibus realibus, 
etiam illis valores omnes reales conveniunt, neque iidem plus semel; sive 
integrationibus factis a  — 0, i —O usque ad 9 — z, Y= 2, etiam a 
j—0, 9—0 usque ad 5 — 7, 9 == 2a integrari debet, vel quod idem 
est, integrali proposito ad totam sphaeram extenso etiam integrele trans- 
formatum ad totam sphaeram extendi debet. 

Restat, ut constantem P per quantitates datas exhibeamus; qued 
facile fit considerationibus geometricis sequenfibus. Desigwantibus enim, 
ut supra x’, y’, =’ eoordinatas obliquas, 4, ©, so coordinatas orthogonales, 
ubi fit: wan pie otal TTE 

u a ys 

b, 


AS AIMÉ TEN, 
ey” 


2 
bal 


AY i^ 
es " ED = 
az Va” Ty) Ty 3 





erunt 
t 
E & 8 : . s I 
ai Wa? Va connus angulorum inter x’ et axes orthogonales, 
h hí h^ 4 
Vb? Vv? Vb 4 * xor E ^ 3 
“i, Pru. ee 4 a E A : 


Y cy v^ Yo 
Creile’s Journal d. M. Bd. X. Hit. 2. 17 
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unde ex elementis geometriae analyticae constat, esse TR solidum 
parallelepipedum, conteutum inter axes ipsarum x’, y', z', cuius latera = 1. 
idem probatur esse 

V (1 — c0s* À — cos’ u— cos* y + 2c0s À cos u cos v). 
Utraque expressione aequali posita, et substitutis valoribus 





A Ca d cos st et e 0p come fe 
uris e fee Y (bc)? PE Y (ca)? Dee V (ab)? 
P = y(abc—add—bee-—cff--2def). 
Hinc tandem provenit, substituto valore ipsius P et integretione duplice facta, 


E = ffs dgdw __ 
ey Dyer 


1 ki ABER sin n7 dy di 
V(abc—add — bee—cff4-2d«f) | cos? cos? | sin? n cos . sin’nsin’#? 
mm nn pp 
integralibus ad totam sphaeram extensis, ac designentihus 72:77, nn, pp 


radices acquationis 


prodit : 








(ax = a!) (bar—b^) (cae — 0 — (ar a^) (dac — d'y — (bw — € Bas 


— (rc) (fe — fy. 4-2 (dar — d') (es —e) fr mm J} 


Quae cum supra inventis prorsus conveniunt. Quam RR 
ern videmus per subsiituionem unicam: 





roos p -- h sing cas fr + À sin @ sin 








TTE d SC D bau 
CGS 5 vr X 
: : g cos qu + h' sin p cos ji 4 i/ sing sin y 

Sin N COR Ati at Se PG RO EEE > 

VU 
NY MP er SE 

ner Lt ey qu unde 
sf ws 1 1j 
eg ot Be : yas 2, Az ete, ric Jeierminatis, 
we sie MALIS Go» »* Stee EE ta BI BEES E ac RED e 

17. 


Dedimus in rr IT. §. 8. 15. formulam 


B B XE dad 
mrp cos* d m sin* 9], cos ^9 , sin? 4 sin? + 


ra JE PET T pp 


zt de —- 
s V [(ac4- dmn m) (a enn) (a (a EPP 


intezrali duplici extenso a n — 0, $— 0 usque ad 7 =>, $= 5. Unde 
integrali duplici ad totam sphaeram extenso, fit 


7 
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11e sin? du di xA = 
cos?’Nn . sin? cos*s? , Sin sin D sin^ à Vl 
min + nn IPTE (EX LE +=) 


Hinc patet, quantitatem , Sins in integreli simplice sub radicali inveni- 


tur, rationaliter exhiberi posse, etiamsi Er i = tantum ut nadices 
mm an? I P 


aequationis eubicae datae sint. Quod si ad casum antecedentibus DFOPO= 


te À ; aie 
mnl qua pas radices aequationis 


situm applicatur, dantur 
(ax — a') (bac — b) (cac — €") — (ax — a7) (dx — d^) — (bae — b’) (ex — ey 
— (ca — e) (fam — f^? +2 (dz — dere ef) = 0. - 


Unde expressio ad laevum identica erit cum haoc 
i\/ 1^ 15 
> RESI. edis Locals Suede ne 
d ( xis) (x nn ( PP 
1 . LU 2 e se 
Posito — — loco x et multiplicatione facta per —x*, inde aequationem 
identicam nanciscimur sequentem: 


x Ld 
P( Le 3) (+4) = 
(a+ a' x)(b + b’a) (c d- c' x) — (a + a'x) (d -- d'a) — (8 + 0 x)(e-+- ex) 
—(c+ SHE) 4-2 (d + d'z) (e + e'a)( f fa. 
‘Unde habetur iam theorema satis memorabile, quo integrale duplex pro« 
positum E absque ulla aeguationis aigebraicae resolutione per integrale 
simplex exprimitur, 
Theoresna. 
Ponatur 
U = acos $ + b sin* Q cos! sp + c sin* Q sin°«L 
+ 2d sin’? coss, sin $ + 2e cos € sin Q sind + 2f sin cos 9 cos, 
Oi = af cos* Q + bain" Q eos'ib + «' sin? p sin? Ÿ 
+ 2 d'sin* Q cos sind + 2 e' cos sin P sin) + 25 sin Q eos Q cos, 
X = (a4-a'2)(5-- 0^2) (c2 ex) — (a-- 62) (dd- d'a)" — (b --6'x)(e4- ey 
(eee) fay of 2(d-bd'n) (edo (ff a) 


erit 
[a nn dx 
4 VU SVEN 
integrali duplici a @=0, s — 0 extenso usque ad P — s, «p — Im. 


De theoremate antecedente valde generali casibus specialibus haec 


fluunt : 
17 * 
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Says sing dq dy dw sat, 

Vike 
e "js da >. 
à N Viae Oba) eps) dd(a- «) —ee(bd- 2) — ÀJ (e- 3) 3-24 e£" 


Ns dpdw . 


2 inf Y c Y late) PES e RC ec OURS defl 





3. N RA uui. od | 
vo Wübc-—add—bee— cjfF2def)" 
Quod ad (2.) attinet, Tuis er. commutatis inter se a, à, c etc. 


et a‘, b', c' etc., simulque — loco x posite, binas formulas 
, quid. [ ? 
sinpdpdw _ 9 "dd 
Si TUUM E a anf V5 


TRE dq dw. E ? dx 
DW PREX wv X 


alteram ex altera sequi. 
Regiom. 1. Nov. 1832. 
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9. 
Uber die Theorie der Kugeldreiecke. 


(Yon dem Herrn Dr. Friedrich Schmeifser, Prorector zu Frankfurt a, d. O ) 


Die Mängel und Schwierigkeiten, welche die gewohnliche Theorie der 
Dreiecke hat, ist wohi jedem gründlichen Kenner der Mathematik so 
bekannt, dafs eiue umständliche Erórterung derselben hier überflüssig sein 
dürfte. Sie scheinen ihren Grund hauptsächlich in der Gewohnheit zu 
haben, wonach man aus der bekannten Fundamentalgleichung für 3 Seiten 
und 1 Winkel, welche pur für Dreiecke bewiesen wird, deren Seiteu 
kleiner als 90" sind, alle übrigen herleitet, oder vielmehr ausrechuet. 
Dafs man dabei durch lange analytische Operationen, welche oft umständ- 
liche Verbindungen, sehr gewählte Vertauschungew zweckmäfsiger gonio- 
metrischer Ausdrücke, und mühsame Rechnungen erfordern, zum Ziele 
geführt wird, wobei die Anfünger meistens gleichsam im Dunkel wandeln, 
ist für das Studium dieses so wichtigen Zweiges der Mathematik ein. sehr 
nachtheiliger Umstand, wie fast Alle bekennen, deren Beruf es mit sich 
bringt, darin. zu unterrichten; dazu die mühsame Arbeit in so fern zu 
wenig belohnend, als die Resultate der allgemeinen Gültigkeit der Be-- 
weise ermangeln. 
Wenn. zwar die Gleichung für enfgegenlierende Seiten und 
Winkel (1.) für die Fälle, wo die Grölsen derselben zwischen 00" und 
180" betragen, auch auf die gewöhnliche Weise leicht bewiesen werden 
können, so scheint der allgemeingültige Beweis der Gleiehung für 3 Seiten 
und 1 Winkel (II.), weder auf dem gewöhnlichen Wege zu gelingeu, 
noch auch nach der gemeiniglich nach Lagrange benannten Methode, 
welche aber de Gua (Mém. de l'Acad. des sciences. Par: 1783.) zuerst 
bekaunt gemacht hat, wonach man die Tangenten und Secanten zweier 
Seiten zu Hülfe nimmt. Die Versuche aber, welche zu. diesem Zwecke auf 
andere Weise gemacht. worden sind, haben sich uicht den Bauk erwer- 
ben können, welchen die Absicht und die Mühe ihrer scharfsinuigen Ur 
heber verdiente, so dals man dem. gewöhnlichen, weit einfacheren Noik- 
behelfe Jen Vorzug giebt, wonach mau schliefst, dals jene Gleichung, nach 
Verwechselung der Zeichen. vor den Cosinus, auch fur die Kugeldreiecke 
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gelte, deren Seiten 7» 90^ sind. Will man aber auch für die Fälle, wo 
nur 1 oder 2 Seiten >90", und der Winkel < oder 790? sind, diese 
Gleichung hinsichtlich ihrer Form rechtfertigen, so treten wieder Schwie- 
rigkeiten ein, welche so zu beseitigen, wie es die Strenge der Wissen- 
schaft fordert, das gewöhnliche Verfahren theils nicht bequeme, tbeils nicht 
genügende Mittel darhietet. 

Die Gleichung (IL) wendet man om gewöhnlich auf ein Sup- 
plementardreieck an, worin alle Seiten und Winkel > 90^ sind, um 
die Gleichung für 1 Seite und 3 Winkel (HE) zu erhalten, In sofern 
jene (M.) für besagte Fälle nieht bewiesen ist, kann letztere (EL) über- 
haupt selbst für die Fälle, wo alle Seiten und Winkel «90 sind, nur 
als unbewiesene Annahme gelten. Ob die Ersten, welche die Eigenschaft 
des Supplementardreiecks entdeskten, als Casweli und Lansbery, 
diesen Umstand nicht beachtet haben, oder ob spütere Schriftsteller dureh 
Euler’s und Lagranges Ausehen bewogen wurden, die Gleichung (TEL) 
auf diese Art abzuleiten, ist dem Verf. wegen Mangel an dazu nöthigen 
Schriften an seinem Orte unbekannt; dafs men aber wegen der Annalıme 
dieser Gleichung kein Bedenken trug, ist leicht daraus zu arklären, dafs 
sie nach der ültern Methode durch Anwendung der Formeln für die 
rechtwinkligen Kugeldreiecke durch die Bestandtheile der schiefwink- 
ligen in Lehrbüchern bewiesen und als richtig bekannt war. 

Da nach der Erfindung der Logarithmen, die Gleichungen (TI. , HI.) 
in ihrer ursprünglichen Form zur Anwendung derselben unbequem waren, 
so war man auf Umwandeiungsmetboden bedacht, um Producteu- 
gleiehungen zu erhalten, und machte dadurch das Studium der sphürischen 
Trigonometrie, wie der ebenen, nicht nur weitlüufiger und schwieriger, 
‚sondern man beschränkte auch durch die angewandten Hülfsmittel, deren 
man sich noch bedient, die Beweise der Gültigkeit der umgewandelten 
Gleichungen. Man gebraucht nemlich dazu goniometrische Formeln, welche 
in den Lehrbüchern blofs für Winkel oder Bogen «790? bewiesen wer- 
den, als cosa== 2 cos in —1=> i-—sin’ja, desgleichen 

cos (p — 9g) -i-cos(p-i-g) = 2 cospcos7, 
cos(p— 7) — cos(p - 9) == 2sinp sing, u. dergl. 
Es werden daher die Beweise der umgewandelten Gleichungen auf die 
Fälle beschränkt, worin die Summe zweier Seiten «C 90° ist, und dafs. 
sie in andern Füllen gelten, wird wenigstens nicht bewiesen. Dabei 
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kann nicht unerwähnt bleiben, dafs man bei einige umgewandelten Glei- 
ehungen auch auf auffallende Ungereimtheiten stófst. Selbst in vorzüg- 
lichen Werken findet sich z. B. 
npa = (ciere), 

wenn 4 die Seite und a, 5, c, die Winkel bedeuten. Es sollen daher 
die Werthe für sinz.4, wie auch tang} A und cot! 4, segenaunte un- 
mögliche Größen seiu, welche doeh, wie jedem Mathematiker bekannt 
ist, ree! sind. Es hat den Verf. oft gewundert, dafs sich diese Gleichung. 
in den meisten neuern Büchern so findet, da sich leicht nachweisen láfst, 
dafs bei consequenter Beobachtung der Zeichen und der Annahme, dafs 
2 negative Factoren ein positives Product geben, die Ungereimtheit 
sogleich verschwiudet. Denn wenn a« 90", so ist (ba) 2» 90^, folglich 
cos(ó-]-c) negativ. Nimmt man nun hei der Vertauschang der Werthe 
auch cosz(c--5--c) negativ, so heben sich beide Negationem auf. So 
findet sich auch die Gleichung richtig in Vega's Vorlesungen Bd. 2. $. 579. 
Welche Bewandails es mit der dureh cos 1 (a -]- 5 -- c) ausgedrückten Größe 
hat, zeigt sich in nachstehender Abhandlung ($. 28.), worin die Gleichun- 
gen nach der darin beschriebenen Methode aueh so hervorgehen, dafs 
alle Umwandlungen uunüthig sind. 

Verwickelter und für Anfänger schwieriger sind die gewühnlichen 
Methoden der Herleitung sewohl der Neperschen Analogien, als auch noch 
mehr die der 4 einfachen, höchst merkwürdigen Gleichmngen ($. 29. V. 
bis VIIT.), welche zuerst Delambre (in der 1807 erschieneuen connoiss. 
des tems. 1809, p. 45.) und Gaufs (theeria motus corp coel. ete. 1809. 
p. 51.) ohne Beweise aufgestellt, benutzt und empfohlen haben, Die Be- 
weisarten dieser Gleichungen, so viel dem Verf, bekannt geworden sind, 
lassen sich nach den Mitteln, deren mau sich dazu bedient, in 4 Classen 
bringen. In so fern aber sehon die Fundamentalsleichungen (L,, UL), 
woraus sie abgeleitet werden, an Einseitigkeit der Beweise leiden, so ver- 
grófsert sich solche noch bei denjenigen Entwickelungsarteu der genannten 
Gleichungen, welche sich dazu der Formeln für siu (a-j- 6), sin(a —5) etc. 
nebst daraus abgeleiteter bedienen, deshalb, weil diese in den Büchern 
ebenfalls nur für die Fälle bewiesen sind, wo (24-2) «,90'. Hine an- 
dere von den Cagnolischen Formeln ausgehende vermehrt noch die 
Schwierigkeiten durch weitidufige Zusammensetzung der Gleichungen und 
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Absonderung goniometrischer Ausdrücke; wogegen diejenige, welche sich 
aller 3 Fundamentalgleichungen (1., I1. , IH.) bedient, einen weniger erkün- 
stelten Gang rimmt, und an Kürze und Eleganz die übrigen übertrifft. 
In sofern die Gleichung (K.) sich als allgemeingültig beweisen liefs, so ver- 
suchte der Verf. eine Entwicklungsart jener bios aus letzterer; allein die 
Weitläufigkeit, die durch Zusammensetzung und Trennung, “wie bei den 
andern, auch entstand, die schwierige Wahl bei der Umtauschung der Aus- 
drücke. die widrige Gezwungenheit und Künstelei des ganzen Verfahrens, 
endlich der traurige Umstand, dafs so einfache Wahrheiten auf so be- 
schwerlichen Umwegen bewiesen werden sollten, haben ihn stets 
zurückgehalten , seine Entwiekelungsart bekannt zu machen. 

Wiewohl die srofse Wichtigkeit der Anwendung der Analysis auf 
die Trigonometrie kein Mathematiker verkennen wird, so wird man doch 
auch eingestehen müssen, dafs durch langwierige analytische Operationen 
die wahre Einsicht in die Sachen nicht gefürdert, vielmehr dem Anfünger 
das Studium dieser schönen Wissenschaft erschwert wird; dagegen es in 
jeder Hinsicht vortheilhafter sein mufs, wenn die einfachsten Gleichungen 
auch einfach und anschaulich bewiesen und alle besehwerliehen Umfor- 
mungen mit ihren Künsten entbehrt werden können. 

Da sich alle einfachen Gleichungen der ebenen Trigonometrie nicht 
nur anschaulich beweisen, sondern auch ohne Umswandhmgen aus einan- 
der herleiten lassen (wie nächstens in einer andern Schrift gezeigt wer- 
den wird), so verliefs den Verf. die Hoffnung nicht, diesen Zweck auch 
in der, jener analogen sphärischen zu erreichen. Mittelst der Projec- 
tionen von Kugelausschnitten hat es ihm nicht gelingen wollen, so vieles 
Nachdenken er auch daran gewendet hat. Aber im September 1829 leitete 
ihn Beschültigung mit Sonnenuhren zufällig auf den Gedanken, die Siitze der 
sphärischen Trigonometrie auf der Ebene zu betrachten und zu beweisen. 
Dafs sich dadureh die Gleichungen für Kugeldreiecke, worin 1 Seite oder 
| Winkel == 90° (8.40. 41.) ist, wie auch die Fundamentalgleichungen 
(1., IL) leicht finden liefsen, ist klar. Der Beweis der dritten (TII.) ist ihm 
jedoch nie gelungen. Weil es ihm aber vorzüglich um einfachere Be- 
weisarten jener 4 Gleichungen zu thun war, welche er die Delambre- 
Gaufsischen nennen will, weil sie mit den Namen beider berühmten 
Männer bezeichnet werden, so nahm er zu der $. 1. — 7. angedeuteten Be- 
trachtung seine Zuflucht, welcher der Ptolemiische Lehrsatz zum Grunde 
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liegt, welche dort nur soweit mitgetheilt ist, als es der Zweck erforderte, 
und durch welche es gelang, die Formeln $. 1.— 4. auch für die Fälle za 
beweisen, wenn (p--7) bis 180^ wüchst. Dadurch wurde es leicht, mittelst 
(Fig. 6. und 7.), welche weitere zum Zwecke eingerichtete Ausbiidungen 
der (Fig. 1.) sind, jene 4 Gleichungen für alle Arten von Kugeldreiecken, 
deren Seiten und Winkel zwischen 0° und 150" betragen, so anschaulich 
und kurz zu erhalten, als je gewünscht werden kana ($. 29. 33.). Aber 
dabei fanden sich auch zugleich eben so kurz und allgemein die 8 andern 
einfachen Gleichungen für alle 6 Stücke eines Kugeldreiecks $. 29.4. bis 
IV. $. 32. IX. — XII. Sehr wichtig dabei ist, dafs sie alle unmittelbar als 
Productengleichungen gefunden werden, und dadurch alle Umwande- 
lungen zum Dienste der Logarithmen, mithin auch die kunstgriffige An- 
wendung eines grolsen Formelapparats ganz entbehrlich machen. 


Diese Behandlungsart der Kugeldreiecke sogleich öffentlich bekannt 
zw machen, hinderte das Bedenken, etwas Uberfliissiges zu thun, im Falle 
ein Mathematiker in irgend einem Werke solche schon aufgestellt hätte. 
Da der Verf. an seinem Orte (wegen Mangels an Schriften über diesen 
Gegenstand) darüber nicht zur Sicherheit gelangen konnte, so wartete er 
nicht nur die Erscheinung des Sten Bandes des Klügelschen moth. Wör- 
terbuchs (bearbeitet von J. A. Grunert, Leipz. 1831) ab, sondern be- 
fragte auch deshalb in Briefen einige ausgezeichnete und sehr gelehrte 
Mathematiker Deutschlands, Da nun in jenem (Art. Sphärische Trigono- 
meirie), worin nichts Brauchbares übergangen zu sein scheint, sich keine 
Spur dieses Verfahrens fand, und letztere die Bekanntschaft damit ver- 
neinten, so glaubte der Verf. etwas nicht Unnützliches zu thun, in den 
foigenden Paragraphen eine kurze Andeutung seiner Methode bekannt 
zu machen. 


1. 

Es sei (Taf. L Fig. 1.) ein grófster Kreis einer Kugel, dessen 
Mittelpunet in Ü, und worin 2 beliebige Bogen 5c == 4, ae == B so ange- 
nommen sind, dafs 447» B; durch den Durchmesser c/ seien aa’ und 44’ 
rechtwinklig gezogen, daher Bogen 2ca — (L4 - B), ba^ — (4 — B), Der 
Kürze wegen sei Winkel ^/c — p, alc — 9, Zieht man die Sehnen «4 
und cf rechtwinklig bei z durcheinander, so ist auch bfc — p, afc=g. 
Weil nun có 2zcai — 90, so ist, wenn man ci — 1 setzt: 

Creile’s Journal d. M. Bd. X. Hf. 2, 18 
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«) bc=sinp, 57 = cosp, 

Q) «cz sing, a1 = cosy, 

y) bi —sinp.cosg, ai sing. cos p, 

5) ab — sin(p 4- 9) — sinp.cosg + sing.cosp. 1. 
2: 

Zieht man ferner a'/f, welche bi in g schneidet, so ist wegen glei- 
cher Bogen A gifAcif, mithin gi zai, und Abga’ ec Aagf, folgl. 
bgalb-—sn(p—9$) Weilnun bg=bi— gi=bi—ai, soist 

sin(p—g) ==sinp,cosg —sing.cosp, Il. 
3, 
Da Achirvdaeh, so ist fl= be’, folglich af= bl; daher 
a) af -—cosp, bf — cosg, 
D) if=cosp.cosg, 
y) €i — sinp.sing, daher 
3) cf — cos(p— 7) = cosp.cos9 + sinp.sing. HI. 
4. 

Zieht man endlich den Durchmesser dd, wie auch df und am 
parallel mit df, so sind die Winkel ad — fd —am f == 90" und Win- 
kel óda = (p+), daher ad —fs = cos(p+9) Weil nun Winkel fs m 
—asi- 90 -p, folglich es = p=cai, so ist AasiAaci, mithin 
is=ci ($.3.Y.). Wenn nun 

a) (p+97)<90', so füllt s zwischen i und f, und ist 5f — ;f— is, oder 

cos(p -]- 9) = cosp.cosg— sin p. sing, IV. a. 

B) Aber wenn (p4-7)2» 90", so fällt n in die Verlängerung von f, 
und s in die von cf aufserhalb des Kreises (Vergl. Fig. 7.) und es 
ist fsomis—if=mci—if, d.i. 

cos (p + 9) — sinp.sing — cosp.cosg. IV. 5. 
3: 

Denkt man sich nun die Sehnen ab und cf durch den ganzen 
Kreis fortbewegt, so dals sie sich allemal rechtwinklig durchsehnei- 
den, so kann (»-+9) jeden Werth zwischen 0° und 180" annehmen, und 
die Linien und ihre Absohnitte behalten allemal ihre goniometrischen 
Werthe. Es sind daber die Gleichungen $. 1. — 4. dadurch für alle Fülle 
bewiesen, wo (p +5) bis 180" wächst. Die Gültigkeit derselben, auch 
wenn (p--9) 22 180" wird, nachzuweisen, ist zum gegenwärtigen Zwecke 
nicht nôthig. Bei specieller Betrachtung ersieht man, dafs wenn (p +9) 
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zunimmt, (p—9) gleich bleiben kann und umgekehrt, oder beide Werthe 
veriindert werden. 
6. 
Setzt man nun statt p und 9 die ihnen gleichen halben Werthe 


der Bogen, so haben die $. 1. u. s. w. betrachteten Lioien, wenn man 
den Halbmesser 60 — 1 annimmt, folgende goniometrische Werthe : 

1) a5 = 2sini (4 4- 2), 

2) bg = sin} (44 — B), 


HALO DOS i4 B, 
4) fs = 2cosi(4-- B), 
9) bi = sin} Acost B, 
6) a; = Asin} Boos! ; 
7) fi = 2cosi. cosiB, 


8) ci = 2sin1 4 sin 1 B. 
Daraus lassen sich «lie goniometrischen Verhältnisse, in welchen diese Li- 
nien zu einander stehen, leicht herleiten. 


Te 
Von den übrigen Ergebnissen dieser sehr fruchtbaren Betrachtung 


sind folgende zum gegenwärtigen Zwecke noch erforderlich. 
a) c — 6f Fac —bP-EfPJ-aP-McS, weil bf-al. (Vergl. Klü- 
geis Math. W. B. Thl. 3. Art, Kreis No. 49. ) 
Q) Nach §. 6. No. 5 ‚ist bi. ai — f.ci = sin-4.sin B, Daraus er- 
giebt sich, weil 
ab = b)-d-2bi.ai4d-aP? und 
cf = iff +2if.citer, 
y) a" HP = betiftartert yid. Mur run 
— cl! +4.61. 0%, d.i, wenn c/ = 2, 
sin’; (A+B)+ cos* 1 (L4 — B) 2x i+sin4.sinB. Auf gleiche Weise ist- 
bgt + fe=cP—Abi.ai, oder 
sin’ 3 (4 — B) + cos* 2 4 4- B) = 1 — sin 4, sin D. 
8. 

Ferner sei (Fig. 2.) «bc ein ungleichseitises ebenes Dreieck, worin 
bc= À, ac=B, ab==C und a, b, c die Winkel desselben. Mit B <A 
sei der Halbkreis fad beschrieben, daher 6f == (4+B), bd =(4—B), und 
C. schneidet entweder den Halbkreis noch einmal in €, oder berührt ihn 
blofs, wenn «== 909, Zieht man ce, so ist Winkel ecó =u = (a— 5), 
wogegen Winkel acf — (a--5) ist. Denkt man 4 und B der Gröfse 

i8 * 
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nach unverändert, aber a, als Greuzpunct von B und €, durch den Halb- 
kreis deaf stetig sich bewegend, so erkennt man folgende Veriinderung 
der Winkel und der Seite C. Indem der Winkel ¢ von 0° bis 180° wächst, 
nimmt der Winkel a von 180° bis 0° ab, 5 aber wächst von 0” bis er sein 
Maximun erreicht hat, wenn e == 90" ist, und nimmt von da wieder bis 
0° ab; zugleich wird (&-]-5) um so viel verkleinert, als c wächst, nimmt 
mithin von 180° bis 0° ab, wogegen die Abnahme von (c— 2) von 150" 
bis 0° immer geringer wird. Die Seite € aber wächst von (4— B^ bis 
(A+ B). Auf ganz dieselbe Weise geschieht in einem Kugeldreiecke, 
worin 2 Seiten (4-+ Bj «190? sind, die Zu- und Abnahme sowohl der 
spbärischen Winkel, als auch der dritten Seite C ($. 13.). 
9. 

Zieht man ad und af, so ist Winkel adc = m = £(a--5) = 
90— 1c, dab 2 n -i(a— b), baf -— a 4- Le mm 90" 4- n — 90" 4- 1 (ap) 
= 186% —(b+-f) = 180°—(b +20), folglich £(a— 0) = 90'— (2 -- 1 c). 
Daher sind af = sin(a + 1c) z- cosi (a — b) —sin(5 -]- 2 c), und sin} (a— 5) - 
== cos(+ 1c). Vergleicht man die Linien nach dem allgemein gültigen 
Hauptsatze der ebenen Trigonometrie, und substituirt diese Werthe, so ist 

1) 5f.sinaf bó zzab.sinócf, d.i. 
(A+B), sine? | a ae d 
loos} (a + 8) cos 4 (a — 5) 
2) bd.sinadb = eb.sinz, d. 1. 
(AR jsin 3 (@ d — D! (sin 5 (a — 5 1 
lcosiec icos (5 + 1 6) 
Setzt man diese unter 2 Nummern gefaiste Gleichungen auseinander, so 
erhält man, weil auch sin(a-]-1c) = sin(b+3c) und cos(6-+-3c) = 
cos(a+ £c), 12, und durch Vertauschung der Buchstaben, 36 Gleichungen, 
woraus sich durch blofse Anwendung der Reohnungsoperationen alle übri- 
gen Gleichungen der ebenen Trigonometrie herleiten lasse. 
10. 

In dem A abe (Fig. 3.) sei B>>A, mit ac=B der Kreis um c 
beschrieben, und 5c und ah bis dabin, in d und p, verlängert, daher 
bf==(B+4), bd=(B—A). Bezeichnet man die iiufsereu Winkel bak 
mit a, abd mit 6, die innern mit x und v, folglich u==180°—4, v= 
189 — a, so ist Winkel acf = u-+v == 360? — (a-4- b), daher (a 4 2) 
== Bogen cdpf und ach = (a-F5)—180', folglich 77 = $ (v v) = 


3 
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180? — z(«--b)z 90"— ic. Ferner ist n 2 u— m— }(u—v) =] (a—d), 
mithin Winkel dcp —(a— b. 

Denkt man a, als Grenzpunct von B und €, durch den Halbkreis. 
daf gieichlörmig fortrückend, so erleiden die Winkel nebst € folgende 
Veränderungen. Indem Winkel c von 0° bis 180? wächst, wächst auch 
6 von 0° bis 180", aber a nimmt von 180" ab, bis == 90° wird, und 
dann wieder zu bis 180°. Daher wächst (a4- 5) von 180" bis 360° eben- 
soviel, als c, wogegen die Abnahme des Winkels dep — (a-—5) immer 
geringer wird. C wächst von {B— 4) bis (B+ 4), Auf ebendieselbe 
Weise verhiilt sich die Zu- und Abnahme der Winkel und Seite in einem 
Kugeldreiecke, worin 2 Seiten (4+ B)>> 180° sind ($. 15.). 

11. 

Es ist ferner der Winkel bef = (v-|-Ic)- 1800’ (2 —4c) = 
90? — n = YO” — i(a— Lb) (§. 10.) = b-—2c; folgl n= 90 —(b— er); 
daher sinbaf = sin(a— ic) cosi(a— à) = sin(6-— 3c) und sinz = 
sin 5 (a—b)== cos(6—4e). Man erhält daher durch Vergleichung der 
Linien, wie $. 9.: 

1) bf.sinef& 2 ab.sinbaf, d. i. 
, [sinze Wi sin (@-— 4c) 
quaes oap) f" C i ^ 
2) bd.sinm—ab.sinn, di — 
(B— 4.83 | - cn caua Vergl. $. 9. 
lcos ic cos (6 —21 c) 
i 

Es sei nun (Fig. 4.) abe ein Kugeldreicck, dessen Seiten 5c == 4, 
co — B, ab — C, und dessen Winkel e, 4, c heifsen mögen, worin zu 
vörderst (.4 -H H) «180^, gleichgültig ob A> oder «790" ist, und € jede 
mögliche Größe haben kann; aber es sei 47» B, Denkt man sich nun 
eine Seite, z. B. 4, der Lage nach unverändert, die andere I? aber über 
die Oberfläche der Kugel sich fortbewegend, so beschreibt der Greuz- 
punct der letztern a den Halbkreis aa", während der Winkel c von 0° 
bis 180° wächst, und die Seite C von ba’ zz (4 — B) bis ba’ — (4-4- B) 
zunimmt. Dabei trifft der Bogen B den Halbkreis 2/20 allemal unter 
90°, und der Winkel c.ist dem Winkel an der Achse a’ea gleich. Der 
Halbkreis bah aber, wovon C ein Theil ist, wird vou jenem a'/ac^ ente 
weder zweimai durchschnitten, oder nur in einem Puncie berührt. Letz- 
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teres findet Statt, wenn der Winkel a = 90? ist. Denn man denke sich 
an den Punct a 3 Tangenten für die Bogen ac, a’a und ba, so bilden 
die 2 erstern allemal eiuen rechten Winkel, wogegen die dritte in jedem 
Durehschnittspuncte der Bogen eine andere Richtung, abwärts oder auf- 
würts, hat. Im Berührungspunete aber fallen die Tangenten der Bogen 
ab und ar’ in eine Linie zusammen, welche mit der Tang. ac einen 
rechten Winkel bilden. Da nun die Tangenten in den Verlüngerungen 
der Ebenen ihrer Bogen liegen, so stofsen auch die Ebenen abo und 
eco unter 90" aneinander, mithin ist auch Winkel «= 90". Eine be- 
sondere Zeichnung macht dieses deutlicher. | 
13. | 

Bei Betrachtung der Veränderung der Winkel, (wozu man sich 
einer Kugel von Elfenbein oder Holz, worauf man die gezogenen Bogen 
wieder löschen kann, am zweckmälsigsten bedient), erkennt man, dafs 
wenn c von 0° bis 150" wächst, der Winkel b zunimmt, bis er sein Maxi- 
mum erreicht hat, wo @ = 90" ist, und dann bis 0" abnimmt, wogegen 
a von 180° bis 0° vermindert wird. Sowohl (a+b), als auch (a —b) 
nehmen ab von 180" bis O', auf ühnliche Weise, wie bei dem ebenen 
Dreiecke 6. 8., wogegen (a+b+c) über 180° wächst bis .¢ = 90, und dann 
wieder abnimmt. die Seite C wächst aber von (.4— 73) bis (4 4- D). 

14. 

Wenn (.4 4- 5) = 180°, wo bekanntlich allemal (a -]- 6) = 180° ist, 
so wächst C ebenfalls von (.4 — B) bis (.4-- B), während c von 0° bis 
180° zunimmt. Zugleich nimmt a von 180" bis 90° ab, dagegen b von 
0° bis 90° zu, so dafs à und 5 einander zu 180" ergünzen. Es wächst 
daher (¢-+b-+e) von 180" bis 360", und (a — £) nimmt ab von 180" bis 0°. 

Im 

In dem A abc (Fig. 5.) sei bez 4, ac B, abz- €, (4-+B) 
75180", Denkt man sich 4 über die Oberfläche der Kugel fortbewegt 
und B ruhend, so läuft 5 als Grenzpunct von.4 durch den Halbkreis 
b' bb’, während der Winkel € von 0° bis 180° wächst, Zugleich wächst 
b von 0” bis 150", Der Winkel a aber nimmt ab, bis sein Nebenwinkel 
bab" sein Maximum, mithin @ sein Minimum erreicht hat, und Winkel 
b = 90" ist ($. 12.), und von da wieder zu bis 180°. Daher wächst (a +) 
yon 180" bis 360", («— b) nimmt ab von 180’ bis 0°, und (a-J- 5 4- c) 
wächst von 180° bis 540°, auf ähnliche Weise, wie bei dem ebenen Dreiecke 
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4.10. Die Seite C aber wächst von (4—B) bis 360°—(4-++ B). Aus 
diesen von $. 13. bis 15. betrachteten 3 Hauptfillen ergiebt sich zugleich, 
dafs in jedem Kugeldreiecke sini C7» sini ((L4— B) und < sini (44-B), 
desgleichen cos} C «^ eosi(.4 — B) und 7 cos 1 (A4 + B) sein mus. 
16. 
In (Fig. 4.), wo (-4---B) < 180? (8. 12.), sind nun die Sehnen 5a" 
2sinz(A+B) und cf=2cost}(4—B) (§.6.) durch einander bei 7 
FRET gezogen. Mit o^;— 2sin4 B cos2.A (6. 6.) denke man sich 
um den p ! den Halbkreis & £d o^ beschrieben, dessen Ebene jede be- 
liebige Lage haben kann. Während nun Winkel c von 0° bis 180° wächst, 
und @ als Grenzpunct von B sich in dem Halbkreise a’ a a‘ ‘ gleichfórmig 
fortbewegt, denke man auch d, als Grenzpunet von di, in dem Halbkreise 
gkda gleichfórmig fortrückend, so, dafs Winkel bid — o/ca— c sei. Da 
nun, wenn c — 0", die Seite C= (44 — B) — ba’ ist ($. 13.), und bg = 
ba’ ($. 2.), so "e sich, bei gleichfórmiger Zunahme des Winkels c, 
die Puncte 2 uud d von b gleichweit, und es ist allemal bd = ab — 
2siniC ($. 17.). 
17. 

Um diese Wahrheit, dafs, wenn (Fig. 4.) Winkel b/d = a'ea — c, 
bd — ob — 2 sin$C ist, so strenge zu beweisen, als immer gefordert 
werden kann, so sei, 

a) auf die Verlängerung von o'e die Linie bn rechtwiuklig, wodurch 
en=be'=sind, indem e'e— ae — sin B. Zieht man en, so ist die 
Ebene des A gen gegen die Ebene des A «bn senkrecht, daher der Win- 
kel anb — 90^, folglich ab^ — on?-+-bn?. Nun ist nach der ebenen Tri- 
gonometrie, wenn Winkel gen = ¢< 90": 

Gm = en'-d-aee-2en.ae.cosc 
= en'--Fae—2en.ae(1—2sin!ic) 
em d-ac-——2en.ae--4en.aesin* £c 
(en —aey 4- &en.ae.sin*ic 
a'n d-4.en.ae.sin'ic. 
Es ist aber auch b^ = a'/^ — o^», Addirt man Dieses zu Jenem, so er- 
hält man en’ --bn’—= o/b --Aen.acsinZc, oder 
ab? = 4 sin* 3 (.4— B) + 4sin 4.sinB.sin’z c, 

8) In dem Abdi aber, wenn ebenfalls Winkel bid = c« 90? ($. 16.), 

ist aus gleichem Grunde: 


WU 
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bd’ b2-+-dP—2,6:.dicose 
bP-pdP-—2bi.di-FAbi.di.sia fc 
(bi— diY+4bi.disin ic 
= bg'-d4bi.disimc, 

Da nun bg--6b-2sini(4— B) und bi.di==sinA sinB ($.6.), so 
ist auch ba? = Asin’} (.41— B) -- 4sin A sin Zsin' $c, mithin auch bd z ab 
= ans, Ist aber c7 907, so ist in | 

a) an == en’ +ae +7en.ue,cosc, 

B) bd =z bF dP425i.di.cosc, 
dagegen in beiden Gleichungen cosc-— 2sin'ic-— 1 (welche Formel man 
erhält, wenn man ($ 4.8.) p z- $e, 4 = $c und cos 5c — 1— sin’ ic setzt). 
Substituirt man diesen Werth, so erhält man für bd* und al’ ebendiesel- 
ben gleichen Ausdrücke, daher in allen Puncten dd = ab zz sin C. 

18, 

In (Fig. 6.) sind die drei Seiten des $. 16. etc. beteachtcten Kugel- 
dreiecks in einem grüfsten Kreise aneinander gelegt, 4==be, B — ac, 
Cz bd ; die Sehnen ab und cf durchkreuzen sich ebenfalls rechtwink- 
lig bei 2, und haben, so wie ihre Abschnitte, die $. 6. angegebenen Werthe. 
In der Ebene desselben grifsten Kreises sei nun 

u) der Halbkreis gida mif ai beschrieben (§. 16.). Macht man den 
Winkel bid == dem sphärischen Winkel c, und zieht bd, welches nach $. 17. 
== sini € ist, so schneidet 54 diesen Halhkreis entweder noch einmal in 
k, oder berührt ihn blos (j. 8.). Der Kürze wegen sei Winkel bd i zu, 
Winkel dbi == v, Winkel Lik=a, so ist u+v = dia = 150'—c, 
und x ==u—v ($.9.). Wenn nun Winkel c von 0" bis 180° wiichst, so 
nimmt x von 180° bis 0’ ab, mithin wie die Differenz oder die Summe 
der 2 übrigen sphürischen Winkel (a —b) eder (a+5) ($.13.), und ver- 
hilt sich nicht wie 180'—(a--b Da aber, wenn bd den Haibkreis 
blos berührt, x = Winkel .c < 90° sein muß, und (a +b+e) > 180", 
so kann x nicht (c - b) sein; dafs aber x = (a— 65) ist, wird $. 20. 
bewiesen. 

Q) Beschreibt man auch mit c; den Halbkreis ces, macht den Win- 
kel die== 00° und zieht ef, so ist Winkel cie — bid = dem sphärischen 
Winkel c, Winkel eif = 180"— c, und ef schneidet den Halbkreis entweder 
noch einmal in p, oder berührt ihn bles ($. 8.) Der Kürze wegen sei 
Winkel /ef — w, efi zx, fip=y, 80 ist y= w—z (% 9.), und w+z 


ME 
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= Winkel c'e = dem sphärischen Winkel c, Wenn nun c von 0° bis 180? 
wächst, so wächst auch y von 0° bis 180°, Es könnte daher y == 180"— (a+b) 
sein ($. 13.). Allein wenn ef den Halbkreis berührt, se ist y == 180°—c 
«C90* (§. 8.) mithin c >90", indem << 90", folglich auch (2 — 5)«— 90? ist. 
Es kann daher y nicht == 180'— (a — b) sein; dafs aber y == 180— (a -- b) 
ist, wird sich $, 20. ergeben. 

19. 

Wenn im A did (Fig. 6.) der Winkel 5;d — c > 90°, und im A eif 
der Winkel eif= 180'—c (§. 18.) « 90°, so ist nach der ebenen Tri- 
gonometrie: 

bad =: bP + di Lbi.di cosc, und 

ef = if*-d-ePb—fi.ei cosc. 
Da nun bi.di — fi.ei ($8.7. B.), so ist Br te mb --d£-ELif ter 
== 4, wenn der Halbmesser der Kugel — 50 — 1 gesetzt wird (§. 7. «.), 
daher ef*== 4— 5 d* zz 4—4 sin ZC (8. 17.) — 4/i—sin® $C) = 4 cos? 1 C, 
folglich ef = 2c082 C. Ebendasselbe ergiebt sich, wenn man Winkel 2 7d 
—c« 90" annimmt. Wird c= 0°, so wird ef — cf, d, i, 2cos1C — 
2cos $(.1— B); wird c = 180°, so wird ef = fs, d. i. 2cos LC = 
2 cos $ (4 -+ FP) (vergl. $. 15. ), und kann kein Kugeldreieck stattfinden. 

Übrigens , da Abid=bi.di.smèid, Acif=ei.if sineif und 
eif=180’—bid, so sind die Flächen dieser Dreiecke allemal einander 
gleich ($. 7. Q.). 

20, 

Um den Beweis, dafs in (Fig. 6.) x = (@--b) und y == 180°— (a +4) 
ist ($. 18.), auf einmal gehen zu kónneu, ohne mehr Figuren zu bedür- 
fen, scheint folgende Bemerkung nüthig. 

Wenn man die 3 Seiten eines. Kugeidreiecks 4, C, B in dieser 
Ordnung in einen grölsten Kreis der Kugel einträgt, wie in (Fig. 8.), 
durch die Halbmesser ao und Zo die Linien dim und c£ bei e und g 
rechtwinklig zieht, so schneiden sie sich in einem Puncte A und ist 
eg—=sind, de — sin B und Winkel 44d — C, Zieht man ^f rechtwink- 
lig gegen ern, macht Am — ^g und fe - de — siu B, so ist bekanntlich 
fin cg —sin4d, Winkel feh = sphür. Winke! a, desgleichen f7n 4 5, 
mithin 7)fe-—180'—(e--). Diese Construction eines solchen Winkel. 
dreiecks hat auch keine Schwierigkeit, wenn 1 Winkel stumpf oder 
1 Seite > 90°. ist. 
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Nun stelle aber das A abc in (Fig. 2.) dasjenige Winkeldreieck vor, 
welches dem bisher ($. 16. ete.) betrachteten Kugeldreiecke zugehürt, und 
welches nach der Betrachtung $. 8. allemal pafst, indem nach $. 13. 
(a+ b)<<180° ist, wenn (4 -+- B)«7180*. Darin sei bc sind, ac= 
cd — sinB, folglich bd = sin 4 — sin B = 2sinZ (4 — B) cos 1 (4 4- B5, 
und Winkel « und 5 den gleichbezeichneten sphürischen Winkeln gleich; 
daher geb = 180° — (a+b), m=4(a+b, n=3;(a—b) (9). 

Nun ist | 
bc.sinach __ bd.sinm 
sind Sit 7t 

sin 4d. sin b sin .4 — sin B). sin 3 (a 
"P. ED RAR, oder 
sin € . co . cos 3 (a pb) pu sin sin 3 ( 4- (4— B).cos$ peat er folglich 


^ — sinc “ging (a — b) 





a b = , oder 





i ni(a—b) cos À (a+b) = sing (4 — — B).cos 3 cos 4 C4 -]- B).sinc sinc 
ered a : sin idee 


In (Fig. 6.) ziehe man gd und es, so ist Winkel ddg = ix, bed = 
90 +ic, fes iy, esf=180— Zc. Nun ist 





ba ‚indgd__2sin}(A—B).cos}o 

siubdg — sin} x 2 

fs. sinesf __ 2 cosa (-.4 - B) .singc 

ef =f XCOGG HAE, 
sinsef sin 3 y 


Multiplicirt man beide Gleiebungen, so ist 
bd. ef = 2 sin $C. 200830 (§. 19.) = 2sin C = 
folglich 


2sin 1 (.4— B). cos $ 4 H- B) sinc 


sing x.sinjy 9 


sinix.siagy = — — — 7 ——— 


Da aber oben derselbe Ausdruck gefunden wurde, so ist sin ;x.sin; y = 
sin i (a — b). cos 4 (a + b) = sin $ (a — b). sin (90? — (a +). Da sich nun 
x wie (a—b) und y wie 180" —(a-]- b) verhält ($. 18.), nicht aber x wie 
180°—(a+8), so muß in allen Puncten x—(«—b), folglich y = 
180°— (a +5) sein. Es ist daher auch w— z — 180°— (a+ b) und (4 —v) 
— (a—b) ($.18.). Da endlich a>>u, b>>v sein mufs, so sei a =u +0, 
b—u—+d. Subtrahirt man beides, so ist a —b=u—v-+ à— 0^, mithin 
$=%, d.h. übertrifft & um eben so viel, als 6, v. Die Beweise, dafs 
x —=(a—b), y = 180°—(a+4), lassen sich übrigens schóner führen mit- 
telst 2 Constructionen. 
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21. 

Dem gemäfs haben die in den Ebenen de und cef liegenden Win- 
kel gegen die sphärischen c, 4, c folgende Werthe. Wenn nemlich: 

1) bid =e, folglich bod — £c, so ist 

2) aid = 180?— ec, folglich dg; z- 90 — 2 c, 

3) adg = 90°, 

4) bik — x -—(a— b) folglich bd g — X («— ») (§. 20.). 

9) ed b = 90" --i(a—b), 

6) bgd — 90? -- 1e, 

7) bdi eu — 90 — (b -- e— a), 

8) dbg=v= 90°"—4(a+e—b), 

9) cie — c, folglich cse — £c ($. 18, £.), 
10) eif = 180’—c, folglich ec/ — 90° — 2 c, 
ibus == 90. 
12) fip =y = 180°—(a+d), folglich sef = 90! — 3(a +5), 
13) cef = 180°— à (a + à), 
14) esf. 2180" — 2c, 
15) jef = w= 90°—i(a+5—0), 
16) ‘fe =z=—Flatb+c)—90". 

22: 
Addirt man von den 4 Winkeln u, v, w, 2, je zwei, so findet man 
Bu-d4z— 2)v-cbMzb Iwt+se se, 

4) v 4-10 180"—a, 5) u Law 180 —Db, 6) u + o-180' — c. 
Daraus folgt u-- v-]i:0--z--180', was auch aus der Betrachtung der 
(Fig. 6.) sich ergiebt. Da auch u--v — a--5—20 ($.20.) = 180? — e, 
so ist 20 —(a--5--c)— 180^, folglich à — i(a--b--c)— 90^ =z. Es 
ist deher um = Winkel a grifser, als u, 4 grifser als v. 

Aus dem bisher Vorgetragenen lassen sich leicht Methoden ableiten, 
aus 3 bekannten Stücken eines Kugeldreiecks, worin (4+ 2) «1909, die 
übrigen durch Construction zu finden, welche wir hier der Kürze we- 
gen übergehen. 


92 
ATP 


Wenn (4+ B) = 180?, mithin (Fig. 6.) «à durch den Mittelpunct 

o geht, so ist c — f; daher fallen die Puncte s und f zusammen und 

Js 2cos $ (4 -]- B) ($. 6.) verschwindet. Es wird z —:2-— jc, daher 

(nach $.21. No. 16. oder 15.) i(c--5) = 90?, folglich (a+) = 180°, 
19 * 
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and 1(2—-5j2 1(a + b) — bo 90? — 5; nach §, 21. No, 7. 8., uz(a— 2°), 


public mithinszu-die-Winkelide, und b= vu -+ ge ez Winkel 
dba-+bad (vergl. $. 9. uud Il.) 
24. 

in (Fig. T.) sel ccbf ein grüfster Kreis einer Kugel, be — A und 
ccc B zwei Seiten eines sphärischen Dreiecks, so, dafs (4-+B)> 180°; 
ab und cf durchschneiden sich bei 7 ebenfalls rechtwinklig. Die Hülfskreise 
sind mit bi und ci beschrieben, und ab und cf bis dahin in g und s ver- 
lüngert, daher eg == 2 sing (4—8B) ($. 6.), fs==2cos4(4--B). Die übri- 
gen Bestandtheile der Linien bg uud es haben die gleichbezeichneten 
Werthe $. 6. Legt man nun an / den sphärischen Winkel c == aid, macht 
eid == 90°, und zieht da verlängert bis £ und dg, desgleichen ef, verlän- 
gert bis p und es, endlich auch 74 und ip, so ist 

1) ad=2sintC, 3y kigcix-(a—b), 
2) ef=2coll, 4) sip my = (a+5)—180°. 
25. 

Die Beweise dieser 4 Werthe kónnen auf ebendieselbe Weise ge- 
führt werden, wie in den $$. 17. 19. 20. bereits geschehen ist. Es wer- 
den daher einige Ándeutungen hinreichend sein. 

1) Wenn man (Fig. 5.) eb verlängert und a7? senkrecht darauf, 
wie auch br zieht, so findet sich in dem recbtwinkligen À abm, ab^ = 
& gin? 1 C — 4 sin? 1 (L4 — B)-|- 4 sin B sin 4 sin' $ c. Ebendenselben Werth er- 
hält man auf ebeudieselbe Weise (§. 17.) ii 24* (Fig. 7.), woraus ed = 
2 sin i C folgt. 

2) Dafs ef—2 cosiC, ergiebt sich eben so, wie $. 19. 

3) Betrachtet man das A abc (Fig. 3.) als das dem gegenwärti- 
gen Falle entsprechende Winkeldreieck, worin ac = sin B, bc — sin 4 und 
a und 5 als die gleichbezeichneten sphärischen Winkel angenommen wer- 
den, mithin a cb == (a-1- b) — 190^ ist, mit Rücksicht auf die Betrachtung | 
6.10. und $. 15., und verführt wie $.20., so findet man für x und ¥ 
(Fig. 7.) die $. 24. No. 3. 4. angegebenen Werthe. 

26. 

Es haben daher die in den Ebenen bagk und cóspi liegenden 
Winkel folgende Werthe. Wenn nämlich 2, b, e die sphürischen Win- 
kel sind, und 

i) dig — c, folglich db g — $c, so ist 
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2) bid == 180" — c, folglich bg d = 909 — e, 
3) bag zz 90 

4) big-r-(a—b), folglich ad g = $ (a — à), 
5) adbzz909-—i(a—b, 

6) dai z2u-590"—£à(5-Lec-——2), 

7) adi — v= 90’ —F (a--c-— 5), 

8) ady=a==W'4+5(a-+c—d), 

9) dag = B= MW -- 1(5 -- e— a), 

10) cie =c, folglich cse — £c, 
11) eis = 150^— c, folglich ecs = 99 — 
12) ces 90", 
13) pis —y — (a+ 6)— 180°, folgl. fes 4 (a+ à) — 90%, 
14) cef — 180? — 1 (a + D), 
15) ief =w=90°—3 (e+ 46—c), 
16) efi =z=%(a +b +e)— MM. 


25 
Wie §. 22. findet sich auch hier 
1) ut+z=., 2) v+z= 4, 3) w 4-2 z c, 


4) v-Lz-180'— o, 5) utw —i80 — b, 6) u--vzz180— e, 
mithin auch u-l-v4-24-z-—180*. Übrigens ist auch &—:0—a, B—ı0==.h. 

Die Verfahrungsarten, aus 3 bekannten Stücken eines Kugeldrei- 
ecks, worin (4+ B) 150* ist, die übrigen durch Construction zu fin 
den, kónnen hier auch übergangen werden, da sie sich aus dem Bisheri- 
gen leicht ableiten lassen. 

26. 

Nach $. 21. 22. und 26. findet sich in allen Fällen, es mag (4-- /7)«— 
oder — oder 7 i80" sein, der Winkel = == 3(a-4-ó4-cj — 90". In (Fig. 6.) 
sieht man, dafs in den, $. 21. und 22. betrachteten Fällen, wo 7 (a-i-6-1-«) 
zwischen GO und 180° Fällt, nur bis 90°, und wenn (4-B) — 1*0" isi, 
nur bis 180? wachsen kann (Fig. 7.). Da also in allen Füllen =< 160" ist, 
so ist sinz allemal positiv. Nun ist zwar sin z—sin (2(a --6--c)—90) 
der Grifse, so wie dem Zaliwerthe nach, — cos z(e-]- ó -- c), wird aber 
nicht negativ, weil eine positive Grölse dadurch nicht negativ werden 
kann, dafs sie blos einen andern Namen bekommt. Gleiche Bewandnifs 
hat es mit der Function sin ( (a 4 5) — 90") = cos (a--2), wo £(a--5) 
790? ist, Denn die Zeichen des Gegensatzes künnen auf die trigonome- 
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{rischen Funetionen nur in so fern Anwendung finden, als sie eine entge- 
gengesetzte Lage gegen einander haben, | 
29. ch 
Vergleicht man nun die goniometrischen Werthe der in (Fig. 6. und 
7.) betrachteten Linien (§. 6.) mit den Functionen ihrer entgegenliegenden 
Winkel ($. 21. und 26.) nach dem einfachsten , aber allgemeingültigen 
Satze der ebenen Trigonometrie, und zwar zuvörderst in ( Fig. 6.), wo 
(A+B) < 180° ist, so erhält man folgende Vill Hauptgleichungen, wofür 
der Halbmesser = 1 angenommen ist: | 
1. bi.sindid = bd.sinu, di. 
2sini.cosiDB.sinc = 2sin} C.sin (90° —1(b-+-c—a)) oder 
sin} 4.cosi B.sine == sin} C.cosi(b-bFc—a). I 
2. di.smbid = bd.sinv, d. i. 
2cos i4 .siniB.sinc = 2sinj C.sin(90' — $ (a + c — b)) oder 
cos. ! A.sin£B.sinc = sini C.cosá(a-F c—b). If. 
3. if.sinfie ef.sinz, d. i. ; 
2 cos £4 .cos 1B sin (180 —c) 2 6084 C.sin (90? — (a + b—c)) oder 
cost A.cos$ D.sinc cosi C.cos£(a+b—c). UL 
4. ei.sineif = ef.sinz, d. i. : 
2 sin 14.sinzDB .sin(180 — c) 2084 C.sin(Z (a+ b -]- c) — 90°) oder 
gin 1 .4,sin i D.sinc cos] C.sini(a+b+c) IV. 
bd.sinadb oder 
2siniC4-bP)sinic =: 2sin$ C.sin(90-T 3 (e —b)) oder 
sin (4 --B)sinkc = siniC.eosi(a—5) V. 
6. be.sindgb = bd.sinbdg, d. i. 
2sin 1 (44 — B)sin (90° — $ c) 2sini C.sini(a-— b) oder 
sini(.4— B) cos ic = sini C.sini(s —b). VI. 
ef .sinfec, d. i. 
2 cos C .sin(180°— i (a -- 5)) oder 
cos. Csini(a+6). VII. 
8. fs sinesf ef.sinfes, d. 1. "T 
2 cos ( 4-L- B)sin (180 — $c) 2 cosi C.sin(90) —Z(a-]-5)) oder : 
cosi (4 -- DB)sinic = cos; C.cosi(a--b) VIH. 
Die Gleichungen I. bis IV. scheinen bisher unbekannt gewesen zu 
sein, wenigstens hat der Verf. sie noch in keinem Buche gefunden. Dafs sie, 
sich durch geschickte Umformung der gewöhnlichen Fundamentalgleichung 


MM 


5. ab.sinbad 


HT 


7. cf.sinfee 
? cos £ (4— B) sin (90 — 3 c) 
cos £ (.4 — B5 cos ec 


Kaui dg 


9. Schmeifser, über die Theorie der Kugeldreiecke. 147 


herleiten lassen mögen, bezweifelt er nicht, hat aber aus Abneigung ge- 
gen langweilige analytische Operationen, wenn sie zu nichts Nützlichem 
führen, den Versuch nie gemacht. Die Gleichungen V. bis VIIT. sind die 
bekannten Delambre-Gaufsischen. 

30. 

Verführt man eben so mit den gleichbezeichneten Linien iu ( Eig. 7.) 
und substituirt die Werthe derselben aus $. 6. so wie die der Winkel aus 
$.26., so erhält man auch für die Kugeldreiecke, worin (44 + B)~> 180" 
ist ($. 24.), ebendieselben VIII Gleichungen ($.29.), welche hier zu wie- 
derholen überflüssig sein würde. Da nun in beiden Figuren (6. und 7.) die 
dritte Seite C<< oder 7 90" sein kann, so ist dadurch die Gültigkeit 
dieser VIII Gleichungen für alle Kugeldreiecke bewiesen, 
deren Seiten und Winkel zwischen 0° und 180° betragen. Die 
Betrachtung aber auf Fälle zu erstrecken, wo Elemente der Dreiecke 180° 
übersteigen, ist aus bekannten Gründen unnöthig. 

31. 

Wenn man aber in dem $. 24. betrachteten Kugeldreiecke die Sei- 
ten mit 4’, 5’, C', und die Winkel desselben mit o', b’, c', dagegen die- 
selben Elemente des ihm zugehörigen Supplementar- oder Polardreiecks 
mit 4, B, C, a, b, c, bezeichnet, so ist in (Fig. 7.), wenn bc= 4, ac== B' 
ist, bf — b, af 2a, weil bf+ac=af+be= 180, der Winkel eif — 
180" — c* ($. 26. 11.) — C und ef—2 sin £ c, folglich «d — 2 cos 1 c (§. 25. 2.); 
die Linien £2 und cf aber, nebst ihren Abschnitten und Verlüngerungen, 
haben folgende Werthe ($. 6): 

1) ab —2sinz(b--a), 5) bi —2cos£asinib, 

2)ag—2sinz(b—a), 6) ai-2siniacoslb, 

3) ef —2cosi(b—2a), 7) fi 2 2sinlasini?, 

4) fs —2cosi(b4-a), 8) ai = 2cos£acosib. 
32 

Die Werthe der Winkel aber, welche auf ähnliche Art, wie oben, 
bewiesen, oder auch nach dem $. 26. bestimmt werden können, sind fol- 
gende. Wenn nemlich: 

D) fie — C, folglich fce — 1 C, so ist 

2) eic = 180'— C, folglich c se — 90" — 1 C, 

3) ces = 90°, 

4) pis =y= 180? — (4 d- B), folglich fes == 90° — 7 (4 4 B), 
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5) cef em 4 (A+B), 
6) ief =w—= Li(44-H— C), 
7) efs =i(A+B+O), 
8) efi — 2180 —2(4-- B+, 
9) bid = C, folglich bed — $6, 
10) dia = 180^ — €, folglich db g = 90 — 1C, 
11) b dg — 90", 
12) big == x — (R—A), folglich adg = 2 (B — 4), 
13) bda == 90 — £ (B — A), 
14) adi zz v-——i (A + C— B), 
15) dai = um i(B+C—A), 
16) dag zz B= 180’— HB C — 4. 
33e 
Vergleicht man num die Werthe der Linien, wie $. 29., so erhält 
man auch folgende 4 Hauptgleichungen, worin ebenfalls der Halbmesser 
der Kugel = 1 angenommen ist. Es iat nemlicb 
; 1) ei.sineif == ef.sinz, d.i, 
2conio cosíbsinU —-2sinjc sin(180°— 3 (44 -B -- C)), oder 
cos ia cosib sinC = singe sini(4--B--C). I 
2) if.sineif = ef.sinw, d, i. 
2sinlasinibsinC = 28in3c sini (4-LB—C), oder 
siniasinibsinC = sinjcsinj (A+B—C). X. 
3) ai.sinaid == ad.sinv, d. i. 
sin Fa cosi! sin(1809 — C) = 2cosz € sind (4-+-C—B), oder 
siniacosibsin C = eesicsinji(4--C— B) XI. 
4) di.sinaid = ad.sinu, d. i, 
2cos a sini b sin (180’— €) —2«cos$c sin Z(B--C—-.4), oder 
cosiasinibsinC = cosicsini(B-F-C—.4) XII. 
Die Vergleichung der Seiten der Dreiecke cef, efs, abd, adg 
giebt wieder die Gleichungen V. — VII $. 29. Diese Gleichungen IX. 
his XII. erhält man eben so auch aus (Fig. 6.), Sie haben daher eben- 
falls allgemeine Gültigkeit. 
34. 
Die $. 29. und 33. gefundenen 12 Hauptgleichungen für alle 6 Stücke 
eines jeden Kugeldreiecks geben nun, nach Vertauschung der Buchstaben, 
36, welche in ein Verzeichnils zusammenzustellen zweckmälsig ist. Aus 
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ihnen erhält man blos durch Multiplication und Division, mithin ohne ana- 
lytische Umwege, alle Gleichungen für 5 wad 4 Stücke, weiche zur Auf- 
lösung der Kugeldreiecke erfordert werden, so wie sie zur Anweadung 
der Logarithmen unmittelbar brauchbar sind. Durch Division nemlich er- 
geben sich daraus 36 Gleichungen für 5 Stücke, worunter die 12 Ne- 
perschen Analogien. Durch Multiplication der Gleichungen nach I. — IV, 
und IX. — XII. erhält man 12, und daraus wieder durch Division noch- 
mals 12, mithin 24 Gleichungen für 4 Stücke. Aus ebendenselben 8 Glei- 
chungen findet sich nach Vertauschung der Buchstaben bei zweckmälsiger 
Wahl dureh Division die Gleichung sin 4 sind == sin D sina, nebst den 2 
ähnlichen. Daher erhält man im Gauzen für 6, 5 und. 4 Stücke 99 Glei- 
chungen. 
se 
Wenn es in Hinsicht der Gleichungen $. 33. blos darauf aukommt, 

die Formeln für 3 Seiten und einen Winkel zu erhalten und zu bewei- 
sen, so kann es auf kürzere Art so geschehen, dafs man die $. 31. ange- 
wendete Rigenschaft des Supplementardreiecks nicht bedarf. Um hier 
nur das kürzeste Verfahren mitzutheilen, seien die Bogen eines grôfsten 
Kreises (Fig. 8.) ab — C, ad — B, dl= A, Zieht man bp durch ao, 
ig durch do rechtwinklig, so schneiden sich diese Linien in /, und es 
ist der Winkel 5/9 = pil — B, wie auch Bogen ag —(4— B), pd — 
(€—— B^, daher pg —a2-r ad -]- pd —.4-- C— B, pl= 4A+B--C, iolg- 
lich Winkel p 97 = £(4-- B — C), bg — B+ C — A, folglich Winkel p/9 = 
4(B+4C— A). Ferner ist ir = br cosa = sin C cosa, iolglich 

bi= br+ir:= sin C+ sin C cos e/= sin C(1 + cosa) = sin €. 2 cos? a, 
indem o «C 90", und 

pi=pr—ir= sin C —sin Coosa = sin C(1 — cosa) = sin C. 2sin* j 

Zieht man endlich pz und bs rechtwinklig gegen 77 und i RN 
die gefundenen Werthe, so ist 
19155 ob S EE sindis, d. i. 

= 2 sin B.sin C.cos? 4 a = 2 sin 4 4- B + C) sin 1 (B+ C — A), folglich 

sin 3 LAB O sin 1(84- C— =, 
sinBsinC —— 
2) pn —pi.sinpin— peo.sinpgn, die 
== 2sin B.sin C, sin’ ia = 2sin} 4+C— B)sini (A4 4- B — C), folglich 
sini (4-+C — Bjsing (.£ 4- B— e 
sin B.sin C 

Crelle's Journal d. M. Bd. X. HN. 2. 20 


COS' 34 = 


cos +4 = 
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Wenn } oder 2 Seiten, als 44 und C, grófser als 90° sind, so legt man, 
um den Beweis auf ebendieselbe Art zu führen, die Ergünzungen der- 
selben zu 180? an B, es mag B< oder >90° sein. Andere Beweise 
lassen sich auf die Eivenschalten der Figur 1. gründen, welche vielleicht 
eleganter scheinen dürften, aber hier der Kürze wegen ubergangen wer- 
den müssen. 

Mittelst der aus obigen XIf. Hauptgleichungen hergeleiteten ($. 34.) 
lassen sich nun zwar alle Fülle lósen, welche bei der Anwendung vor- 
kommen, selbst die zwei, wo man zweimal zu rechnen nicht vermeiden 
kann, Nemlich: 

a) Wenn 4, D, c bekannt und C zu suchen ist, so lüfst sich mittelst 
der Neperschen Analogien zuvörderst entweder 5 (¢-+4) oder 2 (a—2) 
berechnen und 4€ nach einer der Gleichungen V.— VITE ohne Zwei- 
deutigkeit finden. 

B) Wenn a, 6, bekannt und c zu suchen ist, erhält man auf eben- 
dieselbe Weise }(4-+- B) oder 5; (4 — B), und dadurch 2c. | 

Es haben aber bekanntlich Mollweide *) (1816) für jenen (a.), 
Joh. v. Sniadecki**) (1817) für diesen Fall (ß.) besondere Berechnungs- 
arten mittelst Hülfs- Bogen. oder Winkel angegeben; allein sie sind aus 
Gleichungen abgeleitet, deren allgemeine Gültigkeit nicht bewiesen ist. 
In so fern solche Hiiliswinkelformeln nöthig oder wünschenswerth sein 
sollten, mögen für besagte Fülle hier auch einige angegeben werden, 
welche auf allgemein bewiesenen Gleichungen beruhen, dieselben 
Vortheile gewähren und an Kürze jenen nicht nachzustehen scheinen. 


372 

Für den ersten Fall ($. 36. a.) ist nach $. 17. und $. 25. sn’; € = 

sin? 2 (4 — B) -F- sin À sin B sin $c, daher auch 
k^ [4 
. , . | sin 4 sin D sin? ec 

1) sin’ }C e smi r—Blt4 COLLE Ik 
sin Æ sin B sin? FO 1 x 
et Ds tang’ Q, so erhält man 
sin? (4 — B) 
MeL vo 


cos q 


Setzt man 


sn iG 





#) Zeitschrift für Astronomie J. S. 459. 
## Sphärische Trigonom. a. d. Pol. übers. von L Feld. Leipz 1828. $.8. S. 27, 
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2) Weil 1 —sin?: € = cos 1C, so ist 
$4 C = cos 4(4— D) — sin.4 sin B sin’ 1c 


eiu. A sin B sin? i Sin^gc —— . a 3 2 3 
soa (gay = sin’®, weil allemal sin.4 sin? sin? iol» 


Setzt man 
cos’ + (.4 — D. , SO ist 

cos ; C = cosi64—- DB) cosQ. (IL) 

3) Wenn man in den Gleichungen $. 17. cose = 2008 1c— 1, 

wenn c« 90, --1-——2cos'ic, wenn c7 90 ($. 4.), so erhält man 

sin? ; C = sin* (4 + B) — siu À sin B cos? 1 c. 

sin „2 sin B cos? : c 
sin + ien = sing (4-+P)sing. CHE) 

4) Da cos*i € == cos? 4 (4 + D) + sin A sin B C08 2C, so ist, wenn 

sin 4 sin B cos? io 


Setzt man = cos ®, so ist 


== cotang'Q, 


wi B) 
, __ cos; (4 4- B) 5 
cosi C == isin ps te (1V;) 
38. 
Wenn man in (Fig. 7.) die Werthe von ef und cd in Beziehung 


auf $. 31. auf ebendieselbe Weise entwickelt, wie $, 17.. so erhält man 
1) cud == sim’3{a--b) + sine sind cos? 2 C. 


. me sin b cos? == cotang? V, folglich 


Nun sei dec 


sini(a — 5) 
I cm 2 / 
o dc M caliber E (1) 


Verführt man ferner wie $. 37., so ist 


, 


2) sin'ic = cos'i(a— 5) — sine sin 6 cos’ 2 C, 
rr add T^ | 
Sinasinb cov EC — cos, folglich 
cos? }(a-—b) 4 DU 
| sin jc = cos$(¢—b)siny. (II.). 
3) cos ic = sin'i(c-pF0)— sine sind sin'i C, 
MET 
sin a sin b sin 3 C — sin’), folglich 
sin? 3 (a-+-b) 3 i 
cosjc = sing(a--5jceos V. (HL) 
4) sin£c = cos'i(a +4) + sina sind sin*2 C, 
1 : Jo E 
sina sin b sin? C = tang’), folglich 


^ eos*i(a-d-b) 
cos* $ (a + b) cos 1(a kB) Av.) 


in + mn, 
82€ Cos w 
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39. 

Wiewohl für specielle Fülle, wenn nemlich Seiten und Winkel 
== 90° oder == 60° oder == 45" ete. oder einander gleich sind, jene Glei- 
chungen $. 29. und 33. manche Verkürzungen erhalten, so könute der hier 
vorgetragenen Behandlungsweise der Kugeldreiecke die Einwendung ge- 
macht werden, dafs dadurch die hekannten, sehr nützlichen 
Formeln für solche, worin 1 Seite oder 1 Winkel, oder 
mehrere zugleich, — 90? sind, nicht erhalten werden, Um 
dieser zu begegnen, sei bier noch beigefügt, auf welche einfache und zu- 
gleich anschauliche Weise jene Formeln bewiesen werden können, 

40. 

In (Fig. 9.) mögen die Seiten {bte 90, B=ca, Cmap= 
bd sein. Zieht man 47 durch bo, af durch co, pg durch ao rechtwink- 
lig, so schneiden sich d/ und af in A rechtwinklig, p9 aber die Verlän- 
gerung von bo so, dals Winkel okm — D, es mog B< oder > 90° sein. 
Schneidet man Af mit gf == gd — sin C, und macht hi=he=sind cose, 
so ist if==sinB und Winkel fgi=b, gif=c, daher in dem Afgi 
sinBsinc=sinCsind. Zieht man £z senkrecht gegen pg und macht 
mh - mg = sinC, so ist Winkel gn — a, km ==sinC cosa, kn = sin b ; 
übrigens om :— cosC — go und eo==cosB, Daher ist (für den Halb- 
messer — 1) 

1) kn = mn.sinkmn, d. i. 
sin à == sin? sine; 
2) 20 Uc DEJE 


cos C sin A eoscyfolglich yids ein aera 


sinc 
3) eotC = sindcotc, desgleichen 
eot B. = sinc coté; 

4) om = km.tangokm, d, i. 

cosC = sinC cosa tang B, oder 

cot C cot B. = cos a. 
5) Aus No. 4., 1. und 3. folgt 

cos B = eota fangc, und aus 3. und 4, 
6) cosa == cosb cosc. 


41. 
Für ein rechtwinkliges Kugeldreieck sei (Fig. 10.) ebenfalls ein 
grifster Kreis, worin bc == 4 die Hypotenuse, ab zz C, ad = B die Ka- 
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theten. Zieht man ce durch bo, dk duech ao rechtwinklig, so liegt der 
Durchschnittspunct dieser Linien 4 bekanntlich in 26, und ist cg = sin 4, 
go=cos A, gh=sin À cosh, dh=sinB, Ao-zcosB, Zieht mau Af 
senkrecht gegen ge und macht gf==cg== sind, so ist hf — d h — sin D, 
Winkel fg à und fhg =a=90°, Daher 
]) Af=_gf.snfgh, d.i. sinB = sind sin; 
2) go- ho.cosg oh, d.i. cos 4 = eos B cos C; 
3) gh= go.tanggoh, d.i. 
sin.4 cos» = cos AtangC, oder tang.4 cos b = tang C; 
4) gh=ho.singoh, d, i. 
sin 4 eosb = cos B sinC, oder, da sind = Le (1.): 
tang B = sin C cotb; und, wei! sin 4 = ~~ = 
5) cosd—=cosBsinc, wie auch (4 und c vertauscht) 
cose — cos C'sinb; woraus durch Multiplication und Substitution 
aus No. 2. 
6) cot) cote = cos f, 

Wenn 4 und B oder © > 90° sind, so ergeben sich diese Formeln eben 
so leicht, wenn-man die Ergänzungen derselben zu 180" in den Kreis trägt. 
42. 

Dafs endlich nach der in diesem Aufsatze angedeuteten Methode alle 
Aufgaben der sphirischen Trigonometrie sehr einfach durch Construction 
gelöst, und dabei auch die Winkel auf ebendenselben grüfsten Kreis reducirt 
und in demselben mit den Seiten verglichen werden können, bedarf kaum 
der Erwáhnung. Darauf hier weiter einzugehen, erlauben die Grenzen nicht, 
in welchen sich diese Abhandlung zu halten hat, und wegen welcher darin, die 
völlige Bekanntschaft mit dem gegenwärtigen Zustande der Trigonometrie 
voraussetzend, Vieles ohne Erörterung hingestellt ist. Sollten die hier mitge- 
theilten Ansichten der Beachtung nicht unwürdig befunden werden, so wird 
es leicht sein, nicht nur überhaupt die Sachen vollkommener zu gestalten, 
sondern auch für einzelne Sätze strengere und elegantere Beweise zu liefern, 
Da eine mit Schwierigkeit neu gebrochene Bahn, womit der Verf, seine Me- 
thode vergleichen zu können glaubt, wenigstens ist er darin keinem Vorgiin- 
ger gefolgt, nicht sogleich die wünschenswerthe Ebenheit und Bequemlich- 
keit zu haben pflegt, so hofft er, wegen Mangelhaftigkeit um gütige Nachsicht 
und freundliche Zurechtweisung bitten zu dürfeu. 
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10. 


Theorie der Kettenbrüche und ihre Anwendung. 
(Fortsetzung des Aufsatzes No. 1. im vorigen Hefte.) 


(Von dem Herra Dr. Stern, zu Gottingen. ) 


B. Verwandlung gegebener Kettenbriiche in andere, sowohl der endlichen als 
der unendlichen. 


17. 


Eis wurde schon früher ($. 2.) an einem Beispiele gezeigt, dafs mehrere 
Kettenbrüche, die nicht identisch sind, einander gleich sein kónnen. Es 
sollen nun hier die erheblichsten Methoden gegeben werden, vermittelst 
welcher man einen gegebenen Kettenbruch, seines Werthes unbeschadet, 
in einen andern verwandeln kann. Der Nutzen solcher Verwandlungen 
wird sich beim späteren Gebrauche von selbst ergeben. Der Raum-Erspa- 
rung wegen soll aber von jetzt an in den meisten Füllen eine andere Be- 


zeichnung für die Kettenbrüche angewandt werden; nemlich statt der frü- 
heren Bezeichnungsart: 


F{a,e,) = apoE ba 
a Qa + etc. 
schreibe ich jetzt: F(a, o,) — F(a -- 0, :a, - 0, : a, ete.), wo also immer 
zwischen einem Theilzähler und dem dazu gehörenden Theilnenner zwei 
Puncte stehen. Sollte ein Theilzähler oder Theilnenner schon ein Bruch 
sein, so wird er auch in Form eines Bruches geschrieben. Ware z. B. 





b se * 
der Bruch « + F. gegeben, sn wiirde dieser Bruch nach der neuen Be- 
I 
arb, 
as elc. 
Os 


hg WS hse 4 " d. D At 

zeichnung, wie folgt, ausgedrückt werden miissen: F (a + 2, mtb: 22 efe, ). 
1 2 

Sollte em Theïlzähler oder Theilnenner aus mehreren, durch + verbun- 


denen Gliedern bestehen, so werde ich ihn, wenn Zweideutigkeit ent- 
stehen konnte, in Klammern einschliefsen. 


10. Stern, Theorie der Kettenbrüche. 155 


18. 

In jedem Kettenbruche 7 (2, ¢,,,,) kann man, seines Wer- 
thes unbeschadet, einen Theilzühler, den darauf folgenden 
Theilnenner und den auf diesen folgenden Theilzühler mit 
einem und demselben beliebigen Ausdrucke m ultipliciren 
oder dividiren. Für endliche Kettenbriiche ist der Satz schon früher 
bewiesen worden ($. 10.); es ist aber leicht einzusehen, dafs er auch 
für unendliche gilt, wenn man den Werth des unendlichen Kettenbruchs 
LT RA Em c setzt ; Weil am angeführten Orte über die Werthe von 
s und ¢ gar nichts Näheres bestimmt worden ist. Hierdurch erhält man 
ein Mittel, Kettenbrüche, deren Theilzähler oder Theilnenner Brüche sind, 
in andere zu verwandeln, deren Theilzähler oder Theilnenner keine Brüche 


. — a b. a, b, az 
enthalten. Es sei z. B. der Kettenbruch 4= 7 (2 + TER + ES etc.) , 
so ist 


4 EC ES, ba: Pr, “2 ete, 


a, B. a, 


= der ud EN 6. 
= EE pb 020, Bu IP ae) 


= FE... B, Pt ote,), 
Man sieht, dafs auf diese Weise alle gebrochenen Theilzähler und Theil- 
nenner weggeschafft werden künnen, den ersten Theilnenner — jedoch 


ausgenommen. 


19, E 
Da der Werth eines Kettenbruchs derselbe bleibi, wenn man zwei 
auf einander folgende Theilzühler 5,,, 5,4, und den dazwischen liegenden 
Theilnenner c, mit — 1 multiplicirt, so kann man jeden Kettenbruch mit 
negativen Theilnennern ip einen andern verwandeln, der nur positive Theil. 
nenner enthält, den ersten Theilnenner ausgenommen, der sein Vorzei- 
chen behilt. Es sei z. B, der Kettenbruch 
A= F(ta--4,:—2,--5,: —a,-- 505: — a, etc.), 
so ist 
A= f(4a—b,:0,—b,: —a,+b,:—a, etc, } 
= £(te—b,: a,-+6,:.4,—b,: — a, ete.) 
= F(te-b,:a,--5,:2,-1- 5: a, etc.). 
Sind aber die Theilnenner eines Kettenbruches alle positiv, so ist es leicht, 
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die etwa darin enthaltenen negativen Theilzähler wegzuschaffen, und so 
den Bruch in einen anderen zu verwandeln, der nur positive Theiizähler 
und Theilnenner enthält. Denn es ist allgemein 
b, ; i 

an + H — Ah sie 14 en 
wovon mon sich leieht überzeugen kann, wenn inan beide Brüche in ge- 
wühnlishe verwandelt. Will man also den Kettenbruch 

A == Fla—b,:4,—6,t @,— by: 0, ete.) 
in einen anderen verwandeln, der nur positive Theilzähler hat, so setze man 
R= F(--6,: o,— b3: a, etc.), also f= F(je—1]+1:1-+6,:¢,—4, + Rf); 
aun setze man Ri == i'(—4,: a, ete.), also R= F(—1+1: i+b,:0,— b, B.) 
und 4 = #F([e—1j+i:1+ b, i (a,— 0, —1) 4+ 1:14 6,:¢,—6,-+8,), und 
eben so findet man 4 = 
F([a—41]--1:14-,: (0,—5,—1) Ft 5,3 (045,1) + 1:175. : 0:5, eto.). 
Dieser Bruch wird daher nur positive Theilzihler und Theilnenner ent- 
halten, wenn nicht etwa irgend eia Theilnenner €, kleiner ist als 5,4... 

20. 

Ein Kettenbruch, der gebrochene oder negative Theilzähler oder 
Theilnenner enthält, kann also zuerst nach ($. 18.) in einen andern ver- 
wandelt werden. der nur ganze Theilzähler und Theilnenner enthält, die- 
ser wieder nach ($. 19.) in einen andern, der nur positive Theilzähler und 
Theilnenver hat (den erwähnten Ausnahmefall bei Seite gesetzt}; nur 
der erste Theilnenner könnte gebrochen oder negativ sein, diesen brauchte 
man alsdann nur auf die andere Seite zu bringen, um auf der einen Seite 
einen Kettenbruch mit blos ganzen positiven Theilzäblern und Theil- 
nepnern zu baben. Hierdurch ist eine frühere Behauptung gerechtfertigt 
(vergl. $. 11.) 





Gu -k 


21. 
Will man einen Kettenbruch mit einer Zahl x multipliciren, so 
braucht mon nur den ersten Theilzähler und Theilnenner mit x zu mul- 


tipliciren. Ist z. B. der Kettenbruch ec +2 gegeben, wo À wieder 


die Summe eines Kettenbruchs ausdrückt, so hat man x. A—x.0 +. Hr 
ist der erste Theilnenner — 0, so braucht man nur den ersten Theilzühler 
mit x zu multipliciren. Will man einen Kettenbruch mit . dividiren, so 
dividire man den ersten Theilnenner, und multiplioire den zweitea Theil- 
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b, 
zähler und zweiten Theilnenner mit a. Ist z. B. der Kettenbruch A = a+ TO 
A a b, er : A 
so ist TOC dee ripe Sei nun Rab. so isl 


A a b, 


a, Dao ie ge 





22. 


Ist in einem Kettenbruche F(a,a,,,,) ein Theilzihler 5, — 0, so 
bricht der Bruch bei b, ab, wenn F(a,,a,,,) nicht — O ist. Hat man z. B. 
F(a,a,,,) = F(a+b,:a;+0 :a, etc.), und ist F(a,,a,,,,) nicht —0, so ist 
F(8, 0a...) — ar EM Man darf aber nicht unbedingt behaupten *), dass, wenn 


ein Theilzähler de =, ist, alle folgenden Glieder, des Werthes des Bruches 


unbeschadet, weggelassen werden können, weil es möglich ist, dass auch 
b, $22 

F(an; Anh) 0 

haben kann. Dass solche Falle wirklich vorkommen, wird sich spáter zeigen. 


F(a,,8,,,)-— O ist, und alsdann einen bestimmten Werth 

















23. 
Ist ein Theilnenner =0, so lässt sich der Kettenbruch zusammen- 
ziehen. Hat man z.B. F(a, a,) EA b; LA, SOgist 
F(a, ; Gm) 
Ur b, 00, 5 FG» am) 
F(a, Gn) == TUIS. à). = MEST Se 
b, a, b,.b, 
aber F(a,.,a,) =, + —— Fa, ATR also F(a, ty) = ar + 13 à Ba, D , und 
da Pla, 4.) = a ger, so ist 
F(a, a,) Lee jee EN b,.b, 
, B a, a F(m, 4.) 
24. 


Aus §. 7. ergiebt sich eine Methode, jeden Kettenbruch in einen 
andern zu verwandeln, der weniger Theilbrüche als der erste enthalt. Es 
wurde nemlich dort gezeigt, dafs 


F(a a ) er F (an, (sn) a, O—1 + s a, Am—2 
$092. Fd , Gmin)- 0, , Ga —1- D 0m. 0, , dm? 
ist, oder 


*) Diese Behauptung findet man z. B. in Eytelwein's Analysis Bd. 1. §. 273. 
Crelle’s Journal d. M. Bd. X. Hft. 2. 21 
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F(a, (la : F(a,, On+n) ‘ dis (ith F(a, Onn) b„. di nn 
"eg F(a,, "ER a, Goa nx a, Ou = 0, 
und wenn man alle Glieder mit a@,, @,,_, dividirt: 
/ a, , Am—?2 
F(a, On+n) ® F(a,, Onin F(a, Ann) , b,,. nn 


a, » Am—1 


2 a, Q2 
— F'(a,., Onin) . F (a, 0) —b,, . Eee c 0. 


a, , An—1 





Hieraus folgt 


[F ia, Qo — F(a, TRE X [F(a,,, Bin) + Om el a | — 














a, ; Im—1 
a, Am—2 A, , An—2 A, 045,—92. 0, , Am—1 — A, An—1. 0, , Om— 
b, QE - NT —b,. F'(a, An—ı 2 — = pik — L2 a : > - UL 2) “4 
a, 5) An—1 "a, , ln —1 (a, , d 
Nun ist a, 4, 2.0,, 0,4 — 0, Oa is An—2 = bi Das s abo (SS SIE 
bur DS 
i F(a, nain) E F(a, 0,1) + SRE a aaah nix Lion 
2 m— 
(a, ; toe) (bn. © a + F(a,, an) 
. . 5 a, ) Gm—1 
folglich ist auch 
2. F =F 7 baeo ba 
. (Bm 9 Onsen) = (ax; Bm—1) He. pau NN COR AU RE 5 
2m—2 
(0, E15 Shy: CR + F(a2n Onn) ) 
O51; A2m—1 
also 
F(a, a) E b b 
= see Um 
F(a, a, 4) E — ae — , pen a or 
(a, ) net) (o... E - = — + F(a,, EY) Go 1: A2m—2 1 
a, ; Am—1 (18 d2m-- 1) (ban Ed. € + F (dom, Am») ) 
Om 1 O2m—1 


F(a,,,0,,,) könnte man wieder auf ähnliche Weise wie (1.) und (2.) ver- 
wandeln, und man sieht leicht, wie sich der auf diese wai erhaltene Ketten- 
bruch weiter fortsetzen lässt. Der ganze Ausdruck läfst sich aber noch sehr 
vereinfachen. Zuvörderst bemerke man, dafs überhaupt, wenn s irgend eine 
ganze Zahl bedeutet, 


b sm--1 . b, E 
? M ; sn Mox +1 
3. Fi P Onin) = F(a,,, OC. 1)m-1) € ————————— mE 4 


sm4-15 Q(s4-1)m—2 
(User; mm). (burn: ee +F (a(s+19m) E 
sm 5 mr 


vorausgesetzt, dafs m+n>(s+1)m ist. Ferner setze man 


4. 7 ath à DTI sede e 
sm 4-1 : s+1)m—2 
(Asm41) Gs -D)m—1)- (Canes SM LE NOM aati) ama) ) 
Om 4-15 A(s+1)m—1 
ira 1 LE Doy 
Be mtg Dem tue ee ra pl Pmt 2212 LAM e o 
Asm+1) O(s--1)m—1 bs 1m *Osm-4-15 QO(s--1)m—2 + Asm+1) Q(s+1)m—1- .F(aqs3iyay add) 


Aus (3.) und (4.) folgt 
6. F(a,.; On +n) "Y GMS a osi) EZ; 
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und daher 


\ / Als 1)m » (5--2)m—1 
Fa inns Oman) = Fla. a. 1290 VAR een Lg uM ; 
( (5 -1)m * Vm tn) ( (s+1)m » ome -F s--1 P CHIP PERF 4 s-I-1 
Substituirt man diesen Werth in (5.), so hat man, nach gehóriger Reduction: 
1 


Das 
Gm E] Q(5--1)m—1 

AM bon Dep rym : Als ml, G4 2) 

bo t)m:Bsm+1 > G(s--1)m- 2: Q(5--1)m-F1 E A(s+-2)m— 1 À Gin +135 Q(s+1)m-1+ [4-0 2 Q (s--2)m—1 Fam 2 s 2)m— zs 2b 


oder (nach §. 7. Form. D.): 


7 Z 22 1 ( bison Us 4m ; A(s+2)m—1 ) 
Asm+1 > A(s4- 1)m—1 OG m 4-1 E GC5--2)m—1 d d(s+i )m4-1 » Qs )m—1- Ol ? Us 1)m—1* Zn 


Aus (6.) folgt 











a, IAm—ı 
Q, , O1 


F(a, Onin) re F(a, 0, 1) TZ Fa 
also, nach (7.): 


1 b eaters +15 42m—1 
( à mn) a, ; An—1 ? on, a, D Cina a, ; Un—1: O51, 42m—1 Ys} 
Für Z, kann man nun wieder seinen Werth aus (7.) substiluiren, und man 
sieht, wie auf diese Weise der ganze Kettenbruch fortgesetzt werden kann. 


Man erhält alsdann: 
8. F(a, On+n) + 
- : (a, Tm + b, vee abis. . G1 ; Q2m—1 
—1 
+ a, ’ n 


tT, 








buy: cece Dom a, „Ami: O55 4.1 » Azm—ı 








m +1 eee Um + m+ 1 8 2m— 1 + 3m 1; m—1 
O1 ’ Azm—ı 





ddd ys "EE bua .. Allen + Ami 5, G3; —1* d4m+1, G5m—1 ) 
O3m 4-1; O55 —1 ete. 
Ware der erste Theilnenner a = 0, so ware GAGs w= Di rs Sq, und 


1 
F(a, Caen) 


Q4 , An—1 
woraus sich dann wieder der ganze gesuchte Kettenbruch entwickeln läfst. 

Betrachtet man die Formel (8.) mit Aufmerksamkeit, so sieht man, 
dafs sie so viel Theilbrüche enthalt als man Gruppen a, 4, 1; Anzız Os 
u. $. w. hat. Im ursprünglichen Bruche F(a,a,,,) sind aber von a,, bis 
4,,,, letzteres nicht mit eingeschlossen, m Theilbrüche, eben so viel von 
dns bis d,, u. s. w. Der Kettenbruch (8.) enthält daher m mal weniger 
Glieder als der ursprüngliche, wenn man den ersten Theilnenner a nicht 
mitzählt. Uebrigens folgt aus $.8., dafs man in den vorhergehenden For- 
meln die positiven oder negativen Zeichen nehmen mufs, je nachdem die An- 
zahl der in a, a, , enthaltenen Theilzähler gerade oder ungerade, d. h. je 
nachdem m ungerade oder gerade ist. 


(b, : Q^. | T un 9 On—1 Q Zi), 


21 * 
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Die Formel (8.) ist besonders dann bequem, wenn der Kettenbruch 
F(a,a,,,) so beschaffen ist, dafs nach einer Anzahl von m Theilbrüchen 
dieselben Theilzähler und Theilnenner in derselben Ordnung wiederkehren, 
so dafs 

Ayy Emi = Amis om  Arm+ı9 F3m—1 etc., 
Ir, Com = 0415. ami = A3m419 ami EC: , 
Bite ww oi bats bebe baie m Fr 


Alsdann ist 
1 b....bn.@,, bn—t 
F(a, O45) = a, An cc = u 
a, P EPA 1 d..d Sp Piss On (a, , en 
SE LE Je re ixi 
Med b,. Din (a, , (8, , Gn—1)? un): 


a, » Am—1 etc. 








a, , @am—1t- 


Man bemerke ferner, dafs a,, @2,—1 = 4 , &,—1. Amy G2m—1 + D. is Geo nie Dos 
ist (S. 7. D.), aber nach der Voraussetzung 4, &,—,— Anyın (mi also 
Q,. Am-ı = is Uni (Bn 5 05,7 Dm Gi d, 3) = Gy Ami.) Wenn man 
bv. Ory 1+ 0,04, do setzt. Hieraus folgt F(a, a,,,) = 





2. 
a, „a ETE F(a, Am x b,. S05 - Aj, An—1* r. di, à Ov cad b, cies b, (d, 9 0,1) Tdi; Am-—ı 
m—1 
ae b, LY AL b, (a, 4 um :T. Ay, An etc.) 
oder (nach §. 18.) 


9. F(a,a,.,) = — 


a, > An—1 


Es sei z. B. der unendliche Kettenbruch F2: das etc.) 
gegeben, und man habe m — 3 gesetzt. Weil hier der erste Theilnenner — 0 





|| F(a a, abes bar tbe... Butt £ By... Byer ete). 


n 


ist, so ist 2,0, ,— 5,.d5, 4, ,, und a, An-ı der Nenner, b;.@, a„_. der 


2 : 
Zähler des Bruches + 2, also a, 2,1 11, bita. s = 04100 


3 
a, I^ A, ANA wem n ine Ta der Zähler des Bruches 347,2: 
3 


also — 39, und r=45, auch b,. 0, m b, by b, — 8, folglich F(a, a,,,) 
zd iP 68: 45--8:45--8:45 etc.) Würde man für m eine andere Zahl 
annehmen, so würde man natürlich einen andern Ausdruck erhalten. Man 
kann aber auch für den Werth m=3 noch andere Ausdrücke erhalten. Man 
verwandle z. B. zuerst den Kettenbruch F(3--2:3-4-2:3 etc.) nach Formel 
(8.), so erhält man 4*4 F(39 4-8: 45 4-8:45 etc.), also 
F(2:3+2:3+2:3 etc.) = 2: 1 Fi39+8:45+8:45 etc.) = 

F(22 : 39+8 : 45+8 : 45 etc.’, 

und es liefsen sich auf ähnliche Weise noch ähnliche Verwandlungen des 
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Kettenbruchs F(2:3--2:3--2:3 etc.) bewerkstelligen, der, wie später er- 
hellen wird, eine Wurzel der Gleichung 2'--3z—2 — O ist. 

Noch ist der Fall merkwürdig, wenn die Theilzähler und Theil- 
nenner in derselben Ordnung wiederkehren, jedoch mit Ausnahme von a, 
Any Arm .... Am Und du, Dam... bin, die unter einander ungleich sein sollen. 
Ist also / — m, so hat man auch in diesem Falle allgemein aj, a,_, = 
Bim, Grm—1 = Um, Azm-ı etc. Ferner ist ($.7. Form. D.) 

Ormai + Ar42)m—1 = 
Qmpt9 Be+1)m—1 + Qo ans Bern 23er Dinar UO +1)m—2 + Gm». Ur+2)m—19 
und, da nach der Voraussetzung 
a, An—1 = Irm+19 Bos = Q4 )m415 Or +2)m—1 ist, O,m+19 Ur+2)m—1 = 
Unis Krim (Army Ir 423m À 0-4 19m Omas 1) -2) = 4, 0G, a. Q., 
wenn man den in den Klammern eingeschlossenen Ausdruck — Q, setzt; 
folglich geht der Ausdruck (7.) in folgenden über: 


1 m On 
10. F (a, nn) = ee -(a, ae) + b, a; boda PIS T je 
E (etc 








Q5 a1 

Es ist auch 
O(--1)m». Ur42)m—1 = o4) * Go 4 as qas OC 2) 171 bouis Ber-41)m425 O5 2)m—i 
= Q1) + Lio OG, 1-06 Lm 41-02 4, ,, also 
9, — Q6 1m - Ay ni + bai, Gs a + Deu + 1 5 Am + 

Setzt man boss = Ber41)m415 so bleibt der Werth von 0, derselbe, wenn 
man die wiederkehrenden Theilzähler und  Theilnenner in umgekehrter 
Ordnung nimmt *), da a, 4, , — à, ,, a; stat Gy, 0, , hatte man a, 5, & 
=, dr und statt a,, &, , hätte man &, 4, & — do, a,_, (S. 4. Form. C.). 





1 . 
—(a,a, ,dT S), so wird der un- 
a, 4 An—1 


endliche Kettenbruch, in welchem die wiederkehrenden Theilzahler und Theil- 
nenner in umgekehrter Ordnung vorkommen, 
I Lo (a.a, .,, +  0,. a, 5, a, +S), 
also der Unterschied der zwei unendlichen Kettenbrüche 
pa b, 
m te Am—ı 
b, b b, 


(Ao. a 4.0: A Are re Pad tul MU Ce 
aj ag d^ 29 Vmn—1 19 "m 2) F (a,, as 1) F (a, 1, 4) 


Setzt man also F(a, a, ,,) = 








(a.a, G„_1+ 051.9, Am—ı — 0.0, 1, 8, 3- bi. 0,2, a) 








© *) D. h. dafs man statt F(a+-b : 4, +b, : y+ .... + 0a: an 1 + 0, : an etc.) als- 
dann F(a+ b,: an-1+ 0s 1: mat... + b,:a,:b, :a, etc.) hat. 
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Der Unterschied der beiden unendlichen Kettenbrüche 
F(a4-b,:a, 4 bi: Oy eee Dg $a d On En bb iQ eee bas Laur ele) 
und F(a--b,:a, 4 + b, aiias ees + by.) 4- Omit Om tb: B a e b,:a, etc.) 
ist also dem Unterschiede der zwei endlichen Kettenbrüche 
F(a-4- b, : a+... +b td) und F(a4 b, : Git D, bg a dos FURY: a) 
gleich, und von den veränderlichen Theilnennern unabhängig *). 
5: 


Bei allen im Vorigen gezeigten Verwandlungen der Kettenbriiche in 
andere, wurde der Kunsigriff angewandt, dafs man einen Theil des Ketten- 
bruchs als summirt betrachtete, diese Summe durch einen Buchstaben aus- 
drückte, und durch die Verbindung dieses Buchstabens mit den übrigen Gliedern 
des Kettenbruchs neue Ausdrücke fand. Auf ühnliche Weise lassen sich 
Kettenbrüche vielfaltig in andere verwandeln; hier sollen nur noch folgende 
Verwandlungen erwähnt werden. Es sei der Kettenbruch F(a, a,,) gegeben; 
man setze F(a), a,,) = R, so ist 

F(a, a) = at 2 ae 
wie man durch Reduction leicht findet. Nun sei F(a;,a,) = Ris F(as,0,) 
— R, etc.. so ist 





© 


b,.b, 














F(a, a) = @+—-— 3 saat 
( , ) ET a, a,.b,+a;a, PE Rt b. 
: GT. 
b b Kain 
aber nal — 9 fp 
a, + R a, aq,. b, 4- a,. B, % 
1 
b, bb 
= ei ci qug c can 
also F(a, a,) = @+ d, ab, a.a, + HT PU. 5, px 
“à a, a,-b,+ai.R, 


Eben so könnte man wieder À, durch Hilfe des Ausdrucks R, verwandeln. 
Befreit man alsdann den erhaltenen Kettenbruch von gebrochenen Theilnennern 
(nach $.18.), so hat man 
F(a,0,) = 
F(a- D — M4. br: (as. bapa) di s Ds: (aa ba) bb: (bit etc.). 


Aus §. 18. folgt, dafs man jeden Kettenbruch in einen anderen verwan- 
deln kann, dessen Theilzühler alle — 1 sind. Denn hat man den Ketten- 





*) Man vergl. Euler in den Comm. acad. Petrop. T. IX. p. 123 ff., und Moe- 
bius in Crelle’s Journ. für d. Math. Bd. VI. p. 226 ff. 
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bruch F(a, a,) = F(a-- b, :a,4- b, : F(a.a,,)), so ist dieser = 
b, d ; 
Platt: gt: Flu, a.) = F(a-1: 5 (as, a,)), 
da F(a,,a„)= F(a;+ 6;: F(a;,a,)) ist. Es ergiebt sich hieraus von selbst, 


auf welche Weise diese Verwandelung fortgesetzt werden kann. 


Aus S. 19 folgt 


1 b,, 
On— NE Dn = An— 1 SS EU ce 
iT Dragons tr Om + Om + R, 
m 1 


Man kann also nach dieser Formel den Theilbruch 4 aus jedem Kettenbruche 
wegschaffen. Durch Wiederholung desselben Verfahrens kann man auch 
mehrere solcher Theilbrüche, die aufeinander folgen, wegschaffen, jedoch 
läfst sich die Reduction alsdann bequemer nach $. 24. ausführen. 

Man bemerke noch folgenden Ausdruck: 






































a a 
= — + — sm 
cvs adj b—c—1? 
von dessen Richtigkeit man sich durch Reduction überzeugen kann. 
26. 
Aus F(a,a,) kann leicht der Werth von Yu a gefunden werden, 
denn es ist 
1 1 
= mes ESTES ees b 
Seller es FG aay? 8° Fea "UK, am) 
ist a — 0, so ist Me 
1 FCG, , Gn) 
Fa, d... b, 2 
b, 
oder, weil F(a,, a,) = Lae Ya ae 
1 Qi. b, a, 
u m 8-3 Zu ss “Rahaidwaygdit y. 5: 
Fp) b  b.F(a,as 6, a a, + ve 
21. 


Die zwei unendlichen Kettenbrüche 
F(a:a+a:a+a :a+ a; : d, etc.) und F(a, : a,4- a; : a+ a: a; etc.), 
die bezüglich A, B heifsen sollen, sind für jeden Werth von a, di, a, etc. 
einander gleich. Denn nach S. 18. ist 


a a a 
A= ten a Md (a, : G+): +: 0505 : à; etc.) 


F P: te. )= F( 
etg: ay, — —:0, ata 2: 54-05: a; ete. (a, : 4+4,:4,+a :a,+a,: a; etc.) 


a, | 
ZEHN (a: Gy + Oy? y+ x: da Canet +33 elc. ) = F(a,:a,*a,:a5*05:04*0,: a; elc.). 
2 2 
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Man sieht, wie auf diese Weise allmahlig der Kettenbruch A in den Ketten- 
bruch B verwandelt wird *). 
Andere Verwandelungen werden sich noch spater darbieten. 





C. Verwandelung der Kettenbrüche in Reihen. 


28. 

Oft kann es nützlich sein, einen Kettenbruch in eine Reihe zu ver- 
wandeln, besonders wenn man den Werth des ersteren erforschen will. Die 
einfachste Methode, eine solche Verwandelung zu bewerkstelligen, ist folgende. 
Es sei der endliche oder unendliche Kettenbruch F(a, a,) gegeben. Man setze 

F(a, a,) = a+F(a, a)—a+F(a, aj) — F(a, a,)+ F(a, a4) - F(a, a.) .... 
....+F(a, a, 4) — F(a, a, 3) - F(a, a.) — F(a, a, i). 








Nun ist 
F(a aja SEE; F(a, a;) — F (a, a) = — Aeg 
» | a, 1 x en d, .4,,4, ” 
5 “3 3 4 a, , 05 . 0. , 0, . 3: .)y 
also 
M b, b,. b, b, .b,. b, 
A. F(a, Gn) E T Q,.Q, , a, a, , 04.0, , a, 


Diese Reihe wird endlich oder unendlich sein, je nachdem es der Kettenbruch 
ist. Nimmt man statt der ganzen Reihe nur einen Theil der zuerst hervor- 
b, .b, ....bi 
a, , 4-1-4, , Q1 
Darstellung, durch welche die Reihe gefunden wurde, dass man alsdann statt 


tretenden Glieder, z. B. bis zum Gliede + , so folgt aus der 





F(a,a,) den Werth von F(a, a) findet. Die angenommene Reihe wird also 
um eben so viel von F(a, a,) unterschieden sein, wie F(a, aj), und man findet 
diesen Unterschied nach $. 8. 

Ist F(a,a,) ein Kettenbruch von der in S. 11. angegebenen Be- 
schaffenheit, so ist jeder spätere Náherungsbruch dem wahren Werthe 
näher als ein vorhergehender, folglich wird auch die entsprechende Reihe 
sich dem wahren Werthe desto mehr nähern, je mehr Glieder dersel- 
ben **) man zusammen nimmt, das heifst: die Reihe wird convergiren. 


*) Einzelne hierher gehörende Fälle, wie z. D. F (1:1 4-1:24-2:3 ete.) = F(2:2-1-3:3 etc.) 
hat schon Euler auf verschiedenen Wegen gefunden. 


**) Und die hierdurch entstehenden Werthe werden abwechselnd grófser oder kleiner 
als der Werth der ganzen unendlichen Reihe sein (§. 11.). 
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Der Unterschied der aufeinander folgenden Nüherumgsbrüche wird immer 
kleiner, je weiter man in der Rechnung fortgeht, folglich wird auch der 
Werth der Glieder in der Reihe immer unbedeutender. 

Zur Erläuterung diene folgendes Beispiel, welches zugleich zeigt, 
wie man durch solche Verwandlangen den Werth eines Kettenbruchs 
finden kann. 

Es sei der Kettenbruch 7P(1:1-1-1:1-F4:1 --9:1--16:1 ete.) 
(wo die Theilzähler die Quadrate aller ganzen Zahlen, die Theilnenner 
alle — 1 sind) gegeben, so ist a» — 0, a, = I aa au eec nis 
0,5, 0, = 245 M, b, = 13 b, 15 b==4;.... 0, = (m— i)? und 
F(a,a,) == 1—3--i&— Hee do—i-d-i— i... Dies ist bekannt. 
lich der Anfang der Reihe, die den Logarithmen von 2 ausdrückt; dafs aber 
der gegebene Kettenbruch wirklich — log? ist, Mifst sich, wie folgt, zei- 
gen. Es ist allgemein a,, a,, = 2,,.0,, nga 0,4, 0,4 Ama ($. 8.), also im 
vorliegenden Falle a, , 4,, = a, , a,, ,4- (zo —1)y (a,,a,,-.)» Ist daher a,, a," 
= (m—1)(a,, 4,2), so ist auch a,, a, — 7.a,, a,, ,; nun ist aber wirk- 
lich 0,,a,223.0,,0,2 3.25 a, — d.a, a4 == 4.3.2, also überhaupt 
0,505,272 1.2.53....71. Das mte Glied der entstehenden Reihe ist alse 


Nes AE b, Res de Un Hs 1427.97. v0 AN abs. i 
ml. dE Ue per er cmm seme rea aedi t perna AB NP ISTA 1 9 3 MIU CHE \2 — A. 5 8 
€, ? Am e a, 3 Gy; ( e te... rn } + x m 


welches auch das m'* Glied der Reihe, die den log? ausdrückt, ist. 
Wäre der Kettenbruch F(1:1-L-1:2-F9:2--95:2 ete.), wo die 
Theilzähler vom zweiten an die Quadrate der ungraden Zahlen nach ihrer 
Folge, die Theilnenner vom zweiten an, alle — 2 sind *), gegeben, so hat 
man hier 5, — 1, 5, — 1, b,== (1-]-1.2y, b, — (1 -++2.2% und allgemein 
b,, = (1 + m— 2.2) = (2:2 — 3y.. Ferner ist a — 0, a,22 13 a,,0, 23; 
d,, 057 9.95 0,, 0, = 9.9.75... . 5 allgemein ist, weil a, == 2 und 5,, = 
(22m-—3f,3,,a,2-2.a,, 0, +(2m—3).a ay. Ist daher Os Am 
—(2m-—3).4,,48,.,, 80 ist auch a,,G, = (27Ó—1).0,,0,,.,5 nun ist 





*) Bei dem häufigen Gebrauch solcher Keitenbrüche, deren Theilglieder einem 
bestimmten Gesetze folgen, wäre es gut, sie durch eine besondere Bezeichnung anzu- 
deuten, durch die das Gesetz sogleich erkannt würde. So z. B. könnte man den vor- 
liegenden Kettenbruch durch E F]i:1+(2x-+1)?2:2] andeuten; eben so könnte der 


Kettenbruch F(1:1-]-1:44-4:1--9:1--16:1 etc.) durch x F[í1:1-]-x^:1] ange- 


1—o , 
deutet werden, indem hierdurch gesagt wird, dafs man im ersten Falle für æ nach 
einander die Weribe 0,1, 2, 3, .... im zweiten die Werthe 1, 2, 9, .... setzen soll. 
Crelle’s Journal d. M. Bd. X. Hft. 2. 29 
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aber @,, 0, 232; 4, 0, == 9.0,, 0,5 Go 04,75 7.0,, 05; also überhaupt c,, «,, 
e23.5.7....(2m —1); das 71" Glied der dem Kettenbruch entsprechen- 


. . 3*.57*.... (2m —3) t - 
den Reihe ist daher t dila nA. ——, und die ganze 


2m-—-1).(3*.5 cuüümsciD* Tome 
Reihe = 1—4--i—2 etc, = T wo z die Ludolphische Zahl bedeutet, 
wie bekannt. 

Mann kann die Reihe (4.) auch in eine andere verwandeln, die 
nur positive Glieder hat, wenn man immer zwei auf einander folgende 
Glieder, deren erstes das + Zeichen vor sich hat, addirt. Die Reihe wird 
alsdann — 


a b, (a,, a,—b,) | b, b. b (0 abs. io 4) 
Y x ———— * 9 + * 


ads Q,, 0440,,0, 04,5, 
Andere Methoden, Kettenbriiche in Reihen zu verwandeln, wird das fol- 
gende Capitei darbieten. 

29. 

Jede Reihe. die unter die Form der Reihe (4.) gebracht werden 
kann, so dafs a,, 2, .... 0, b,.... ganze positive Zahlen sind, wird con- 
vergiren, weil mau jede Summe eines Theils ihrer ersten Glieder als den 
Werth eines convergirenden Ketienbruchs betrachten kann. Sind daher 
2,3,,X,, Y» Y,» Y» ganze positive Zablen, und man setzt y'.y 3-c,.mm, 
— A, so wird jede Reihe convergiren, deren 2, n +1", n +2“ Glied 


fs ge 7m .2c m .-o3o nm.XT, LC . Y 
bezüglich = ——, ——", 72 ist, vorausgesetzt, dafs das Vor- 
may YA A ‘Vues 4 -- xus y) 
zeichen des n-+ 1‘ Gliedes dem des n'^ und n--2'^ entgegengesetzt ist. 
(Die Fortsetzung folgt ) 


nn 
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11. 


Mémoire sur la résolution des équations algébriques dont 
les racines ont entre elles un rapport donné, et sur 
l'intégration des équations différentielles linéaires dont 
les intégrales paticuliéres peuvent s'exprimer les unes 
par les autres *). 

(Par Mr. G. Libri de Florence.) 





Lu à l'Académie Royale des sciences de Paris le 30, Septembre 1830. 





Lorsque Mr. Gauss publia (en 1801) sa mémorable découverte de la 
résolution des équations à deux termes, il annonça que sa méthode pouvait 
servir aussi à la division en parties égales de l'arc de la Lemniscate. Ce 
géométre celébre n'ayant jamais fait connaitre son analyse, je pensai, il 
y a quelques anaées, que la résolution de ce probléme pouvait offrir 
quelqu'intérét, et je m'y appliquai. Dans un mémoire présenté en 1825 
à l'Académie Royale des sciences de Paris, jexposai une méthode nou- 
velle, fort simple, pour résoudre les équations à deux fermes, ef pour 
trouver directement les ¢guations auailiaires. Jindiquai en méme tems 
de quelle maniére on pouvait généraliser ma méthode et l'appliquer à 
une classe d'équations algébriques qui comprennent celle d’où dépend la 
multisection de la Lemniscate. Le mémoire dont nous venons de parler 





*) On a averti les lecteurs de ce journal, tome 7. pag. 57., que le mémoire No. 7., 
qui commence 4 l'endroit cité, ainsi que plusieurs autres, qui suivraient, et qui ont 
Mr. G. Libri de Florence pour auieur, n'ont point ét publiés, Mr. Libri s'étant 
borné, à en faire imprimer À ses frais, en 1829, à Florence, un petit nombre d'exem- 
plaires, destinés uniquement à être distribués 4 quelques amis; que l'auteur a bien 
voulu permettre la réimpression dans ce journal de ces exellents morceaux: que d'au- 
tres mémoires inédits suivraient, et que, lorsqu'on serait arrivé à ces mémoires inédits, 
on en avertirait les lecteurs. 

Les mémoires No. 7., 15. et 25. tome 7., No. 3. tome 9. continué sous les 
numéro 14. et 20. du méme tome, puis le mémoire No. 21. tome 9., et enfin le mé- 
moire No. 26. tome 9. sont ceux qui ont été imprimés autrefois à Florence, et réim. 
primés dans ce journal. Le présent mémoire, qui était rosté inédit jusqu'à ce jour, 
s’imprime ici pour la premiere fois; il en sera de même des mémoires de Mr. €. Li- 
bri qu'on trouvera dans la suite. Note de l'éditeur. 
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est toujours resté dans les Archives de l'Institut, et doit paraitre dans le 
Recueil des Savans Etrangers *). 

L'ilustre Abel, dont les géométres regretteront toujours la perte 
prématurée, publia en 1829 un travail trés- remarquable sur une classe 
d'équations résolubles algébriquement, mais il périt avant d'avoir pu appli- 
quer son analyse aux belles formules qu'il avait déjà données pour la 
multiplication des fonctions elliptiques. II est inutile de dire qu'Abel ne 
connaissait pas les recherches que j'avais faites précédemment sur le méme 
sujet. Son génie n'avait pas besoin de connaitre les idées des autres, pour 


*) La résolution des équations à deux termes que j'avais trouvée en 1825, a 
peru dans un mémoire précédent sur la théorie des nombres. Quant à la multisection 
de la Lemniscate, voici un passage que Mr. Arago a bien voulu extraire de mon 
mémoire de 1825: passage qui prouve que à cette époque j'avais déjà résolu la classe 
d'équations dont je publie maintenant la résolution, 


„Institut de France; Académie Royale des sciences.” 


» Le sécrétaire perpétuel de l’Académie pour les sciences mathématiques certifie 
E ° . E . ° . 148 
„que ce qui suit est extrait du mémoire que Mr. Guillaume Libri a présenté à 
P? t 1 " . * > 9 
+»? Academie, le 13. Juin 1825, sur la théorie des nombres." 
* e [4 * . . e. LJ 
;, Soit proposée l'équation z"-—- 1 — 0, et soit s une racine primitive du nombre 
„premier »; si l’on exprime par r, , 7,, ere Tra, les n--1 racines de l'équation 
a — 
——7=0, il est clair qu'on aura 
ex > q 
n„„=n, T= I, r, =r, elc; 


„imaintenant si l'on suppose que l'équation a ta, x"7—,... -]-a, — OO a les m ra- 
COS r,, Fy . ... Tm telles, qu'en exprimant par p(y) une fonction rationnelle 
,quelconque de y, on ait toujours 
ot. =), r7 y(r), r,—9(r), etc, 
„on pourra encore résoudre completement l'équation x" a, rt... tan = 0 
(lorsqu'elle n'a pas de facteurs rationnels) en employant la méme méthode dont 
» Lagrange s'est servi (dans les notes de la II* édition de la Résolution des équa- 
>, lions numériques) pour résoudre l'équation à deux. termes.” 
» Certifié conforme 
‚a l'original déposé dans les archives. 
E p 
J. Arago.” 
| On verra dans la suite de ce mémoire, que c'est précisément par la méthode 
da Lagrange, que je résous les équations dont je m’oceupe ici. 
Paris le 7. Aout 1832, d 
Guillaume Libri. 


_ Le rédacteur du présent journal a eu sous les yeux l'original du dit certificat, 
qu: alleste que, dans les objets dont il s'agit, la priorité des idées appartient à Mr. 
Lib ri. D’an autre cote il a aussi la conviction la plus intime, fondée sar sa con- 
paissance détaillée des travaux de Mr. Abel, que celui-ci n'a pas eu la moindre cou- 
uaissence des travaux antérieurs de Mr. Libri sur les mêmes objets. 


Note de i’éditeur.. 
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faire des découvertes, D'ailleurs la diversité de nos méthodes montre 
assez que nous avons travaillé indépendamment l'un de l'autre. 

A l'époque à laquelle jai entrepris premièrement ces recherches, 
on ne connaissait pas encore les nouvelles formules d'Abel pour la trans- 
formation des fonctions elliptiques. Je suis done parti des équations, que 
Fagnani avait trouvées le premier et dont Euler s'était occupé sans pou= 
voir les résoudre, et qui servent à la multisection de la Lemniscate, Jai 
montré que par la nature méme de leur formation, ces équations sont 
décomposables en plusieurs facteurs rationnels, chacun desquels sert à la 
division de la Lemniscate en un nombre différent de parties ; et j'ai prouvé 
que dans chaque facteur les raeines ont entre elles un rapport donné. 
La multisection de la Lemniscate m'ayant conduit à considérer des équa- 
tions dont les racines avaient entre elles un rapport donné, j'ai généralisé 
ensuite la question, et jai supposé que ce rapport était quelconque. A 
l'aide de la méthode par laquelle Lagrange avoit résolu, aprés Mr. Gauss, 
les équations à deux termes, je suis parvenu à résoudre complètement les 
équations dont toutes les racines peuvent s'exprimer rationnellement par 
une seule d'entre elles. Si les racines ent des rapports donnés entre elles, 
sans qu'on puisse cependant les ramener toutes à étre des fonctions d'une 
seule, alors en général le degré de l'équatiou proposée pourra étre abaissé. 
On dos observer qu'il n'est pas nécessaire que le rapport existant entre 
deux racines soit linéaire par rapport à une racine et rationnel par rap- 
port à l'autre, comme Abe! l'avait suppesé. Ce rapport peut être aussi 
exprimé par une fonction irrationnelle des deux racines, et dans un grand 
nombre de cas la résolution s'effectuera de la même manière. Cette géné- 
ralisation n'est pas une vaine spéculation; elle m'a été indiquée par la 
question speciale qui m'avait occupée d'abord. Car dans l'équation de 
Fagnani, les racines sont liées entre elles par une équation qui, quoique 
très simple, contient des radicaux. D'ailleurs de cette manière on parvient 
à résoudre une classe d'équations qui échappaient aux méthodes connues, 

Dans le problème qui m'avait occupé dabord (la multisection de la 
Lemniscate) c’est d’après les rapports existans entre les racines qu'on for- 
mait l'équation; mais ordinairement c'esí l'équation qui est donnée, sans 
que l'on sache s'il existe des rapports entre les racines, MH était donc né- 
eessaire de pouvoir reconnaitre @ priori l'existence de ces rapports, d'a- 
prés la forme et les valeurs des coeíficiens de l'équation proposée. J'ai 
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cherché, par couséquent, pour chaque degré, quelles étaient les équations 
qui admettaleut des rapports rationnels entre leurs racines: et j'ai déter- 
mind les conditions auxquelles doivent satisfaire les eoefficiens de ces équae 
tions afin qu'elles soient rósolubles par les principes précédens. Ces con- 
difions sont exprimées par des équations indéterminées qu'il s'agit de 
résoudre en nombres entiers. On voit que la détermination de ces con- 
ditions compléte la théorie qu' Abel a publiée: car il n'avoit fait quindi- 
quer une propriété des racines qui rendait résolubles les équations dans 
lesquelles eile se trouvait, mais (pour compléter la résolution de cette 
question) il fallait déterminer vice versa, quelles étoient les équations 
dont les racines jouissaient de cette propriété; et c'est ce que j'ai fait dans 
ce mémoire. | 

Les racines des équations, dont les coefficiens sont des nombres 
rationnels, doivent avoir de tels rapports entre elles, qu'en les élevant 
toutes à une móme puissance queleonque, leur somme soit toujours une 
quantité rationnelle. On peut satisfaire à cette condition de différentes 
manières: en les discutant sucoessivement, je trouve la résolution d'une 
classe assez générale d'équations algébriques, et plusieurs théorèmes nou- 
veaux sur la comparaison des diverses puissances des racines irrationnelles 
des équations. Puis jindique les conditions auxquelles les coefficiens 
d'une équation numérique doivent satisfaire, afin que ses racines puissent 
être déterminées à l’aide d'autres équations de degrés moins élevés. La 
recherche de ces conditions conduit encore à des problemes d'analyse 
indéterminée. 

Dans la seconde partie de ce mémoire, je cousidére les intégrales 
particulières des équations différentielles linéaires, comme des quantités 
analogues aux racines des équations algébriques, et jen déduis une dé- 
monstration fort simple du Theor&me de Lagrange. Je donne une for- 
mule générale pour exprimer l'intégrale d'une équation différentielle linéaire 
(dont le dernier terme est une fonction de x) en fonction de ce dernier 
terme, et des intégrales particulières qu’aurait cette même équation, si son 
dernier terme était égal à zéro. Cette formule me parait utile pour ob- 
tenir l'intégrale cherchée sans effectuer les nombreuses éliminations suc- 
vessives qu'exige la variation des constantes arbitraires. Je montre ensuite 
comment on peut exprimer les coefficiens d'une équation différentielle 
linéaire en fonction de ses intégrales particulières, et je trouve des théo- 
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rémes analogues à ceux qui ont été donnés par Newton sur les rap- 
ports qui existent entre les coefficiens et les racines d'une équation algé- 
brique. Enfin je fais voir comment on peut intégrer, ou réduire au moins 
à des équations d'ordre moins élevé, Jes équations différentielles dont les 
intégrales particulières ont entre elles des rapports donnés. Ces conside- 
rations trouvent une application importante dans lanalyse de l'action réci- 
proque des corps semblables, soumis à des forces de la méme nature; et 
spécialement dans l'action mutuelle des corps &chauffes. 

J'avais eu l'intention d'ajouter ici une troisième partie, contenant 
l'application des mêmes principes aux équations indéterminées; mais comme 
ces recherches exigent de longs développemens, je réserverai pour un 
autre mémoire cette partie de mon travail, 


Premier article. 


Equations algebriques. 


Etant donnée une Lemniscate, on sait *) que pour la diviser en einq 
parties égales, on devra résoudre l'équation qui résultera de l'élimination 
d'une des inconnues, entre les deux équations 

Loa VUE), , Y=) 
1-zfi iu? 
En effectuant l'élimination et chassant les radicaux, on trouvera l'équation 
A = (2 + 202° — 26° 4+ 2024 HI, + 

46 (z* — 112% 4- 25 2® + 37 21° —37 27 — 25284 t12'—1) = 0, 
qui peui se réduire au huitième degré, en fesant 2* = v. 

Si l'on voulait diviser Pare de la Lemniscate en un nombre 2" +1 
de parties égales, on aurait à résoudre une équation en z, qui résulterait 
de l'élimination des inconnues entre les équations 


-2unY(t-u) „ .,22Y(1—2) — 2242) 

uico NEUE EC ven Me ne 
q 2 & 

On peut satisfaire aux deux équations (1.) en fesant == Lu‘, 

on tivera de cette supposition les deux facteurs 


(14-2) —4(1—2) 220; 2—22-F5--0; 








TEST 


*) Fagnapi, produzioni matematiche. 1750. 2 Kol. in dio. Tom. 1. p. 363. 
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qui diviseront l'équation Z = 0, laquelle prendra la forme 

Z = (B—22t 4-5) 4-625 — Ha + 522^ — 2629 — 12 2*1) = 0. 
Nous avons obtenu l'équation Z — 0, en éliminant & entre les deux équa- 
tions (1.), mais on aurait obtenu une équation de la méme forme en u 
ei l'on avait éliminé z entre ces mêmes équations (1.). Il résulte de là 
que les racines de l'équation en u devront être égales aux racines de 
l'équation en z, et que si l'équation Z = 0 a une racine <* = 7%, elle en 


1 all ı „AN 
i0 eere Lorsqu'on suppose 
(14-7?) 


devra avoir aussi une autre de la forme 
que cette seconde racine soit égole à la premiére, on a l'équation 
(1 49 — 16 (1 — 75, 
qui donne les deux facteurs du huitième degré que nous avons déjà trou- 
vés, Mais si l'on suppose qu'elle est différente de la premiére, alors on 
a le rapport «Lu d6r(f—r* 
2 nr de 
qui doit exister entre deux racines zzz 7,, z=r, du facteur 
z^ -- 52 22 — 26 8 — 12 z^ -- 1 = 0. 
En général on voit comment on peut appliquer les mémes prin- 
cipes aux équations (2.) qui donuent la division de la Lemuiscate en 2"4-1 
parties égales. 
Si au lieu des équations 
2uvV (1—*) 22V (1 —<x*) 
au icr: IESU NE RUE UT FER DU 
on considère en général les deux équations simultanées 


zc Q(x), © = Q(2), 
on aura en éliminant: 
&-—0(0(2), «= P(P(x)); 
et il est clair que l'on pourra faire + = D(z), x = Pix), et que l'on aura 
Q(Q(x))—s = ($()—2) FG) = 0, 
Q(Q(x))—a = (0(x)—2x) Fi(x) = ©. 

YI faut observer ici que dans l'équation F,(z2)=0, ou FL (x) = 0, 
gil y a une racine z —7,, il y en aura toujours une autre z — 7; de la 
forme 7, == (rj). 

Etant données les deux équations — 

z= (x, z-F) 
si l'on a en général Q(F(x)) = F(P(x)), on aura d'abord les deux équa- 
tions z— Q(x), z= F(z), qui devront diviser l'équation z = Q(F(z)), et 
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puis l'équation eG):  _ 5 
(piz)—z)(F(z)—x) 
sera telle qu'étant donnée une racine s==r,, il y en aura toujours une 
autre 0 z — r, telle qu'on ait r, = Q(r)), et une troisième z — r, qui don- 
nera r; = Fir). | 
Si l'on avait les deux équations Q(x, y) = 0, 20; +) == 10Nonten 
déduirait deux équations de la forme y — ix), x — «4 VON et on serait 
dans le cas que nous avons déjà considéré, 
Il faut observer que tout ce que nous venons de dire, est vrai 
quelle que soit la forme des fonctions @ et F. 
Maintenant nous allons voir comment on peut résoudre lé quation 
I (20% 
Lagrange a démontré *), que si l'on représente par x,, x, ..., x 
les zn racines de l'équation 
X = x"--ax"....-d-x,—0, 
et par 1, e, u,.... a", les m racines de l'équation y?— 1 008 
pourra exprimer les racines de X — 0, de la maniére suivante. 


#12 $ 


D'abord on considérera la fonction 
= H+ aH, tern... tatin, 
qui est une fonction invariable des quantités 
ATRIDES) COME SEE N edad 

et dans laquelle, par conséquent, le résultat des permutations des racinés 
%i3 X2, 33, ee +. etc. entre elles, sera le même que celui des puissances 
de 2 entre elles. La quantité ¢ est ce que Lagrange appelle /a racine 
de l'équation résolvante, 

il faut observer que «/ sera le résultat des permutations simulta- 
nées de a, en »,, de x, en x, a... et de x,, en x, à cause de 2” — 1, 
De méme c^: sera le résultat des permutations simultanées de x, en UE 
de x, en &,, et ainsi de suite. Donc si ¢ est une racine de l'équation 
résolvante, les produits at, &^/, #t,....a” 7, seront aussi des racines 
de la méme équation. Par conséquent une équation de la forme 

P= UA.,49'....--24,-0, 

dont les racines fournissent les valeurs de /, ne devra pas changer en y 





Lu 


n" Mémoires de Berlin pour lannés 1/70. Trailé de Is résolution des équations 
numériques 24 édition. Note 12. 


Crelle’s Journal d. M. Bd. X. Hit. 2. 243 


174 11. G. Libri, remarques sur la resolution des équatious algébriques. 


changeant ¢ en at, ten «'t, £ en et, et ainsi de suite. D'où il est fa- 
cile de conclure qu'elle ne devra contenir que des puissances de t dont 
les exposaus solent multiples de 7, à cause de a” = 1. Par conséquent 
ai dans l'équation F'z 0, on fait /" —0, on aura une équation en 0, dont 
los racines seront les différentes valeurs de 9 résultantes des permutations 
des racines 2, Xs) ose %m, entre elles, Maintenant à cause de 2” = 
c"... 1, l'expression de 0 sera de la forme 
= te tiere ta Ens 

dans laquelle les quantités &, Eis Es +++ eto., seront des fonctions in- 
connues de 2,45, 2,5 eee» etc. qui auront en général la propriété d'être - 
invarisbles pour les permutations simultanées de x, en x,, de x, en x; 
et de +, en x,; puis de x, en 25, de x, en x, et ainsi de suite. 

Les quantités Eu, Eu £i, etc. étant connues, on aurait tout de suite 
les valeurs de 2,5 2, X, etc. Car puisque (zz:", ona £— 8, et si 
on dénote par 1, @, B, y, etc. les racines de l'équation y" —1 — 0, et que 
Von représente par 4,, 0, @,, etc. les valeurs de 0 qui répondent à la 
substitution successive de 1, «, B, y, eto. à la place de a dans la valeur 
de 0, on aura (à cause de f= à tan, eee + 47-7 x,) les équations 
suivantes ee 
H+ nr Korsett Em = Us 
no, ax mass oo mim vd» 


niet Bar, + Ba... + Em 31%m = y 5s 


vd. erc CLOS 


qui par addition donneront 

We m p. en 

LAS Vi AL ra On 
m ? 

et par suite on obtiendra les autres racines. 

Maintenant soit proposé de résoudre l'équation - 


A; ono um m». LT so +x+1i = 0, 
du degré m, en supposant que m 4-1 soit un nombre premier, Si l'on 
représente pat 7 l'une des racines de cette équation et par a lune des 
racines primitives du nombre premier m-+1, il est clair que toutes les 
racines de léquation X,==0 seront exprimées par les quantités 


d, 


mand 


2 
RO LE 3 


! 
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et si l'on compare l'équation X, — 0, à l'équation X — 0, que nons avons 
considérée préoédemment, on devra, dans la valeur de 
t= tar... + a" lx,, 
substituer r au lieu de x,, r^ au lieu de x,, r^ au lieu de rs, et ainsi de 
suite, et l'on aura 
zrdlar-- ar eue + ant epe 
« étant Pune des racines de l'équation y" — 1 — 0, 

A présent si l'on fait 0 — 7", et que dans le developpement do 
t" on rabaisse les puissances de « et de r au dessous de «” et de + 
par les équations «7 — 1, r”+' — 1, en ordonnant § par les puissances 
asoendantes de c, on aura l'équation 

= fhabtak,.., Hair, 
dans laquelle les quantités &, &, £., ete, seront des fonctions rationnel. 
les et entiéres de r telles qu 'elles ne changeront pas par la substitution 
de r^ à la place de r, de r^ à la place de r^, de r à la place de r^, 
et ainsi de u ou bien (ce qui est la même chose) d'abord par la sub. 
stitution de r^ à la place de r, et puis par celle de r° à la place de r et 
ainsi de suite, 

Maintenant, toute fonction rationnelle et entière de r dans laquelle 
Di 1, pe toujours se réduire à la forme 

AM Br- Cr ,. us. + Nr, 
(les Panties 4, B, €, seo. IV, étant des nombres donnés indépendans 
de r); mais comme les puissances r, 7^, ,,,, 7” , peuvent étre représen- 
tées, dans le cas actuel, par les puissances r, 7", T > etc. (quoique dans 
un autre ordre), il en résuite que toute fonction £, rationnelle et en- 
tiere de r, pourra se réduire A la forme 
£z A+ Br+Cr 4540+ NP, 

en prenant pour 4, B, €,.... JV, des coefficiens quelconques indépen- 
dans de r. 

A présent si l'on suppose que la fonction £ représente l'une quel. 
conque des fonctions &,, £,, £, etc. comprise dans la valeur de 0, on 
sait qu'elle doit rester la méme en y substituant r^ à la place de r; et il 
faudra que l'on ait (en opérant cette substitution) : 


E — A+ Br? 4. Cr* $509 + Nr, 
d'où l'on déduira 


B= C, C= D, D=E, esa? N eB, 
25 
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et par suite 


= AL Bert ebr” Er) 


E=A+Br+r.... tr) = A+ Bs, 

(en appelant s la somme des racines de l'équation zx”! ,,.. 
... c x10), ce qui donnera s— —1; et les quantités £,, £,, &, ete. 
qui entrent dans la valeur de § seront toutes de la forme 4+ Bs — A—B. 

Les coefficiens 4 rg B se déterminent par le développement ac- 
tuel de la fonction 9 = {”, et puisque les quantités Es £i, &, etc. com- 
prises dans la fonction 1 ; sont toutes de la forme 4—B, elles seront 
toutes connues immédiatement sans dépendre d'aucune équation (exceptée 
l'équation y" — 1-0, qui est semblable à l'équation proposée, mais de 
degré inférieur). De sorte qu'en indiquant par 1, 2, Q, y, etc. les ra- 
cines de l'équation y"— 1-0, et par 6, m 9,, etc. les valeurs de 9 
qui répondent à la substitution de ces racines à la place de a, on obtiendra 


VOLVO -- Y^, et VO 
m e 


et enfin 


Da 


Ayant trouvé la valeur de la racine r, on aura toutes les autres par les 
MI—I 


puissances r^, a, es 77 , et l'équation x7*!— 1 — 0, sera résolue 
complètement à l'aide de l'équation y" —1 — 0. 
En représentant par r,,r., r5, .... lm» les m racines de l'équation 
LU Ae ee + a totic 0, 
on à vu qu'elles pouvaient toutes se représenter par la série 


2 m—1 
y Ad a 
ry; 3 } 1 >) 7 1 3 see eo hs 3 


dans laquelle a est une racine primitive ul nombre premier m--1, on 


aura par conséquent 
By Pis ls eee Dym 
et on a montré comment l'on pouvait trouver toutes ces racines. A pré- 
sent si en généralisant cette question, on suppose qu étant proposce l'équation 
O(a) = X= a+ ax... +24, = 0, 

(qui n'a point de facteur rationnel) et qu'en indiquant ses racines par 
lis los van. 7, elles soient liées entre elles par les équations 

m=O), Ps = Qr), eee eru m 9), = Q(rs), 
dans lesquelles Q(r, exprime en général une fonction rationnelle et en- 

\ 


tiere de r,, nous allons voir que par une méthode analogue à celle dont 
Lagrange s'est servi pour résoudre l'équation x" x"-*,,., Ex 1 — 0, 
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et que nous venons d'exposer, on pourra trouver toutes les racines de 
s T . 
l'équation T ss 0) 


En effet si l'on répéte le raisonnement dont neus nous sommes 
servis pour la résolution de l'équation x" + x"^7....-- x--1— 0, on 
trouvera que la fonction 

t= nm tan... ar, 

deviendra (pour le cas de l'équation X, — 0) de la forme suivante: 

ES ndsQp)-de9(0(rn).... ta” 0(9( ...oir))....), 
et si l'on fait pour abreger 

(n) — €,(r0, POC) = Paris 0(0(9(00) = Orv, 
et ainsi de suite, on trouvera : 
ES 209:(r0- € Pri) oo 00 fa" 0, (0, 

a étant l'une des racines de l'équation y"— 1 — O0, qui est toujours réso- 
luble d'aprés ce qui précéde. 

Maintenant si l'on fait 0 — /", et que dans le développement de ¢” 
on rabaisse les puissances de « au dessous de a”, et les puissances de 7, 
au dessous de r”, à l'aide des deux équations &" — 1, (rj) 20; « aura, 
en ordonnant @ par les puissances ascendantes de «, l'équation 

fi & tek T€»... + QURE 

dans laquelle les quantités £j, £, &, + + + + &n-1, seront des fonctions ra- 
tionnelles et entiéres de r, telles qu'elles ne changeront pas par la sub- 
stitution de Q,(rj) à la place de r,, de @,(r;) à la place de Q,(rj), de 
@;(r1) à la place @.(r;), et ainsi de suite; ou bien en général on pourra 
dire que ces fonctions ne changeront pas par [a substitution complete de 
Q,(rj) à la place de Pr,, et qu'elles ne changeront pas non plus en met- 
tant Q.(rj), ou Q,(r), à la place de r, et ainsi de suite. 

A présent, à cause de l'équation (rj) = 0, il est évident que d'une 
fonction rationnelle et entiére de r, quelconque, on peut toujours éliminer 
toutes les puissances de r, supérieures à 77, et qu'elle pourra se réduire 


\ 
a la for y. | 
: puc A+Br+Cr + Nr; 
on aura pas conséquent les équations 
n= Q, (rs) = 4, + B, ri + C Peeve ane IY, ee 
r= (n) = AL, FB AO rr... Ir, 


LA v La e e. 


Py = ,(ri) = A,+Burı # Car? eee Ply ry 


LÀ . e ce e €. LJ * 
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Mais comme toutes les racines 7,5 r,, ^, ete. sont inégales, puisque par 
hypothèse l'équation X, — 0, n'a point de facteur rationnel, on ne pourra 
pas avoir deux de ces équations dont les coefficiens soient ógaux. Alors 
en considérant chacune des puissances r,, r1, ri, .... r7, comme des 
inconnues différentes, dans les équations précédentes, il est clair que par 
l'élimination on obtiendra 

libre A, +B, 9, (rs) +6,9.(71) - - ois + N.0, (ris 

r = A TBO (r) FOLD. (71) ooo NO, 


et par conséquent toute fonction £ ratioonelle et entière de r, pourra 
s'exprimer de cette maniére: 


E t4 40:0) À 65070)» bn Dm (ie 


Si au lieu de la fonction £ on prend une quelconque des fonctions 
Ej, Eee. E77, qui doivent rester les mêmes en changeant r, en Pı(rı), 
on trouvera les deux équations 


& = t + £0, (7) + 59 (ros. + En Om (nr, 
E = ERED) + 50:0). 60i (Ti) 
d'où il résulte 7, ttn, f£, — fs, etc. et par suite 

Es == tars) + Par) 0 0 Fe) = t—52, 
car (Pr) Hire se. + 9. (r)) exprime la somme des racines de l'é- 
quation X,-— 0, et par conséquent est égale à — 2,. On trouvera de 
méme pour &, &, etc. des valeurs semblables; et l'on aura les valeurs 
de t—t,a, par le développement actuel de Is fonction =”. — Meinte- 
nant si l'on appelle 1, a, B, y, etc. les racines de l'équation y"—1 — 0, 
et par 9, 0,, 0, etc., les valeurs de 9 qui répondent à la substitution 
de ces valeurs à la place de a, on aurra 


P aa "EVO Mp DATI 
FLN Sue | AE Te "ne DT 


et l'équation X, — 0, sera complètement résolue, car toutes les autres ra- 
cines se déduiront de celle-ci à l’aide des équations = (1), = 
Q.,(r,), etc. 


Nous avons supposé que toutes les racines de l'équation X, =0 
étaient liées entre elles par un méme équation r, = Q (rj), rs — (72) etc. 
Mais si cette condition n'était pas remplie, et que cette relation n'existát 
qu'entre quelques unes de ces racines seulement, l'équation proposée aurait 
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un facteur rationnel, qu'on pourrait trouver aisément en cherchant une 
transformée X,-—-0 telle que ses racines fussent des fonctions Q des ra- 
cines de l'équation .X, — 0, Car il est clair qu'en cherchant le plus grand 
commun diviseur A = 0, entre X, = 0, et X, — 0, l'équation A=9 ne 
contiendrait que les racines liées entre elles par le rapport r, = $ (rj), 
r,-- Q(r), etc., ei pourrait se résoudre complètement par la méthode 
précédente. En général si toutes les racines d'une équation algébrique 
peuvent étre exprimées rationnellement par l'une d'elle, de meniére qu'on 
ait, par exemple: 
r, zm (r)r ze(n).... 
n, = f (rj), ream f (reece 
r, = (Ti) ram (ri) see 
on pourra toujours décomposer l'équation proposée en autant de facteurs 
rationnels qu'il y a de fonctions Q, f, , etc., à l'aide d'une équation dont 
le degré sera égal au moiudre nombre de racines qui entre dans une des 
periodes las Ty , etc. 
Psy Tet Ce 
Try l'ipio OlCe 
que nous venons de trouver. 
Soit X, — 0, une équation du degré 2 — mp, et soient 
Pere st TESTS ae ET ut) 
EL 0 € o Tags 
Sy (SUP «fen se! ars lies CCCs, 
ses racines, de maniére que l'on ait 
r,==Q, (r3) r,zz Q, (712) = QD, (rs), cove Py = Qi (maa) = tr ‚= O(r,,), 
Pmt = PP) Tos == Pi (Amtal eevee ete. 
(en exprimant toujours par €, une fonction rationelle et entière) mais de 
sorte qu'aucune équation semblable ne puisse exister entre les racines des 
différens groupes. Alors on cherchera une transformée X, = 0, telle que 
les racines soient égales à à la somme des racines de X, — 0, prises m à 
la fois. Et en même tems on cherchera une autre transformée X,= 0, 
telle que si l'on fait 
OYA DY APY) oct Only) = FD 
les racines de X, = 0 soient une fonction 7 des racines de l'équation 
X,=0. Les deux équations X, — 0, X, — 0, auront un facieur vom- 
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mun D du degré p, et en fesant D — 0, les racines de D — 0 fourni- 
ront la résolution complète de X, — 0. Car à l'aide des racines de D — 0, 
on pourra décomposer l'équation X,=0, en p équations du degré m, 
qui auront pour racines 

n, 1000, €: (rshs ses Oscar), 

Puis Qi (mass Pa (Pati) sous Qui (na); 

ET CU mo M o 
et ces équations pourront être résolues de la même manière que l'équa- 
tion X, — 0 que nous avons considéré précCdemment. 


Si dans l'équation que nous venons de résoudre, les périodes des 
racines n'étaient pas toutes composées d'un méme nombre de m termes, 
l'équation proposée aurait des [acteurs rationnels qu'on pourrait trouver 
séparément, | 

L'analyse précédente montre comment Ton peut résoudre les équa- 
x . E "ILE é . , = 
tions qui résultent de l'élimination des inconnues entre les deux équations 
O (x,y) == 0, Oiy e) == 0, et on déduit de la méme analyse la résolution 


ef 


compicte des équations (2.) (que nous avons considérées au commence- 
ment de ce mémoire) desquelles dépend la division en partics égales de 
Parc de la. Lemniscate 

Nous avons suppose dans tout ce qui précéde, que la fonction 
® ou D, qui exprime le rapport entre deux racines, est une fonction 
entière: mais si elle était fractionnaire, on pourrait (pourvu qu'elle restát 
rationnelle) la réduire toujours à une fonction entière, en multipliant le 
pumérateur et le dénominateur par un polynome convenable *). 

Nous avons vu que si x-—7, et x — D (r;) divisent l'équation 

X, = a+axt +4 = 0, 
sa résolution se réduira à celle d'équations de degré moins élevé. Main- 
tenant supposons que l'équation A, = 0, ayant une racine x —7,, ait 
aussi un. diviseur de la forme 
z" + FL(r)a By) ge" eee FL) = YO; 

(les fonctions /,, Fa, . . En étant des fonctions rationnelles et entières de r,), 
et supposons encore que lon ait 7 — ma, et que Pon puisse diviser l'é- 
quation X, = 0 (du degré n), en a facteurs semblables de la forme 





*) Lagrange, résolution des équations numériques 24°, édition p. 216. 
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x" + Fy (ret oat FELD) 
x^ Pr) + ELO) 


il 
o 


e. . * . e * . e LÀ .* LJ 


TU 
x?" + F, (ram! cone d- duc (r,) = 0, 
dans lesquels les quantités r,, 73, .... r,, sont des racines de l'équation 
X,==0: si l'on cherche une transformée .X, — O0, telle que ses racines 
soient des fonctions F, des racines de l'équation .X, — 0; et si en fesant 
(rur) Sr F0)... F.(r)—F,, 
on cherche une autre transformée .X, — 0, telle que ses racines soient 
des fonctions p de deux racines quelconques de l'équation proposée, et 
en cherchant le plus grand commun diviseur entre X, — 0 et .X,— 0, on 
auroit le facteur commun À — 0, dont les racines seraient successivement 
LOOT ET AUS © BLOSS 

et qui serviraient à découvrir les valeurs de r,, 725 «+++ r, par le moyen 
d'équations de degré moindre que l'équation X, — 0. Car l'équation A = 0, 
est de degré inférieur à l'équation proposée, et la fonction £, (7j) peut se 
réduire toujours à ne contenir que des puissances de r, moindres que r^, 
à l'aide de l'équation "+ art... fa, = 0. 

Si l'équation .X, — 0, n'était pas décomposable entièrement en fac- 

teurs de la forme 
x" + Pirate bE Cr), 

on procéderait encore de la méme manière, et l'équation A= O0, serait 
toujours dun degré égal au nombre des facteurs semblables par lesquels 
elle pourrait étre divisée. Si F,,(7,. était ame constante indépendante de 
r,, on fera x — x,-- a dans le facteur 

a" dA Fx se + fur) = 0, 
et on déterminera & de maniére que le dernier terme contienne r,. 

En résolvant l'équation 

x" d F)x"...d Hy) = 0 
(dont nous appellerons les racines x= 5), $., .... $,), on trouve en 
général s,——/(rj); et comme en général f est une fonction irrationnelle, 
on voit qu'on peut résoudre aussi des équations dont deux racines ont une 
relation irrationelle entre elles. 

Etant donnée une équation X, — 0, du degré 7, qui n'ait pas de 
facteurs rationnels, on pourra toujours supposer que les coefficiens de 
cette équation soient des nombres entiers; car s ils étaient fractionnaires ou 
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irrationnels, om pourrait toujours les réduire entiers, Bans les problèmes 
aigébriques ce n'est que trés rarément que lon connait les relations 
qui doivent exister entre les racines; e£ même l'on ne sait pas si ces re- 
lations existent: mais l'on connait seulement les coefliciens et le degré 
de l'équation. Pour s'assurer si les méthodes précédentes peuvent s'ap- 
pliquer à l'équation X, — f(x) — 0, que nons considérons, on supposera 
que, 7, et r, étant deux racmes de cette equation, l'on ait 
Dinar) ex e sp ee TS elds vert Ol mede 
les coelliciens 05, €;4 eo.» 4,.,, étant donnés par des équations de la forme 


d H J 
bt bur ree fb $ 
mn gt — À 
€, HS Co Ceres FEL ur, 
e «« € e 9 9 a^ we co. e e. 


Dans les équations précédentes les plus grandes puissances de r, et r, seront 
rt et r77; car s'il y en avait de plus élevées, on les abaisserait à l'aide 
des équations f(r,) — 0, f(r2) = 0, qui résultent de l'équation f(a) = 0. 
Les coefficiens | 
bos b,, Sere E 


Cos C15 cee Cris 
-* ® * e e * *- 
peuvenf toujours étre supposés des nombres rationnels: car s'ils étaient 
irrationnels, on les rendrait rationuels. par des élévations à puissance et par 
d'autres moyens connus; et aprés avoir effectué les opérations nécessaires 
on pourrait encore, dans Péquation Q(r,, r;) 7 0, réduire les plus grandes 
puissances de 7, et de 74, à être moindres que r} et ;7, à l'aide des équa- 
tions f/(r,) — 0, f(r.) = 0. D'où il résulte enfin que l'équation DO (r, , r;) —0, 
ne peut confenir tout au plus que un nombre n* de termes. 
Maintenant si on élimine r, enwe f{r)==0, et (ri, rj) 2 0, on 
trouvera une équafion de la forme 
Dray Q0; Ai eveee Qua) = O, 
qui, à l'aide de l'équation f(r,) — 0, pourra se réduire à la forme 
An) = B, ar" #7 Baty cere + Br, + By Lx 0, 
et on cherchera pour B,, B,, B,, .... B, ,, les valeurs rationneiles qui 
permettent aux deux équations fi(rj)z— 0, f(rj--0, d'exister ensemble, 
er d'avoir un facteur commun. 
Les valeurs rationnelies de B,, B,,.... B, ,, serviront à déter- 
miner les valeurs également rationnelles d'a, 2,, c, ,, et pur suite à 


2 


dw 
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trouver les valeurs également rationnelles de du, bus anna by 15 Coy Cis vac 
(6 04,45 etc. On voit que cette détermination dépendra d'un probléme 
d'analyse indéterminée. 

Outre les équations dont nous venons de nous occuper, il y en a 
beaucoup d'autres qui peuvent étre résolues, et que nous allons considérer 
maintenant, 

Soit X, = 2" --a,2""-+ 0,2" .,..--+2,= 0, une équation du 
degré n à coefficiens rationnels; nommons 7,, r,, .... 7, ses 7 racines 
et soit 


snif 
8, = M Tn soso cl D, — = ET 
1 » | zen 2 


m t 
e [i LJ e e e e 5 2 a a r E 
zT 


ES = le ot TE er oe 2 Dos 


CAL 

On sait d'abord que toutes les quantités S,, 5,, .....5,,, sont rationnelles; 
mais cela peut arriver de plusieurs manières, Si parmi les racines r, x 
Po. «^ D, i y en a de rationelles, on les trouvera séparement par des 
méthodes connues; ainsi nous ne considérons pas ce cas. Mais en sup- 
posant toutes les racines de l'équation X,,== 0, irrationnelles, la quantité 
S, peut être rationnelle de deux manières. N’abord on peut supposer que 
parmi ces racines, il y en a un nombre p-7, tel que tandis quelles 
sont toutes irrationnelles, leur somme soit une quantité rationnelle; et 
puis on peut supposer que cela est imposible lorsque p «7, 

Dans le premier cas de p «2, on fera r,-+-r,....7,=2R, (R étant 
une quantité rationnelle quelconque) et on cherchera une transformée 
X,-— 0, de l'equation X, — 0, telle que les racines de X, — 0 soient la 
somme des racines de X, = 0, prises p u la fois; et il est clair que l'équa- 
tion X, — 0 aura au moins une racine rationnelle A, que Yon pourra trou- 
ver directement. A présent on cherchera une seconde transformée X, == 0, 
teile que ses racines soient égales à A moins la somme de p—3 des 
raciues de l'équation X, — 0, et il est clair qu'en cherchant le plus grand 
commun diviseur A entre X, == 0, et .X, — 0, l'équation À = 0 sera du 
degré p et aura pour racines les quantités rj, r,, .... r,. D'où il ré. 
sulte que dans ce premier cas, l'équation. proposée aura un facteur ration- 
nel du degré p que l'on savait déjà déterminer par les méthodes connues. 

24 * 
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Si la somme r Er ...+r, est toujours ume quantité irrationnelle 
forsque pn, tes méthodes connues ne sont plus d'aucune utilité; mais 
ii est clair que l'on pourra trouver encore la valeur de ry, vee - rn; 
iorsque X, == 0, au lieu d'avoir une racine rationnelle, a un facteur ration- 
nei du second degré, Alors l'équation X, —0 pourra être décomposée 
eu deux équations de degré moindre, à l'aide d’une équation de second 
degré. En général si le facteur rationnel de l'équation X, — O0, était du 
degré 7, on aurait décomposó l'équation X, — 0, em ¢ facteurs, à l'aide 
d'une équation du degré £. 

Cette théorie renferme la résolution des équations à deux termes 
de M. Gaufs: elle repose sur ce principe que les raeines irrationnelles 
d'une équation à coefficiens rationnels peuvent, avec leur somme, donner 
wne quantité rationnelle de plusieurs manières. 

f, En formant une quantité rationnelle par la somme de quelques unes 
d'entre elles seulement, 

Ib, En formant, par la somme de quelques unes d'entre elles, une 
quantité rationnelle d'un ordre donné; ou bien en formant une quan- 
tité rationnelle qui soit racine d'une équation à coefficiens rationnels, 
d'un degré moins élevé que l'équation proposée. 

IIb. En formant toujours par leur somme des quantités irrationnelles 
du méme ordre que l'équation proposée, 

Dans les deux premiers cas, l'équation X, — 0, pourra se réduire 
à d'autres équations de degrés moins élevés. 

Si l'équation .X,— 0, n'a point de facteurs rationnels, om pourra 
lui appliquer la même méthode dent nous nous sommes servis pour rame- 
mer l'équation X,==0, à d'autres équations de degré moindre. Et de 
méme au lieu de eonsidérer la fonction S,, on aurait pu prendre S,, S;, 
etc., et en général, une fonction quelconque des racines de l'équation 
X,= 0, peur tächer de déterminer la méme fonction d'une partie seule- 
ment des racines, 

On peut déterminer à priori quelles sont les équations à coefficiens 
rationnels dont la résolution peut se ramener à celle d'une équation du 
second degré, et de deux équations de degré moitié de celui de l'équa- 
tion proposée. La détermination des coefficiens de cette équation dépen- 
dent de la résolution d'équations indéterminées. 


w 
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Les priacipes précédens servent à résoudre un grand nombre d’e- 
quations qu'on ne pouvait pas traiter par les méthodes connues: on peut 
facilement les généraliser, et nous ne croyons pas nécessaire d'y insister 
d'avantage, 


Second artiele. 


Equations différentielles linéaires. 


Etant donnée léquation différentielle linéaire de l'ordre 7 
— à 


d'y END = 
Oy) = Fe basi ee FHY m9, 
à ccefficiens constans ou variables, si Pon désigne par y,, Vas... Yas 
les 2 intégrales particulières de l'équation (y) — O0, on aura en general 
yeCy,-FOÓv....-F Oy, Ces quantités yy, y;.... y, sont incon- 
nues; mais si l'on suppose que l'une d'elles (y, par exemple) soit connue, 
on fera y — y, f/zdx, (s étant une nouvelle variable) et en substituant 
cette valeur de y dans l'équation C(y) — 0, on aura 


ds dy, d"—z d" y, Y 
O(yfeda) = rer TL dr 
d'"—?z ar e 


Tuy, VEU Lapin TVs ever: dar. sda e Y 
ow sce e v merito in Par ste, 
days 
Mais dans cefte derniére équation la somme de tous les derniers termes 
équivaut à C (y) f: zdx, ei comme y = y;, satisfait à l'équation Q(y,) — 0, 


il en résulte que tous les termes multipliés par fd» sévanouiront, et 
en aura une équation én z, de l'ordre n—1, de la forme 


d'—z dy bee 
Oly, fzax) = Tr M eec = P" + etc. 
+ D er] ete. 


LZ . E] L . ? LÀ Li . . . . e LR . L] etc. 


en divisant par y,, et en exprimant par du, 5,.... etc. les coefficiens de 


TUR ai big dex. 


cats 
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ge de? 
+ oly, fzdz) = zit bee + bas = 0; 
d'où il are que si l'on Dir) une intégrale particulière de l'équation 
différentielle linéaire de l'ordre z, C (y) — 0, on pourra toujours la réduire 


à une autre équation linéaire a Oly, p z dx) =0, de l'ordre n—1. Et 


en répétant le même raisonnement on prouvera que si dans l'équation linéaire 
(D(y) — 0, de l'ordre z, on connait m intégrales particulières, on pourra 
toujours réduire l'équation Q (y) — 0, à une autre équation linéaire de 
l'ordre n—m. 
Soit proposé l'équation différentielle linéaire 
T'as n ly 
PY ta, TF py = 03 


si l'on fait y == zu, (z et u étant deux nouvelles variables) on aura 
d'z 


du d"— 
u FS + nta Es + etc. 
+ au Tat ete. = 0, 


Eu eto. 
F s d 4 . € # e 
et comme l'équation 7 Tz + eu — 0, peut toujours s'intégrer, il en résulte 


qu'une équation différentielle qui est linéaire méme dans les deux premiers 
termes seulement, peut se réduire à une autre équation du méme ordre 
dont le coefficient du second terme sera zéro. En général étant donnée 
une équation différentielle dont les premiers m-+-1 termes sont lingaires, on 
pourra toujours faire disparaître le terme m-+-1™ à l'aide d'un équation 
linéaire de l'ordre m; et si les zn ]-1 premiers coefliciens de l'équation pro- 
posée sont constans, on pourra toujours faire disparaître le terme 77 + 1"* 
Etant donnée Féquation linéaire 
; ny 
3 Fra... tay=X, 
dans laquelle X est une fonction de z, si l'équation 


d" z dz 
d x^ 4. Q1 dai a 96579 + 0,3 = 0, 





les 2 intégrales particulières z,, 22 +... 2, en fesant y=z/yıda, 
dans l'équation (3.), on aura une en de la forme 

(nu ly, x 

4, dart as dan May iio 


$2 | 


raaintenant ; equation 
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d'—lu 


+, 
rer tie Lm Tee u = 0, 


a les n —1 integrales particulières 


— (2), &) " =) 
dæ\z,/7 da iz}? °° ax . 


et en fesant dans l'équation (4.) y, = (s. =) f: yoda, Où aura une équa- 
tion de la forme 
d'—iy; d”~3 yz X 
aan ugue eee Sma Yo TA CNE 
Ft d'a Naa 


En répétant successivement des opérations semblables, on parviendrait 


* 


enfin à une equation de la forme 








7 € $& * 





d'où l'on deduirait erm 


yc (AE Sft 
(5 d 
ned "dr a (22 >) 


x 





ested 


(dans laquelle les signes d'intégration ip comprennent fous les facteurs qui 


les suivent) et cette dernière formule donne l'iniégrale generale de Léqua- 
tion différentielle linéaire 

d" pi! : | 

Ho: a * + “,¥ = ay 
en fonction des 7 intégrales particulieres de l'équation 


di Ur nr 
aul S quse + 0,2 — 0. 


Pour appliquer oette formule à um exemple, soit proposé l'équa- 
tion différentielle 


d'y 
OAS TA ed ad 
- d'z b = T A^ 3 A Bi 
l'équation — — z — 0, ales deux intégrales particulieres z; == e*, = e""; 
q dx 3 t 


et partant en substituant ces valeurs dans lexpression 
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= Xda 
y. — a fa Men 9 
nas =) 
on aura 


i: Vete feet md Le = «(2e da f m 


= efe a — f edat e* x — e* + 6;) 
x x c ’ 
= e( fae te dx(r—1) = 354 leo, 
=: 4,) on obtiendra NM d.d, — x, 





et enfin (en fesant C= mue 


qui est l'intégrale ES de l'équation proposée. 


Fi faut observer ici que si y = (x) est une intégrale particulière 
de l'équation 


dir 


S At X, 
. pU eee guy — 


et si zy m... 2, Sont n intégrales particuliéres de l'équation 
d" z d'os 
da^ Gy dar „eo + 4,3% —— 0, 


intégrale complète de l'équation (5.) sera y= C; =, + €, zat €,2, 4- OGL). 


"pee 


La valeur de y » nous avons trouvée précédemment 


yf) = | 2220 eee 
ante CES, (2) 


d a 


T fh 
A. is Ko e e$ e 6 
dx "da a(=) 





renferme 7 intégrations successives; ef quoiqu'on sache d'ailieurs (par la 
méthode de la variation des constantes arbitraires) qu'on peut toujours 
réduire y à ne contenir que des intégrales simples, cependant on ne voit 
pas, par l'analyse précédente, comment on parviendrait à ce résultat, Voici 
maiutenant comment on peut obtenir cette simplification, Soit, pour abréger, 


d (&) — du,, d\-—— | = d say 2. 
d 


^ } 


et ainsi de suite jusq'ut 
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Xda 
"LUN À ret LS o ER 
©; 
E NE =) 2102: 
À E . Zr DER LR 
+ dx xz, dx 722 
Q-- 


on aura 


E = fin fau finca ce finm fi feu fen, 


Li 
(en observant que chaque signe d'intégration renferme tous les termes qui 


le suivent); et par suite, en intégrant par parties, on obtiendra 


er = fau, fau. dünn... f du fau, (uu, — u,d uj) 
= du, de duree dus us (us t, fs du) — f d (u —fa,du,)) 


^ * t * L4 * é LÀ LI e ? e e . LJ . ° s LÀ ^? L4 2 e. e. 


et enfin 
(ns —f du, u) —f d (u,u, —fdu,u,)u, ). ; 
Br — fà (u, u, — f du,u,)u, —f d(u, u, ——f du, u,)u,)u Jed. 

fa ((C---(. u,— f du,u,)u, — fatu, u4— Sau u,)u,)u, 

— Sala, — f du, i.) n, — f d (a, u, — f du u,)u,)u,) li, en) us 
Lorsqu'on connait toutes les intégrales particulières d'une équation 
différentielle (qui n'a pas de terme indépendant de y) on pourra toujours 
former les Coefliciens de cette équation par des opérations analogues à 
celles qui servent à former les coefliciens des équations algébriques, en 


fonctions symétriques des racines. En effet soit proposée l'équation linéaire 
de l'ordre 7 


pe 


d^y d" y 
Y oL tas +. +a,y = 0, 


ct soient y,, Yır «+++ Yy,, ses 2 intégrales particulières, dont la somme 
est égale à y; si l'on fait yum y, Jf dx, on aura 


no] n— 2. A 

Der CULO + © fida 

dar! da * du^ fiw 
15-2» d'- -] 


j A? Ye f. lun 
aq CRE A POPE NT Ser A C 
Toni gare fp 852, ss 0, 


a’ 


a , * e » . L4 e e . e ^ * a e . 2 * ° 
+ 9, y: /5 d + 
2 / 


et comme la somme des termes multipliés par /zdx se réduit à zéro, 
Crelles Journal d. M. Bad X. HR. 2. 25 


ni 
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en divisant par y, léquation Y=0, on pourra la mettre sous la forme 


n—i + 


g'-z 
Z = peat dz seee + 013 == 05 


et on aura ? ore +-a,y,= b,y,; et par suite a, = — 22 + 6, Mainte- 


d y,dx 

nant l'équation Z — 0, a pour intégrales particulières les 7 — 1 quantités 
Pr 2 +), - (2), .... =): et si l'on répète sur l'équation Z — 0, 
la méme operation que nous avons faite sur l'équation Y == 0,. nous trou- 
verons 

AE ae =) VE 

Si dorer d 65) : 1° 

da a 


On trouverait des transformations semblabies pour c,, d, , etc.: mais comme 
les équations Y — 0, Z — 0, etc. diminuent toujours d'un terme, aprés 7 
transformations on parviendra à une équation dont le coefficient du second 
terme sera égal à zero, Alors la série des termes 2,, di, c,, di, etc. 
s'arrétera à ce terme là et on aura, en substituant, 











Ms. 
d d. P 
1 (n —2) ho uri herrea 
Ye ^ dx Ja 
| (1 —1) — 5 2) do 
ndy, dx 2 
6. Qs =o OO mn mn el CREE EN a etc, 
ydo 4 fry 2. 02 
da \y, 4 A Yı 
dx d y 
B 


Pour appliquer cette formule à un exemple, soit proposée l'équa- 

I diy 
tion de’ 
Ce, y, C077, D'abord on a # —2: et par suite, en substituant 
dans la formule précédente (dans laquelle il faut considérer les deux pre- 


miers termes seulement parceque il n'y a que deux intégrales particulières) 





— m^ y 2 0, dans laquelle si l'on fait y — y, -]- y», on aura y, = 


on aura: 
d^ y. d? Ge ener 
2dy, Hors (3) mes der TC C, 
des „det 4. (2) RONDA i Tn e Conn 
day, dz\ €, 
4 2 





et partant a, — 0; ce qui résulte de l'inspection de l'équation proposée. 
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Dans la formule (6.) on peut perrauter yi en y, et vice versa, car a, 
est une fonction symétrique des intégrales particulières: en fesant toutes 
les permutations et ajoutant les résultats ou obtiendra 





à dy dy (0 dy ) 
nta ums — 7 —t_ tn, eee = ne 
; idc usd Tr dx 





—( d (2) d (= (22) 
fda Mx Y. dc Mr, Jf , 
ne-1 CER RIS Mit —————— oe ett. 
a Cee MERCI jay 7 
dx y, day, 

— ete. 

et par suite en intégrant 
d fy, CAN € PA 


Jade  —log i. yi. y) (I) tog AC). 02)... dx 5) — ete. 

On pourrait obtenir par une analyse semblable tous les coefficiens 
Vi; y+... €, em fonction des intégrales particulières y,, y, .: .. Yu; 
et en général étant données 7 fonctions de x de la forme 

(MED Un C Re F, (x); 

on peut déterminer les coefficiens de l'équation différentielle linéaire de 
l'ordre 2 qui aura pour intégrales particulières ces z fonctions; et il n'exi- 
stera qu'une seule équation différentielle linéaire de l'ordre 7 qui satisfasse 
à ceite condition, comme il ny à qu'une équation algébrique d'un degre 
determine, qui ait 7 racines données. Cependant on peut determiner plus 
facilement les valeurs de a,, ;5, €tc., de la maniere suivante. — Si on 
élimine successivement les quantités 4,, 2, .... a, entre les z équations 





d^y ti RE y 

de gud ee + api = 0, 
d" y ay 

La TE eb aye = 0, 
® e . . . e o . . ^ A ji 
el" Yn d", 

"Ic (i au rac dy, um 0, 


& ) 2 d'y dy ^ 
considérant les différentielles dat? 4453 ete. comme des coefficiens con- 


nus, on aura la valeur de e, telle que nous l'avous déjà donnée, Pour 
déduire de là la valeur de a, i! est clair quil suffit ( dans Pexpression de 








; re hia À duty t DL e ve á d ^ EI en 
a,) de changer daa CO x et vice rsa, de meme que da 


n-2 ^ L © 
CN et wice versé; et ainsi pour les autres termes semblables en Yi: 
o 
2E 
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yis ess yai Sans changer aucun des termes qui contiennent d'autres dif- 
féventielles. On obtiendrait par des permutations analogues les valeurs 
de a,, c, etc. 

il faut observer que les intégrales particulières y,, yo, «+++ Yu Se- 
ront comprises dans l'expression des coefficiens @,, Ay, .. .. @,, sous la 
forme de différentielles logarithmiques, comme dans la formule (6.), pour 
faire disparaitre les constantes arbitraires qui se trouvent comme facteurs 
dans les quantités y,, y», +--+ ya, et qui ne doivent pas se trouver dans 
les coefficiens 2,, &,, .... Une 

Les quantités y,, yay «+++ Yrs Her Yn» forment une espèce particu- 
ère de fonctions symétriques: car non seulement on peut permuter ces 
quantités entre elles d'une maniére quelconque (comme les racines des 
équations alpébriques) dons Ja formation des coefficiens a,, @,, Q;, ete; 
mais en général on peut écrire au lieu de y, la somme ou la différence 
d'un nombre quelconque de ces intégrales particulières; et la valeur des 
coelfciens &, €, .... @, ne sera pas altérée. Ainsi par exemple dans 


T. PF 8 d* 3 € * 5 , ^ 
l'équation == = m° y, nous avons vu qu'en fesant y,zz CU, e"", y, zz Ce, 


on obtenait 





y,dao v RESTE : 
dx \ 


Mais si l'on fesait y, — C, e"* — e"*, y, C,e "*, on aurait encore, en 


= 


effectuant le calcul, 





d* ( 2) 
2dy dat M, 

i= — a ee opo i5 
y da T + (rs) 
do My, 


Ce nouveau genre de fonctions symétriques nous parait mériter l'attention 


des géomóétres, 
Etant proposée l'équation différentielle linéaire 
3 as Rm] 
T T d uv eee +2,y = 0, 
ai deux de ses intégrales particulières (y, et y, par exemple) sont liées 
entre elles de manière que l'on ait y, Q(y,j, on substituera QCy) à la 
nlace de v dans l'équation Y= 0, et l'équation 7, — O0 qui résultera de 


cette substitution, étant combinée avec l'équation Y = 0, servira à l'élimi- 


PT ee 


p 
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nation des diflérentielles successives de y de manière à n'avoir pour résul- 
iat qu'une équation différentielle linéaire du premier ordre, Ainsi par 
exemple si lon savait d'une manière quelconque que dans l'équation 
d'y 
dr 
lé . 1 * 1 sf * 
par l'équation Jos uon ferait y — — , dans l'équation F=0, ef on 
$ 


— y, ses deux intégrales particulières y, et y; sont liées entre elles 


obtiendrait 
dz 
qu SUO up "aS 0, 


ES 





Pao . d'y 
ei en éliminant j,; entre Y=0 et 


d'y _ 243” E ir 
da? ^ da? + and 


dy’ : 
22 > 
& d e D A ^ y # 
et par suite <2 Xy, ce qui donne enfin y==Ce**, et les deux inte- 


on obtiendrait 





grales particulières seront y,==Ce*, y,— C67, comme on le savaii 
d'ailleurs. 

En general étant proposées deux équations différentielles linéaires 
des ordres 7 et m que nous exprimerons par Y, -— 0, Y„==0, si Fon 
suppose qu'elles ont p intégrales particulières communes, on éliminera les 
différentielles successives entre Y, — O0 et Y, 0, et on obtiendra une 
équation différentielle linéaire Y, — 0 de l'ordre p qui ne contiendra que les 
p intégrales particulières communes aux deux équations Y, == 0, Y, == 0. 

Les rapports qui existent entre les intégrales particulières poure 
raient aussi étre exprimés par des équations différentielles linéaires et on 
pourrait encore réduire l'équation différentielle linéaire proposée a une 
équation différentielle linéaire d'ordre inférieur. 

Soient proposées les deux LOEO différentielles linéaires simultanées 


dy 
nr — ree Q; V, 
Y dx” nda CAL eoe 
d'v 
fe = ——z n m Ca 
7 is L4 LÍ ncm do 2 


il est clair quen éliminant yv entre ces deux équations, om aura uue 
équation différentielle incus du 4" X D sera de la forme 


Y = 27 44,71 Pap Las +4 x4. = 0; 


mais si l'on élimine y entre ces deux mémes Series on aura précisément 
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la méme I NA en t, 
Vi= 4 A +45 =; + 4, = + 4, = 0, 


d'où il résulte que les quatre Mets Bec dont la somme forme 
la valeur compléte de y sont les mémes que celles qui forment la valeur 
de v. Maintenant si l'on fait v — dans les deux équations /=a,y, 
Y = e, v, on aura les deux riim 


Y, = $2 + a, + (a,.@)y = 0, 
a” 


> ay " 
y= scs di. + (@,.0;)V = 0, 


dv 


da* 


eui serviront à connaitre deux des quatre intégrales particulières que nous 


cherchons. Quand mous aurons trouvé les deux intégrales particuliéres 
do l'équation Y, == 0, nous nous en servirons pour réduire l'équation Y, = 0 


au second ordre; et l'on voit que les deux intégrales particulières z,, z;,. 


de cette équation réduite du second ordre, auront entre elles un rapport 
exprimé par Péquation 
dE 


dz 
—4 + a = + 0,2 == a,2% 
dot. %dx d 5 3729 


et ce rapport servira pour trouver directement z, et z, à l'aide d'une équa- 





tion linéaire du premier ordre. 

On pourrait généraliser beaucoup ces considérations et 1 appli- 
quer à un plus grand nombre d'équations simultandes: mais nous avons 
le projet de traiter beaucoup plus amplement ce sujet dans un autre Mé- 
moire; d'ailleurs nous montrerons bientöt Papplication de ces principes 
à l'intégration des équations différenticlles qui expriment l'action réciproque 
des corps échauffés. 


nn RE LAAT Emm nn 


- 


———— ————— —— 
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12. 


Sur les intégrales de la forme ff 


deux polynomes entiers. 
(Par Mr. E. F. A. Minding.) 


dzP , 
VE, p et P étant 





Quoique l'objet de l'article suivant ne soit qu'un cas trés- spécial, choisi 
parmi une infinité d'autres dans un champ de recherches d'une immense 
étendue; j'espère cependant qu'il y aura des géoniétres qui prendront 
quelque intérêt à des dévéloppemens qui se rattachent aux théories ime 
portantes créées par le grand Abel, ces dévéloppemens fussent- ils móme 
restreints à des cas particuliers. Peut-étre dans quelque tems serai-je 
en état, de publier quelque chose de plus général sur la sommation des 
transcendautes à différentielles alg&briques, 

En conservant les notations mises en usage par lillustre fonda- 
teur de cette théorie analytique, je designerai par p un polynome rationnel 
et entier à coefficiens constans, et par ^, 91, 9, des polynomes de même 
espèce à coefficiens variables, toug ces polynomes étant ordonnés suivant 
les puissances d'une méme quantité variable x. Actuellement je me bor- 
nerai à traiter les transcendantes, qui se rapportent au système des équa- 


tions suivantes : 

1. y dp, 

2. RY tny-d My = 0 
En éliminant y entre ces deux équations, je trouve: 

3 Fr = 9+ SPH — PT tpg; = 0. 
De ces mémes équations on tire une expression rationelle de y, savoir: 
4 y m LEP LG, 
dos 7— 314, 
Soit « le dégré de Fr, par rapport à x, et désignons par z,, x), ... 
e+. x, ses p, racines, de sorte qu'on ait: 
30 Fa = d(r—x)(xr—a)ix—r)....(m—m,), 

4 étant indépendant de x. On peut supposer données un certain nom- 
bre v de ces racines, égal à celui des coefliciens indéterminés et variables 


dxP yn 
c—x 
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des mus Jos As es quil sera facile de déterminer convenablement. 
fl est à remarquer, que cette détermination ne conduit méme dans le cas 
le plus général qu'à des équations du premier degré par rapport aux coef- 
ficiens cherchés. Les racines restantes de l'équation Fx 0 seront don- 
nées en fonctions des y premières racines à l'aide d'une équation algé- 
brique du dégré a—v. Mais à présent je ne m'attacherai pas à suivre 
ies conséquences de cette distinction entre les racines de l'équation x =0, 
que je me. bornerai aussi à régarder comme inévales entre elles. 

On voit aisément, que chacune des racines x,, x, ,... donne une 
valeur correspondante de 7, qu'on doit, en suivant l'analogie, désigner 
par yi» yos eoe Yas 

Maintenant pour former une expression rationelle équivalente à 
l'intégrale proposée, différentions l'équation Fx — 0 par rapport à æ et 
aux coefficiens variables de 9, gs 92» La première différentiation sera 
designée par d, la seconde par 0, la dérivée de Fx par rapport à x seul 
par F’x. On trouvera: 

6 Kadett sin tra) — PH On p 9 99,) = 0. 
A l'aide de cette équation on pourra exprimer la fonction y dx, en subs 
stituant au lieu de y sa valeur donnée par l'équation (4.). On trouve: 
yda em 3 (95 9 Gob EPS G09 te) = pide Ep 294 QIC EPI 92), 
NU — 0) FX 
équation que nous exprimerons brièvement par 
802r 
Ex’ 
Cela posé je ferai voir que dx est une fonction entière par rapport à x. 
Mettons la valeur de (9,9,—9 92) 0x sous la forme: 
p Dong) = $0 PI D9] 190 vi E pto tl TPH: 89.499.090 


et substitnons dans cette expression au lieu de 7, sa valeur tirée de l'é- 


ydx = 


quation 3); nous obtiendrons: 

pl(2,9:0:)—91 do, 4- pot de Mgor PIII po 10299. - P9 101—390. 9,2 ,—p 0:)07. 
Cette formule ordonnée par rapport aux différentielles dg, 091, 27; donne 

da (919, — 9, 9.)8 2x == 
PER NIE N) (Gos EP 9) 9n A Pom FP 0:992. 
On sassurera aisément, quen vertu de l'équation (3.) on a la relation 
suivante: | 
8. (0nd P9292)” = 08999) PA) 
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— 06 2 
En substituant cette valeur de (9,9, +79.9:) dans le multiplicateur de 
dg, en (6.), on voit que tout devient divisible par 9,9,—9,9,, et on obtient: 
x = (9191 — 9092) 9 o — (9091 FP 9292) ot]. 
Multiplions la différentielle y dx par un facteur -— 





, € étant une con- 
x 


stante et P un polynome rationnel et entier à coefficiens constans, nous aurons : 
1 Pyda — POx 
$'o—x " £B'ux.c—oc 
Cette équation ayant lieu séparément, pour chaque racine de l'équation 
Fa = 0, équivaut évidement à « équations différentes, telles que: 








1 P,ıyıdz, P,O x, 
MEE a re 
1 P.ydm, P, 6x, 


S'.—x,  Fix,.c—ax,’ ete. 
Ajoutons ensemble toutes ces équations, et supposons d’abord le dégré de 
la fonction P.dx inférieur à celui de Fa. Dans ce cas, on aura par la 
théorie connue des fractions simples: 
10. PI ic ar pL Lu est mes. E'x 
en désignant par Pc la valeur qu'obtient le cod P, en y changeant 
x en c. 





pit Tw Eo 6c 


.C— X, Fo 




















Maintenant il s'agit d'intégrer par rapport à 9, 91, 92, la fonction 
2 , Pc étant une constante, On a 
11. 0c cM p((214: — 9093) 896 (9:9: +P 2:4 g1)941 + Us E P4: 1139992) 
Fc P+3P 959192 — PUP? d 
pourvu qu'on ait mis c à la place de x dans tous les polynomes p, 9,, 9, 
G> Pour faciliter l'intégration, mettons l'équation 10. sous la forme: 
8c _ PL: 9 go —399424:-F (0694. — 4:9 9000. E p I 2 G2 992 — 92 9 22) 
Fe 4s2-3p4o414: — P i - P^ 4, 
En divisant par 9° le numérateur et le dénominateur de cette expression 
(pourvu toutefois qu'on n'ait pas 9, — 0, hypothèse qui ne présenterait 


aucune difficulté), posant ensuite 5 cS 2 ==, on obtiendra: 


x 
(bye dtes tes ip 
Fe u3-J-3puv—p-d-pv! 
Les variables u et v de cette expression devant être regardees comme 
indépendantes l'ume de l'antre, il sera facile de s'assurer, que la valeur 
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proposée de = est une différentielle exacte, ce qui au reste peut étre 


démontré à priort à légard de toutes les formules analogues, qui servent 
à exprimer une certaine somme de transcendantes algébriques, dont les 
variables sont supposées ètre les racines d'une équation algébrique. 
Considérons maintenant le second cas, dans lequel le dégré de la 
fonction P.§a n'est pas inférieur à celui de Fx: Dans ce cas on pourra 
diviser le produit P.0x par Fx; soit (x le quotient de la division, Ax le 
reste, dont le dégré est inférieur à celui de Fx». On a done 
14. Piz = fx. Fue +- iz, 
équation qui donne pour une racine quelconques x, de l'équation 3.: 
P, Qa, = fa, Fa + hoi; 
ou bien, Fx, étant égal à zero, 
Pôzx, = Ax. 
De là on tire: 
IX EI Eder = Tov. à 
3 ^. c—2mm, E'x,.6—2O, 
En ajoutant ensemble toutes les équations semblables ; correspondantes aux 
diverses racines de l'équation fx —- 0, on a: 


TOP 1042, Si E IS. NE NUES 
A RUE ud. oL. 202008 ifa ee SOUS 
16 3 € —— Xx zh 3 €—— c, in m 3 Gm Vi 
au LER Mae Sd es ge 





® 


F'a..c— m, Fi xy .6 — By 
Remarquons qu'on a, en vertu de 14., 
Pc.0c = fe.Fe--*o, 


ce qui donne la somme proposée dans Péquation 15. égale à E Je. 
Donc on a généralement: 
1 (Py dx, P,y,d x4 __ Pe.0s ^ 
1% a Dosen + 00e + "Come 4 = f(s — ft } 4 const. 


De cette formule on peut tirer un grand nombre de corollaires. Desig- 
nons, pour abréger, par fie la partie à dreite de Véquation 17, Ou'on 
développe we suivant les puissances desoendantes de c; soit r le coeffi- 
cient de = dans ce développement. On aura: 


18. If[P, y; d x, + P: yid x. + eeoe + Piy d ] = rs 
En différentient l'équation 17. par rapport à c, on trouvera: 


TP dz P dx disc 
u ers Puig Lu) Re) ER 
10. if[ohim deed Cg x 
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£29 


En répétant autant de fois qu'on voudra, la différentiation par rapport à 
c, on pode e 2 à trouver une somme composée de transcendantes de la 
forme: Á zw étant entier et post 

Généralement il est clair, que les principes exposés s'étendent aux 
transcendantes de la forme 
fréx|P+ << rui use + tet Tt Rl. 


P étaut un polynome entier, et les lettres 4, B, c, 22. 0, b, c désig- 
nant des constantes. Cette intégrale se reduit, comme on voit, à la forme 








frin M et N étant deux polynomes entiers quelconques. Les varia- 


bles des u intégrales de cette forme qu'il s'agit de semmer, seront les u 
racines le l'équation Fr = 0, et leur somme sera composée en termes 
dépendans des intégrales f, pb, fpc, .... et de leurs différentielles 
prises par rapport à 7, 5, c. . .. et multipliés respectivement par les 
coefficiens A, 4',..., D, B', .... avec des signes déterminés par l'ordre 
des différentiations. 

La valeur de la formule = se simplifie extrêmement, en fesant ¢, == 0. 


Dans ce cas v étant zéro, on a, en vertu de 13. 
0v pee 
Fc ut—p* 
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SEO hes 


EO ea ba bebe 
N 
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_ 


— 219. 
— 220. 
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wan 9235. 


-. 230. 


— 35i. 


Druckfehler im neunten Bande. 


. fin. 13. loco ,, neque" — ,,neque" leg. ,, hand” 


—. 10. |. unde leg. inde 


. — antep. I. quos leg. quas 


— 4. 1. 277^ leg. 274-1 

-— 29. 1. primae leg. primorum 

— 21. 1. (64, 3) leg. (64, 9) 

— ult. 1. esse leg. est 

— 15. |. potestatem leg. potestatum 
— 20. |. priorum leg. priorem 

]. exprimautur leg. exprimaíur 
l p^ leg. p, 

|. essent leg. su nt 

. |. (6.) leg. ex (6.) 

12. loco 7 ubique legendam est r 


Ses 


m 


. — 24, 25. 30. 31. loco 9 leg. q 


Ka. nltima delendum est ,, positis " 


REEL HR OR 
5.129) R' 3- B+ RY 4 RE RT — R? — R'" — BR? legas: 
9(R* RH RY + BU RY — RY — RY RT) 


7.1 R +B leg. ROHR" 
— 10.1. R'*-- R'* leg. R° +R" 
— 31. i quam leg. quem 
— 17. 1. commutant |. commutat 
— 19, i. rero leg. vero 

a a 
— & itcr eg. + 0057 
— à. 1 He leg. EE 


—. 26, 1. uumeris leg. numer 
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13. 
Bemerkungen über die Bildung der Primzahlen aus 
einander. 
(Vom Herrn Prof. H. F. Scherk in Halle.) 





Hine geometrische, mit der Theorie der Primzahlen scheinbar nur in sehr 
entfernter Verbindung stehende Untersuchung veranlafste mich vor längerer 
Zeit zu dem Versuche, die Primzahl 17 aus allen kleineren Primzahlen und 
der Zahl 1 auf móglichst einfache Weise zusammenzusetzen. Hier ergab sich 
denn bald, dafs 17 —1--2—3—5--* —11--2.13, d.h. dafs 17 durch blofse 
Addition und Subtraction aus allen kleineren Primzahlen, wenn die Zahl 1 der 
Kürze halber mit zu diesen gerechnet wird, zusammengesetzt werden kónne, 
wobei jedoch die nächstvorhergehende Primzahl 13 zweimal genommen werden 
müsse. Dies führte zu der Vermulhung, dafs dieselbe Eigenschaft vielleicht 
allen Primzahlen von der Form 44-1 zukommen möchte. Aber diese Ver- 
muthung bewährte sich nicht; denn es ist z. B. 13—1+2-3-5+7+11, 
so dafs die der 13 náchstvorhergehende Primzahl blofs Einmal genommen zu 
werden braucht, dahingegen 19 = 1—2--3--5—7—11--13--17 und 23 — 
1—2-.-3—5--*--11—13—17--2.19. Da nun 13 wie 17 von der Form 
4n+1, 19 wie 23 von der Form 4»-4-3 sind, das Bildungsgesetz aber bei 
keiner in diesen beiden Paaren sich befindenden Primzahl in der Hinsicht das- 
selbe bleibt, ob die nachstvorhergehende Primzahl einfach oder doppelt ge- 
nommen werden mufs, so bot sich die Idee dar, von der Form der Prim- 
zahlen ganz zu abstrahiren, und vielmehr auf die Stelle zu sehen, 
welche sie in der natürlichen Reihe der Primzahlen einnehmen, da unter 
den aufeinander folgenden Primzahlen 13, 17, 19, 23 dasselbe Bildungsgesetz 
für 13 und 19, und für 17 und 23 Statt findet. 

Auf diese Weise gelangte ich durch eine nicht bewiesene In- 
duction zu folgenden Sátzen.  Trennt man in der natürlichen Reihe der 
Primzahlen 2, 3, 5, 7, 11, 13 etc. die in ungerader Stelle stehenden 2, 5, 
11 etc. von den in gerader Stelle stehenden 3, 7, 13 etc., so kann 
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Erstens. Jede geradstellige Primzahl aus allen kleineren und der Zahl 
1 durch blofse Addition und Subtraction, so dafs jede von ihnen nur 
Einmal genommen wird, zusammengeselzt werden. 


Zweitens. Jede ungeradstellige Primzahl kann aus allen kleineren und 
der Zahl 1 auf dieselbe Weise gebildet werden, mit dem Unterschiede 
jedoch, dafs die nächstvorhergehende Primzahl doppelt genommen wer- 
den muls. 


Was hierbei aufser der einfachen Bildungsart besonders merkwürdig 
scheint, ist der, so viel mir bekannt ist, sonst noch nirgends hervorgetretene 
Unterschied zwischen denjenigen Primzahlen, die in der natürlichen Reihe 
aller Primzahlen eine gerade, und derjenigen, die in derselben Reihe eine 
ungerade Stelle einnehmen. Dafs keine Primzahl der einen Art nach dem 
Formationsgesetz der anderen Art gebildet werden könne (die Zahl 3 aus- 
genommen, auf welche wir jedoch sogleich besonders zurückkommen werden), 
liegt am Tage. Denn jeder geradstelligen Primzahl geht 1 und eine ungerade 
Menge von Primzahlen vorher; da sich nun unter diesen die einzige gerade 
Zahl 2 findet, so ist klar, dafs die algebraische Summe aller dieser Zahlen, 
wenn sie nach Belieben positiv oder negativ genommen werden, stets eine 
ungerade Zahl sein wird, und folglich auch vielleicht die verlangte Primzahl 
sein kann; wenn aber eine von ihnen, die von der 2 verschieden ist, doppelt, 
oder überhaupt eine gerade Anzahl mal genommen wird, so ist das Resultat 
eine gerade Zahl, und kann folglich der verlangten Primzahl nicht gleich sein. 
Demnach kann keine geradstellige Primzahl nach dem zweiten Satze gebildet 
werden. Ganz auf dieselbe Weise läfst sich zeigen, dafs keine ungeradstellige 
Primzahl nach dem ersten Satze zusammengesetzt werden kann. Dieses Rai- 
sonnement ist aber offenbar dann nicht anwendbar, wenn diejenige Primzahl, 
welche eine gerade Anzahl mal genommen wird, die 2 ist; und demnach ist 
es möglich, dafs die Primzahl 3, bei deren Formation 2 die einzige in Be- 
tracht kommende Primzahl ist, sowohl nach der einen, als nach der andern 
Regel gebildet werden kann, wie denn in der That 3—1+2 und =—1+2.2 ist. 


Man kann jedoch den obigen Sátzen noch einige náhere Bestimmungen 
hinzufügen, die zwar an sich willkürlich sind, die aber nicht blofs bewirken, 
dafs auch die beiden ersten Primzahlen der allgemeinen Regel unterworfen 
sind, sondern auch in die Bildungsart der folgenden Primzahlen aus den 








13. Scherk, Bemerkungen über Primzahlen. 203 


vorhergehenden eine gewisse Einförmigkeit hineinbringen. Es ist nämlich 
zuvórderst offenbar, dafs nicht alle Primzahlen aus allen vorhergehenden durch 
blofse Addition und Subtraction auf eine einzige Weise zu bilden seyen. 
So ist z. B. 

13 =  142—3—5-F-?4-11, 
und auch 


i 


13 = —1+2+3+5—7+11, 
und namentlich wird dies zuerst bei jeder geradstelligen Primzahl Statt 
finden, die sich von der nächstvorhergehenden um 2 unterscheidet, und bei 
deren Zusammensetzung aus den kleineren Primzahlen 2 positiv genommen 
werden mufste. Denn da, wie sogleich genauer gezeigt werden wird, bei 
allen geradstelligen Primzahlen die nächstvorhergehende positiv genommen 
werden kann, so ist, wenn M eine solche geradstellige, L die nächstvor- 
hergehende ungeradstellige Primzahl, und M— L — 2 ist, M von der Form 
M = +1+2+3+5+....+K+L. 
Setzt man nun 
E cIL2T94T54.- EK I: 
so ist 
M+a = 4+2L 
und folglich 
| = M, 
so dafs also eine solche Primzahl aus allen vorhergehenden durch blofse 
Addition und Subtraction mindestens auf zwei verschiedene Weisen zusammen- 
gesetzt werden kann. Sodann aber sieht man auch, dafs bei jeder Primzahl, 
in deren Bildung die Form 1+2—3 oder 24+-P—Q vorkömmt, wo P, Q zwei 
beliebige auf einander folgende Primzahlen vorstellen, deren Unterschied =2 
ist, für diese Formen die ihnen resp. gleichgeltenden —1—2+3 oder —2—P+Q 
gesetzt werden kónnen. So ist z. B. | 
17 = 142-3—5+7—11+2.13, 
= —1—-2+3—5+7—11+2.13, 
= —1+2+3+5—7—11+2.13, 
und auf dieselbe Art werden eine Menge, wo nicht die meisten Primzahlen 
auf mehrere verschiedene Weisen aus allen kleineren Primzahlen zusammen- 
zusetzen sein. Um nun die Anzahl dieser verschiedenen Bildungsarten zu 


beschränken, scheint es zweckmäfsig, die Vorzeichen noch an ein besondere 
Al 
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Gesetz zu binden, welches sie erfüllen sollen. Wäre es eine Möglichkeit, 
ein solches zu finden, welches sich auf die Aufeinanderfolge der Vor- 
zeichen bezóge, so ware dies offenbar von der hóchsten Wichtigkeit, da man 
hierdurch ein directes Mittel hatte, jede Primzahl aus den vorhergehenden 
zusammenzusetzen. Da sich mir jedoch kein solches darbot, so richtete ich 
mein Augenmerk zuerst nur auf die Anzahl der positiven und der negativen 
Glieder, und hier hat sich denn durch Beobachtung desjenigen Gesetzes, 
welches bei den Primzahlen Statt findet, die nur auf eine einzige Weise aus 
den vorhergehenden gebildet werden kónnen, gleichfalls durch Induction ge- 
funden, dafs es jedesmal móglich ist, 


bei der Bildung der geradstelligen Primzahlen die beiden nachstvorher- . 
gehenden positiv, von den andern aber gleich viele positiv und ne- 
galiv, bei der Bildung der ungeradstelligen Primzahlen die nächstvor- 
hergehende positiv, und, wie schon erwähnt, doppelt, von den anderen 
aber gleichfalls gleich viele positiv und negativ zu nehmen. 


Aber auch jetzt ist die Bildungsart der Primzahlen noch nicht auf 
eine einzige eingeschränkt. Denn man sieht z. B., dafs wenn Q—P —a,, 
Q'—P'—a ist, für die Form P—Q—P'--Q' die ihr gleichgeltende —P-FQ--P'—Q' 
geselzt werden kann, ohne dafs die Anzahl der positiven und der negativen 
Glieder eine Veränderung erleidet. So ist z. B 


23 1-2+3—5+7+11—13—17+2.19, 


| 


und auch 
23 = 1—2+3+5-—-7—11+13—17+2.19. 

Um also endlich zu einer einzigen Bildungsart zu gelangen, verfahre 
man auf folgende Weise. Soll eine geradstellige Primzahl aus allen vor- 
hergehenden und der Zahl 1 durch blofse Addition und Subtraction zu- 
sammengesetzt werden, so nehme man zuerst 1 und alle kleineren gerad- 
stelligen Primzahlen positiv, alle kleineren ungeradstelligen aber negativ, mit 
Ausnahme der letzten ungeradstelligen Primzahl, welche positiv genommen 
werden mufs; zieht man dann die zweite Summe von der ersten ab, so ist 
das Resultat jedesmal eine Zahl, welche gröfser ist, als die zu bildende 
Primzahl (nur bei 3 und 7 ist es der zu bildenden Zahl gleich). Um 
nun den Unterschied des Resultats und der zu bildenden Primzahl, welcher 
nothwendig eine gerade Zahl ist, wegzuschaffen, versetze man so oft als. 
nóthig eine positive Primzahl und eine kleinere negative mit einander, und 
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man wird im Allgemeinen am schnellsten zum gewünschten Ziele ge- 
langen, wenn man, mit Ausnahme der beiden grófsten positiv zu nehmenden 
Primzahlen, stets die môglichst grófste positive mit einer môglichst kleinen 
negativen Zahl versetzt, immer jedoch das Princip festhált, durch keine Ver- 
setzung ein Resultat hervorzubringen, welches kleiner ist, als die verlangte 
Primzahl. Ganz auf dieselbe Weise wird jede ungeradstellige Primzahl ge- 
bildet, nur mit dem Unterschiede, dafs man gleich Anfangs blofs die einzige 
nächstvorhergehende Primzahl positiv, aber diese dann doppelt zu nehmen hat. 


Beisp. 1. Es soll die 10te Primzahl 29 aus den vorherigen ge- 
bildet werden. Es ist 


1— 2 
+ 3— 5 
+ 7-11 
+13—17 
+19 
+23 
—66—35—31. 


Demnach der Unterschied 31—29 durch Versetzung wegzuschaffen, welches 
geschieht, wenn +2—3 statt —2+3 gesetzt wird. 


2. Es soll die 17te Primzahl 59 aus den vorhergehenden gebildet 
werden. Es ist 


1— 2 
+ 2— 5 
+ *7— 11 
+ 13— 17 
+ 19— 23 
+ 29— 31 
egy) Af 
+ 48— 47 
+2.53 = + 106 
= 258—177 = 81. 


Folglich ist 81—59 = 22 durch Versetzung wegzuschaffen. Da nun 43—11 
= 32, durch Versetzung von 43 mit 31 also das Resultat kleiner als 59 
würde, so kann man 43 nur mit 41 versetzen; eben so ist 37 —9 — 26, 
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also mufs 37 mit 31 versetzt werden; 29—3=26, also kann 29 nicht ver- 
setzt werden; 19—3=16, folglich müssen 19 und 17 ihre Stellen vertauschen, 
und die noch übrigbleibende 1 wird durch Versetzung von 3 und 2 fortge- 
schafft, so dafs 


59 = 142—3—547—11413+4+17—19 —23429431— 37+41— 43 — 47-2. 53. 


Nach diesen Regeln ist die diesem Hefte angefügle, mit II. bezeich- 
nete Tafel berechnet, und bis zur Primzahl 499 ausgedehnt worden. 


Diese Tafel enthalt die Coefficienten, mit welchen die über denselben 
stehenden Primzahlen multiplicirt werden müssen, um die zu Anfang jeder 
Horizontalreihe als Argument stehende Primzahl zum Resultat zu geben, so 
dafs z.B. 11—--1—24-3—5--2.7 u.s. w. Aufser den angegebenen habe ich 
noch die Primzahl 5003 nach denselben Gesetzen berechnet. 


Ein Gesetz der Vorzeichen ist in dieser Tafel auf keine Weise zu 
erkennen; ein solches liefs sich aber auch bei der angegebenen durchaus 
willkürlichen Bildungsart gar nicht erwarlen. Nur dies kann man bemerken: 
je weiter die zu bildende Primzahl hinaus liegt, eine desto geringere Anzahl 
von Primzahlen hat man aus der ursprünglichen Anordnung zu verselzen, 
so dafs mit Ausnahme der Zahlen 2 und 3, welche haufig ihr Vorzeichen 
vertauschen, die Vorzeichen immer mehr abwechselnd plus und minus sind. 
So ist z. B. für 5003 die Summe der ursprünglichen positiven Glieder 
— 781969, der negativen — 174388, also ihr Unterschied 7581, demnach 
noch wegzuschaffen 7581— 5003 — 2578, welches durch die Versetzung von 
4973 mit 3691, von 4937 mit 4933, von 4789 mit 4787 und von 3 mit 2 
bewirkt wird, so dafs, mit Ausnahme von 2 und 3, die Vorzeichen bis zu 
3677 abwechselnd positiv und negativ sind. 


Eine sehr einfache Folgerung aus den aufgestellten Sätzen ist, dafs 
die natürliche Reihe der Primzahlen, wenn diese von 1 bis zu einer beliez 
bigen hin, abwechselnd positiv und negativ genommen werden, ein Resultat 
giebt, welches grófser ist (nur bei den fünf ersten Primzahlen ist es nicht 
sröfser, sondern gleich), als die nächstfolgende Primzahl, wobei jedoch 
zu bemerken ist, dafs die letzte Primzahl der Reihe positiv genommen werden 
mufs, wenn die vorhergehende positiv, und doppelt, wenn die vorhergehende 
negativ ist. So z. B. ist 
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dl. 
142 =3 
1—2+42.3=5 
1—24345=7 


1—2--3—54-2.*? — 11 
1—2+3—5+474+11 > 13 
1—2+43—5+7—11+2.13 > 17 
1—2+3—5+7—11+13+17 >19 


etc. 


Eine Bemerkung des Herrn Verfassers über Primzahlen, aus einem Briefe an 
den Herausgeber. 


Die Primzahlen von der Form Ar+1 unterscheiden sich von denen 
4n+3 auf so vielfache und entschiedene Weise, dafs man, da über das 
Bildungsgesetz der Primzahlen, vorausgesetzt, dafs ein solches überhaupt 
entweder für alle, oder nur für gewisse Gattungen der Primzahlen existirt, 
gar nichts bekannt ist, von vorn herein die Frage, ob bis zu einer gegebenen 
Zahl hin, gleichviele Primzahlen 4n+ 1 und 4z--3 sich finden, wie ich 
glaube, nicht leicht entschieden wird bejahen, aber eben so wenig ver- 
neinen wollen. Der einzige Grund für eine bejahende Antwort móchte 
der sein, dafs man nicht absehe, weswegen in der Reihe aller ungeraden 
Zahlen, von der Form 44-1, sich mehr oder weniger Primzahlen finden 
sollten, als in der Reihe aller ungeraden Zahlen 4n+-3, da doch beide Reihen 
gleichviel Zahlen enthalten. Aber selbst diesen Schlufs dessen Schwäche 
übrigens einleuchtet, zugegeben, so schien es mir doch sicherer, einmal die 
Frage auf dem Wege der reinen Erfahrung, also durch blofses Abzählen bis 
zu einer nicht unbetráchtlichen Gränze hin, wenn auch nicht zur völligen, so 
doch zu einer Art von Entscheidung zu bringen. Auf diese Weise hat sich 
ergeben, dafs die Primzahlen sich auf folgende Weise eintheilen. Es finden sich: 
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Primzahlen Primzahlen Primzahlen 
bis | An+1 | 4n+3 bis | 4n+1 | An+3 bis | 4n+1 | 4n+3 


1000/7781 1 87 | 18000| 1023 | 1041 | 35000 ER 1867 
2000! 148 | 155 | 19000! 1074 | 1084 | 36000, 1908 | 1916 
3000| 212 | 218 | 20000! 1131 | 1131 | 37000) 1958 | 1964 
4000| 269 | 281 21000| 1178 | 1182 | 38000| 2007 | 2010 
5000! 331 | 338 | 22000! 1229 | 1235 | 39000! 2054 | 2053 
6000| 385 398 | 23000! 1278 | 1286 | 40000, 2096 | 2107 
2000! 444 | 456 | 24000| 1332 | 1336 | 41000! 2138 | 2153 
- 8000! 501 | 506 | 25000! 1377 | 1385 | 42000| 2190 | 2202 
9000| 556 | 561 26000! 1428 | 1432 | 43000| 2244 | 2250 
10000! 611 | 618 | 27000]. 1484 | 1477 | 44000, 2288 | 2291 
11000! 661 | 674 | 28000| 1527 | 1528 | 45000, 2335 | 2340 
12000! 710 | 728 | 29000! 1574 | 1579 | 46000, 2384 | 2377 
13000! 769 | 778 | 30000! 1618 | 1627 | 47000! 2326 | 2325 
14000| 821 | 831 31000! 1670 | 1670 | 48000! 2476 | 2470 
15000! 869 | 885 32000 | 1714 | 1718 | 49000! 2520 | 2515 
16000! 923 | 939 | 33000! 1769 | 1769 | 50000! 2566 | 2567 
17000! 972 | 988 | 34000! 1822 | 1816 


Hieraus geht also, wie zu erwarlen war, hervor, dafs man mit grofser 
Wahrscheinlichkeit annehmen kann, die Anzahl der Primzahlen 4n+-1 sei der 
Anzahl der Primzahlen 4#+3 nicht blofs im Allgemeinen, sondern auch bis 
zu einer gegebenen Grenze hin sehr nahe gleich. i 
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14. 
Über die Summirung gewisser Reihen. 


(Von dem Herrn Dr. Stern zu Gottingen, ) 


Deenntdich ist es PY , Reihen zu summiren, die eine ähnliche Form 

1 T 3 
E EGE FREE ^». haben”). Nicht 
so bekannt scheint aber die Summation der Reihen zu sein, die so be- 
schaffen sind, dafs zwei auf einander folpende Nenner nur einen oder gar 
keinen gemeinschaftlichen Factor haben; wenigstens kennt der Veríasser 
dieses Aufsatzes kein Werk, in welchem allgemeine Methoden zur Summa- 
tion solcher Reihen gegeben wären. Vielleicht möchten daher folseude 
Erörterungen manchem Leser nicht unwillkommen sein. 


wie die Reike: 


1, Summation der Reihe 
u x Se tc ee x 
QE a (a -]- 5) ne Gent (a+4b) suem. 

Diese Reihe mufs für alle endlichen Werthe von e und b (ausgenommen 
wenn a = — b) couvergiren, denn da 
soos. aoa. ite rie MM CORE NN CON 
VIT a(at0)(a42b) © (a+b) (a+2b)(at3b) ! (a+2b) (a+ 3b) (a+4b) °°  2abla+tb)? 

» LJ ° . : Py 1 E 
und S — 5, ist, so folgt hieraus, dafs S immer kleiner als Rabat) ist. 
Man hat 

EI cle A a eae E o6 c) 
[a+ mb] la Gn-F1)b] LaF (m2) 2° a + nb de de a + (r-]-2)5/ ' 
Setzt man nach einander für zn die Werthe 0, 2, 4, u. s. w., so erhäli 
man die einzelnen Glieder der Reihe S, und es ist daher: 
mays fd 9 2 UAE 
S is 2p tre). 


Setzt man daher 
T= atto LL gib + gea n e 


gett 1 


dir 





*) Man vergl. Eytel wein's Analysis Bd, I. §. 386. 


##) Andeutungen zur Suinmation dieser o id man in einer Preisschrift 
1 


b a) Lot (HE d)\b+2d) "| 
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so iet : N 
> rtt aa æ7+3b cort ex 
On = — ——áL— = 
JT GEL ab MESS OU ipa) ? 
folglich hat man 


ent 1 1 ab Oo 


1 
at 2256 ra, eds nn 














und 
Cram 1 Be ok Sak hero Mi, M Ipamıd x 1 


= yd ait > Be iam read 
Ist z. B. a — 1, b= 1, so hat man 





1 1 1 
LE — gu irs 
1:208 31425059506: pt ie — log.nat.2 —1; 
ist a =: 2, ó--1, so hat man 


CA tyr M né, As 
5:371 1.3.5.6 1.0.7.8 ROIS er 3 — log. nat. ? n 


3, Summation der Reihe 


$ = EL ee eli ERES LEE 
a(at6)(a+2b)(a+3b) * (a+3b) (a-- 4b) (a--5b)(a-+- 9 b) E 


Man findet auf ühnliche Weise wie im vorigen Beispiele: 


a o irte m t ct 


[apm fet (n ED Ela E Pn E Ta En ED ii 


E : LA ON rena un 
6° Im abo 06 am «r$ 2 


also ist 
| (e 3 3 3 3 3 ) 
3 — gp zur) epiburaqub NER TI CHE. TIERE 
Man setze 1 
3 mat Cat À 
T= tt À gor + gore ye ee 1 0 
: a SEE 
7 — arti Lp amr an ss = er), 
so ist ; f ; EE. 
17 e; pot et dx 
f. Bee ursa] ge. 1— 51 
Men NC | 1 1 EL rri 
[ties Lut ipea. Te 
+ 
und 
Bi 1 1 À Eye 03 es 2 4 (i X ycrb— Bx 
sel rar 3M. acum ya UJ. [EE S 





* Dieselbe Summe dieser zwei Reihen hat Littrow auf indirectem Wege ge- 
funde. Vergi. mem, de l'acd. de Petersb. T. 7. pag. 138. 
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Seizt man a — 1, b z- 1, so hat man 





{ hup eller: An, BOTH N 
(200904 Ducem hosp x (13 0 x rer; 
Nun ist 
IE en ex 2x4-1 
Áo ilog.nat.(1 + x + 2°) Eva are tang ( v3 » 


also 


fs 20x l iI eo V 3 ~~ are taug u 
(ied eee V3 » DETTE 


und m da are tang V3 = 60°, aretang 73 == 30° die Summe der Reihe 
{ ^ 
en * log. nat. J tas 
3. Nach diesen Erürterungen ist es leicht, auch die Summe der 
allgemeinen Reihe: 


S — RE. BEE RE cA arcae RER " 
ut RED Ga EU) V (a+ fib)... 1a + BA} 
zu geben. 


Man bemerke zuvörderst, dafs diese Reihe für alle endlichen po- 
sitiven Werthe von e und 5 convergirt, weil ihr Werth immer kleiner 
ist als dee Werth der Reihe 


1 i 1 
a(a--L)....(u-]- R2) 15 a+b) (o +26). a + (R4-1)5 RAT REED oe (a4-2R5) **"? 


deren Summe durch einen endlichen Ausdruck bestimmt wird *). 





Alle Glieder der Heihe sind in dem allgemeinen Ausdruck 
1 
Lam 51 [at Qn DT. lam RE] 

enthalten, wenn man statt 7 nach einander die Werthe 0, Fi, 2 Zu. s, w. 
setzt. Dieser Ausdruck ist aber, wie sich leicht zeigen lülst = 
ea dc pme) V9 
A!b 5 \atmb afm+i) ' a+{(m+26 C e (md Bib ~ at nt Ry eet 
wo R! das Product 1.2...., und A95 den cten zur Potenz R gehörenden 
Binomialcoefficienten. bedeutet, und das obere oder untere Zeichen genom- 
men werden mufs, je nachdem À eine gerade oder ungerade Zahl ist. 
Ist dieser Ausdruck für irgend einen Werth A riohtig, so ist er es auch 
für den Werth R-+1. Denn man erhält unmittelbar aus demselben 





*) Man findet denselben z. B. bei Eytelwein a. a. O, $. 405, u. 411. 
28 * 
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1 
fat (m+1j2]....[e 4-(m--Rd-D 9] — 
1 1 RB 1 
ROGET TE EEE DE cs co) 
Es ist aber 


Emi RFC FFT 
m 1 
"b FED (os + mn nb).. Lx + (m (m-4-B)»] 5] ~~ fa-E(n-+1) b].... [a d- (m+ R+1) 5) 


Zieht man daher 7, von V ab, indem man die Glieder, die gleiche Nenner 


5n T4 r+1 
haben, verbindet, und erinnert sich, dafs "95 -- ^25 = T5 ist, so hat man 


ie 1 urn 
En REAL EN Fin E 0H ec 
1 1 FB RP 
(RED oF eng a at (m 2) 67 Barner: TET c exi 


Nun ist der Ausdruck (7), wie aus dem Früheren erhellt, wirklich für die 
Werthe R=2, R= 3 richtig. Er gilt daher für alle Werthe von À in 
ganzen Zahlen. Hieraus folgt 


3— gpl; — b Chr pep) + "Gm + zr) 
eec? (5 tome] 

oder 

Ec P M Ra ate) 


1 
De +8 (at arm) 


je nachdem À eine gerade oder ungerade Zahl ist. Im ersten Falle ist daher 
1*r1- = Sonar 0x R arten apt Hb 6x 
S REA ll c By sia s y AES CERA RITU) HE d—zahRÓ- =|; 
im zweiten 
1-a+pb—1 A GEI 
ier x Ox ES Ox 
S LI RB! le $f — Me CEN DAR 060668 +18 f/” a. 


Ist z. B. A = 2, so hat man 
1 E ee LEE 1 Lat Adz 


8 — gi | — 2, cS Ror “7h = 3 ob oe 


o0 











wie schon gefunden wurde. 
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4, Summation der Reihe 
Gio dota eli SLA A var ae ON vc" NN 
a(a--b)..(a--RHb) — (a Rb)...(a-F2RP) | (a--2HRP)...(a-|-3Rb) 
Diese Reihe mufs gleichfalls für alle endliche positive Werthe von a und 
b convergiren, weil ihr Werth zwischen dem positiv und negativ genori- 
menen Werthe der vorhergehenden Reihe liegt. Nach den Bemerkungen 
der Eorierpenenden Nummer findet man 


oe W 


2 1 
Ln: RU E "2 (a ram +15 -) 1 ee (eer a F5") i" 
1 1 7 
ed EE ^B Cru zu cron 
oder 


1 En i 1 1 
S— mal. — C za) t s name 
1 1 
eti; 
je nachdem À eine gerade oder ungerade Zahl ist; also hat man im 
ersten Falle: 
Y a+b-1 0 ar+2b-1 e 3 1 a+(R-1)5-19% 

VIC ES i: > m FAB/ LEA ee — T am]: 


und im zweiten: 


1 R 1 yp o+b—1 CE x 1 EE 
D pen, opel 
Ist z. B. a2 1, 5b=1, A — 2, so hat man: 


1 1 17 1 
‘= 192053. 9353.5 am 3.6.7 T => (1-2 


x UE. b=1, R=2, so ist 
pae End 1 j !v*0x 3 n—3.. 
SES 233 — tere =5(5—2/ Fe) = arotangi — ="). 


9. Verbindet man die Reihen aus Nummer 3. und 4. durch Ad- 
dition, so findet man sogleich = convergirende Reihe 
1 1 
a(a+b)... ae (a 4-3 A b) un. (a4-4Rb)....(a+5 Rb) 


com 1 
[ Tee) = FF hogs 


AE EB + i A 
N 1 
Bars — 588 (__* RD Faas Jt Gg t zm) 





*) Denselben Werth dieser Reihe hat auch Dro a, a. O. auf indirectem 
Wege gefunden. 
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oder = 1 
Q mal -" C CREED 3n see 
+78 | Nat F= tb - 


Rei Cnt zem 


je moe H eine gerade oder ungerade Zahl ist, Also ist md ersten Falle 
er 1 zac -1 ia opu 1)ó- ac a 1 4,0 [6-1 | 
Se zu "E penis. L5. f^ 7 atl tees "af © 


1 AL ^ 2 Sch. ap ke 
und im zweiten 


i í x goth dx 2 poi R-0ba Ox 1 Dani ii] 30x] 
ets ee ieee 
AD Tome Rist d 8 3 SE ene La Rb ^ “ „+ » Fi 








TL RE ae "i-a 
Setzt man z. B. a 222, b m d, R= 2, so hat RN 
"f dnd i 1 IM ee Lx°o0x sd 
pi DATUM. po ea 1-— x^ mi 1 
75 
nos E are, tang. i- + log. aat, 2 == Ban € -- log. nat. 2*). 
6. Es ist aun us auch die Summe der Reihe: 
& 
ec - 
RD DER en 


i 1 
— + - A o — P. Teaser 
"la b). (a Rb) ^ [aH )6d- [od (2E hoy | iat 2R 412Y]. at (3 4255] 
zu finden. Diese Reihe convergirt ebenfalls, für alle. endlichen positiven 


Werthe vou ¢ und b, was man eben so wie in 3. beweisen kaun. 
Man erhält alle Glieder dieser Reihe aus dem Ausdracke 





1 
{a-Emb). .a- + (m + R)2 ? 
wenn 


man statt 77 allmählig die Werthe 0, R+1, 24 --2 u. s, w. sub- 
stifuirt, Es ist tance 


Sn s i 1 R 1 i 4 ) 
SFR re (R4) UIT (QRLQ u) 5 (5+ emp 
^i (= ni TR tz )iGem tazeam)l 
je nachdem À gerade STR ungerade isí, also unter denselben Umständen 
eee: i (f= oor ie 
En? 1 


Bf Racer a SO AB 1)b- Oxy 1p tRb— 
— xr Rt.) ZUR ck 


ee IE ies 
Ist z B. a1, b 1, UE so ist abe 
+] FI EIL ques x? Qa ax Las (t—2) dx 
AR prt Jo pore h o {-—x3 ZUR 1+-x-+x* 
T 
V3 x tog. nat. 3 737 18 nat. 3 
— He exer GI oder — — 








4 2 


*) Auch diese Reihe hat Littrow am angeführten Orte gefunden. 
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: 1—290: a 
weil E eee = y 3. are. tang. re + log. nat. (a ++ 1) ist. 
7. Hütte man hingegen die Reihe 
S = —— Her. ty eus Cui — + à 1 cM EUN 
— a(atblaRRbO [aeq(R4Db].[atQRH41)] © [e+ QR PQ). [a3 GR42)]' '* "7 
so hätte man, je nachdem À eine gerade oder ungerade Zahl ist: 


1 [/1 1 1 El { { 
se) CR ee a 
Riot s atheist af GRE SP C aL PORTS +) 
deat ee 1 1 ) i í 1 
‘à 3 R SE ueri. dii cet mgro pd ee LE cos Rome aaa 
SESS 8 (cr a+2Rb = Cow aT je) 
also | 
T 1 í loya—! a x R Y 1 aera Ox —R i ik „e+iR-1)6> Or. flat 4-Rb-, ox 
$— al) Tran — Bf ipao JA Tia tJ ium 


8. Durch ein ähnliches Verfahren kann die Summe einer Menge 
anderer Reihen gefunden werden, deren genauere Entwiekelung ich jedoch 
übergehe, da sie unmittelbar aus den angegebenen Principien abgeleitet 
werden künnen. Ich bemerke nur noch, dafs auf dieselbe Weise auch 
die Summe von Reihen gefunden werden hann, bei welchen die Zühler 
der einzelnen Brüche nicht der Einheit gleich sind. Es sei z.B. die Reihe 

1 c™ cen : 

S= nen) + VEIL GAS TETE À 
gegeben. Diese Reihe convergirt, sobald a und 4 endliche positive Zahlen 
sind, und c einen ächten Bruch bedeutet, wie aus 6. erhellt. Man setze 

Ta oh ic att = rn 1 

gb -2 


ae” b-1 m matib-i am „a+7b-r ER PL ac RE. 
T = a4 ote +c.æ un. LE ub? 


/ 
pth 20-3 
a4-25-2 m „at5b-ı 2m 485-1 AEE ri. 2 
Tex: +e X +e x^ ry tee ee SE ques 
und 2 yt 6 y xt . er, ar+3b 
ÎT AN tee 0 MEE MORIR WEE 
T.6 ath 0 > atte L om gotb 
f ‚‚e= pila atb a+4b °°° 


/ atts Ox xor Ne Li 
"m =/ Lis CPU EMT ME 


Vermöge des Ausdrucks (/) in Nummer 3. findet man 
c" co?” 


dire zi + ntm) CE BET tune) 
m am 
ar (5 tpe tape Jl: 


216 44, Stern, über die Summirung gewisser Reihen. 


folglich ist ; pb nu 
> 4 ( Ji aot? x x? Del x N at 0 -—1 7). 
SE UM lee ya 
iz 9 b3 \, 1— c", 435 2/7; 7 I — en, 1 _m wil 


M PA — c", 1 om. 230 
9. Eben so leicht kann man auf demselben Wege die Summe ei- 
ner grofsen Anzahl von Reiben finden, die nach den Sinus uud Cosinus 
vielfacher Bogen fortgehen. Als einfaches Beispiel wähle ich die Reihe 


1 : 1 1 
= 5024 Goo twats At pare) 
pm dy — pin AV —i 
Setzt man statt sinz.4 den gleichgeltenden Ausdruck ——; AU -, 


und ruft die Formel (7) in Nummer. 3. zu Hilfe, so findet man - 

se adt et ta ++) 
1; eam c EL gl uu) (5. er _ = T3 ga ug sil 

- A ; E. I ee 2 jenny pe et 15 .) 
Maley ot a BE Tm 


435° 
Nun ist 
x. gut à gt gl Latte, et 








xu, ga 
Tate? 
wb. eV —1 
mee gb, ed ? 


eso —— 


x th feet j ew ae „er, e + art e 





ara DAV at3b—1 534V —1 baba Say i DLE. gv 
gt? t e — x .€ + à .e est M 5 
1 + x”, ett — 
also 
1 i | f gc, et Y 39s; ap gba, gi hr. i matzb-ı, AV dx | 
TT 9Y —1 Lo 1H. "m à of obs ey: PEN ia? etr i 
{ 1 | ie l pei, 072 ty. =] Qu 272 qoi N g-24y -ı Cx: Sj at -t, al Un] 
TT OT Ag era a mre —_____—_-— |. 
2y —1'20*lJ, 142%, e- AY -1 o dae s RET ae e AY A 


Setzt man & —1, b — 1, so hat man 


1 1 
IM LEE y 
y A — in 3 4 + gps sind a... 


pr dre ey ( nc su que ey (1 — x) zer] 
ze We 2Y —1' 2 1H. e ote Va NI? 


woraus man nach bekannten Regeln 5 — = (1-+ cos 4) — i sin À findet *). 
Göttingen, im September 1831. 





*) Denselben Werth dieser einzelnen Reihe hat Littro w a.a. O. auf ganz ver- 
schiedenem Wege gefunden, 
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15. 
Analytisch- geometrische Aphorismen. 


(Vom Herrn Prof, Plücker zu Berlin.) 


I. 


Einige Beispiele von der Anwendung allgemeiner Symbole 
und unbestimmter Coefficienten. 


Ich habe schon bei mehreren Gelegenheiten hery orgehoben, wie solche 
de über gerade Linien, welche von Grüfsen-Bestimmungen unabhingig 
sind, sich durch die Anwendung blofser Symbole, die an die Stelle linea- 
rer Gleichungen íreten, und unbestimmter Coefficienten, beweisen lassen. 
Beweise dieser Art scheinen mir besonders zierlich, So wie ein hierher 
gehöriger Satz vorliegt, können wir die Voraussetzungen desselben durch 
Symbole und unbestimmte Coefficienten ausdrücken, und dann ist der Weg 
für den Beweis desselben sogleich angezeigt. Man kann sagen, dals cio 
solcher Beweis ein so rein synthetischer isí, wie mau sonst derselben 
nicht leicht findet. Es war ursprünglich meine Absicht, eine dritte Abthei- 
lung des zu Anfang dieses Jahres erschienenen zweiten und letzten Ban- 
des meiner ,,analÿtisch-geometrischen Entwickelungen” diesem Gegen- 
stande und namentlich der Verallgemeinerung desselben zu widmen. Ich 
will hier durch ein paar Beispiele den Charakter dieser Art von Beweis- 
führungen noch in ein helleres Licht zu stellen suchen. 

2. Der folgende Satz ist allgemein bekannt uud gehört zu den 
wichtigeren der Situations- Geometrie. 

Wenn drei in demselben Puncte (O) sich schneidende 
gerade Linien gegeben sind, und man legt von irgeud einem 
_ Puncte (M) der dritten Linie zwei neue gerade Linien (M44', 
MBB‘), von welchen die erste gegebene in zwei Puncten (4 
und B), und die zweite in zwei andern Puncten (4 und B') 
geschnitten wird, so liegt der Durchschniit von 4'B und AP', 
wo auch der Punct M auf der dritten gegebenen geraden 
Linie fortrücken mag, und wie auch die beiden durch diesen 
Punct gelegten geraden Linien ihre Richtung verändern 
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. mügen, auf einer festen vierten geraden Liníe, die ebenfalls 
durch den Punct O geht. 

Indem wir Ausdrücke von der Form (4y+8x+0C) durch die 
Symbole c und c' bezeichnen, können wir die drei gegebenen, in demsel-. 
ben Puncte sich schneidenden, geraden Linien durch folgende Gleichun- 
gen darstellen: 

c= 0, c =O, c+c= 0. 
Wenn bei ühnlicher Bezeichnung, die beiden neuen durch M, einen Punct 
der geraden Linie: c-|-c/ 20, gehenden geraden Linien durch 
aom 0, Dru 
dargestellt werden, so kónnen wir, um die Bedingung des Satzes auszudrücken, 
atb=c+c" c 

setzen. Aus dieser identischen Gleichung ergeben sich folgende beiden: 

a—c zc —b, 

a—c = c—b 


Die beiden Gieichungen 


&——tc mc —b = O0, 

a—c — c —b-0 à 
stellen folglich die geraden Linien 4’B und AB’ dar. Denn, die erste die- 
ser Gleichungen, zum Beispiel, stellt eine solche gerade Linie dar, die eie 
nerseits durch den Durchschnitt von a — 0 und c’==0, oder den Punct 
A‘, und andererseits durch den Durchschnitt von b — 0 und c — 0, oder 
den Punct B, geht. 

Wenn wir die beiden letzten Gleichungen von einander abziehen, 
so kómmt: | 

e—c = 0: 
die Gleichung einer neuen geraden Linie, die, was diese Gleichung zeigt, 
durch den gemeinschaftlichen Durchschnitt der drei gegebenen geht, Aus 
dieser Gleichung sind die Symbole « und 6 ganz verschwunden, und so- 
mit ist der vorliegende Satz bewiesen. 

Wir haben in dem Vorstehenden keiner unbestimmten Coefficien- 
ten bedurft, weil wir Ausdrücke von der Form (4y+Bx+C) durch 
Symbole bezeichnet haben. Ein solches Symbol enthält implicite schon 
einen unbestimmten Coefficienten, weil solche Ausdrücke einen Coefficien- 
ten mehr enthalten, als Coefficienten zur Bestimmung einer gegebenen ge- 
raden Linie nothwendig sind. 
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3. Ks seien in. derselben Ebene sechs Puncte gegeben, 
von welchen drei auf einer, und die drei übrigen auf einer 
andern geraden Linie liegen. Man kann die drei Puncte der 
einen geraden Linie mit den drei Puncton der andern durch 
neun neue gerade Linien verbinden. Diese neun gerade Li. 
nien schneiden sich, paarweise genommen, in achtzehn neuen 
Puneten. Diese achtzehn Puncte liegen zu drei auf sechs ge- 
raden Linien vertheilt. Diese sechs geraden Linien gehea 
zu drei durch dieselben beiden Puncte. 


Wir wollen den Beweis ganz direct angreifen, und schrittweise vor- 
wärtsgehen; also zuersi die Gleichungen derjenigen neun geraden Linien 
entwickeln, welche die drei Puncte (J, Il, III) auf der ersten gegebenen 
geraden Linie (G) mit den drei Puncten (1.2, 3) auf der zweiten geraden 
Liuie (H) verbinden. Diese neun geraden Linien wollen wir. durch 
(D, (52, (5,3, (U,1), 052), 05,3), (I5, D, (01,2), (101,3) 
bezeichnen. Wir erhalten die Gleichungen aller dieser geraden Linien 
durch Hülle dreier Symbole und vier uubestimmter Coefficienten. Zu die- 
sem Ende seien die Gleichungen der beiden gegebenen geraden Linien 


(G) und (A): 
g = 0, RA), 


und die Gleichung einer von un, neun geraden Linien, für die wir 


(1,2) nehmen wollen, sei 
(M a == 0. 


Durch diese drei geraden Linien sind die beiden Punete (1) und (2) be- 
stimmt. Für (1, 3) erhalten wir alsdann eine Gleichung von folgeader RCM 
(4,3) a+ug = 0. 

Durch den Coeffieienten « ist diese gerade Linie, und alse auch ihr Durch- 
schnitt mit (H7), der Punct (3), bestimmt. Durch den Punci (3) geht die 
gerade Linie (lI, 3); durch Einführung eines neuen unbestimmten Coeflicien- 

‚ten erhält man für ihre Gleichung: 
(1,3) a+ug +vrh = 09. 
Durch diese gerade Linie ist der Punct (IT) bestimmt. 
Ganz auf dieselbe Weise erhält man für (lil, 2): 
Qu, 2 a+tph = 0, 
und hiernach fur (I, 1) 
(HD a+og+en = 0. 
eU 
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Wir sind also ursprünglich von den beiden geraden Linien (G) und 
(H) und von (1,2) ausgegangen. Hierdurch sind die beiden Puncte (1) 
und (2) gegeben. Durch (I) legen wir die gerade Linie (1, 3), wodurch 
auf (H) der Punct (3) bestimmt wird, durch (3) legen wir (If, 3), wodurch 
auf (G) der Punct (II) bestimmt wird. Durch (2) legen wir (Ill, 2) wo- 
durch auf (G) der Punct (Ill), und durch (III) legen wir (III, 1), wodurch 
auf (77) der Punct (1) bestimmt wird. Um die Gleichung einer geraden 
Linie zu erhalten, deren Richtung nicht nüher bestimmt ist, die aber durch 
den Durchschnitt zweier bekaunter geraden Linien geht, bedarf man blofs 
eines neuen unbestimmten Coefficienten. Die sechs Puncte (I), (II), (III) 
und (1), (2), (3) sind also durch die drei Symbole c, g, 2 und durch vier 
Coefficienten x, v, e und c gegeben. Den Voraussetzungen des vorstehen- 
den Satzes gemäls bedeuten a, g, À beliebige lineare Ausdrücke in y 
und x, und 5, v, e und c bleiben ganz unbestimmt. Wenn wir nun aber 
die eben genannten sechs Puncte noch durch neue gerade Linien verbin- 
den, so müssen sich diese nothwendig durch solche Gleichungen ausdrücken 
lassen, welche blofs dieselben drei Symbole und dieselben vier unbestimm- 
ten Coefücienten enthalten. Ja noch mehr, wenn wir die Durchschnitts- 
puncte der verschiedenen Verbindungs-Linien, paarweise genommen, durch 
neue gerade Linien verbinden, dann wieder neue gerade Linien durch 
neue Paare von Durchschnittspuncten legen, und auf diese Weise beliebig 
fortfahren, so erhalten wir für jede solche gerade Linie eine Gleichung 
von folgender Form: 

Ma+-Ng+Ph=0, 

in der 7, N und P bestimmte Functionen der vier unbestimmten Coef- 
Bcienten p, v, e und c sind. 


Für die noch nicht bestimmten vier Verbindungs - Linien erhalten 
wir folgende Gleichungen: 


AD) e+og+vhk = 0, 
(1, 1) a+cg = 0, 
(1,2) a--vh = 0, 
(11, 3). e Frag T o5 = 0. 


Bei einiger Übung können wir die vorstehenden Gleichungen, indem wir die 
frühern Gleichungen gehörig zusammenstellen, unmittelbar hinschreiben. 
Die erste derseiben stellt diejenige gerade Linie dar, die einerseits durch 
den Durchschnitt von (11, 3) und (G) geht, deren Gleichungen: 
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0 deg yh = 0, $ = 0, 
und andrerseits durch den Durchschnitt von (111, 1) und (7), deren Gleichungen 
a+og+eh = 0, h = 0 
sind. Einerseits hat also die gesuchte Gleichung folgende Form: 
e+ng+vh+pg = 0, 
wobei p irgend einen unbestimmten Coefficienten bezeichnet, oder einfa- 
cher, indem wir « mit dem unbestimmten Coefficienieu zusammenfassen, 


folgende : 

a-+-ps+vh = 0, 
und andererseits hat dieselbe Gleichung folgende Form: 

a+og+gh = 0, 
wobei ¢ einen neuen unbestimmten Coefficienten bedeutet. Wenn die letz- 
ten Gleichungen identisch werden sollen, so mufs, bei der Unabhängigkeit 
der Symbole o, g und / von einander, p — & und ; — v genommen wer- 
den, und es kommt: 

a+og+vk = 0, 
Auf ganz gleiche Weise ergeben sich die drei übrigen Gleichungen. 
Drei Puncte, die nach dem ersten Theile des vorstehenden Satzes 

in gerader Linie liegen, sind die Durchschnitte folgender drei Linien - Paare: 


(1, 2) "E GW D c+og+vi = 0; 
de (ll, 3 e+tpgs+vh = 0, (Ill, 2) a+eh = 0; 
(HI, 1) a+tog+eh = 0, (1, 3) a+ug = 0. 


Um diefs zu beweisen, wollen wir die Gleichung derjenigen geraden Linien 
entwickeln, welche durch den ersten und zweiten und durch den ersten 
und dritten Durchschnittspunct gehen. Weil solche zwei gerade Linien 
beide den ersten Durchschnittspunct enthalten, so haben ihre Gleichungen 


folgende Form: ET 20: 
und der unbestimmte Coefficient p wird einmal durch die identische Gleichung 
pa eg vh = r(a d pug M v4) s(a d- e), 
und das andere Mal durch 
petog+rh = g(a--og-- 25M t(a ug 
bestimmt. 7, 5, 9 und ¢ bezeichnen neue unbestimmte Coefficienten. Zu 
ihrer Bestimmung erhalten wir einmal folgende Gleichungen: 
2 perds cs=erw v=rv+se, 
und das andere Mal: 
3 pI vage Hin v= ge 
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Wir erhalten aus den Gleichungen (2.) und den Gleichungen (3.) für p 
denselben Werth, nemlich: 


io : 
und biernach geht die Gleichung (1.) in folgende über: 
4. (uv 4-ce—vc)a + were +uevh = 0, 
und stellt mithiu eine solche gerade Linie dar, welche durch alle drei in 
Rede stehende Durchschnittspuncte geht. 

Andere Gruppen dreier in gerader Linie liegende Durchschnitts- 
puncte ergeben sich, wenn wir die Puncte (I), (I), (IH), so wie die 
Puncte (1), (2), (3), beliebig untereinander vertauschen. Wenn wir ins- 
besondere (11) mit (11), und (1) mit (5) gegenseitig vertauschen, so erhal- 
ten wir statt der drei Linien- Paare (4) nun folgende: 


(i, 2) a= 0, Gil, 3) c +ug+eh = 0; 
B. (a, D) a--Feg-boh = 0, (I, 2) a+vh = 0; 
(Mi, 3) ategtvh=0,, G&D arg 0. 


Man sieht sogleich, dafs der Übergang von den Gleichungen (4) zu den 
Gieichungen (B) durch gegenseitige Vertauschung von c mit # und von e mit y 
geschieht. Aus (4.) ergiebt sich hiernach sogleich für diejenige gerade Li- 
nie, welche die drei neuen Durchschnittspuncte enthält, folgende Gleichung: 
5: (uv Foe nee twvegteevh 20; 
Wenn wir ferner (IN) mit (1), und (2) mit (3) gegenseitig vertau- 
schen, so erhalten wir statt der geraden Linien (4) die folgenden: 


(Ill, 3) ae rugtei= 0, (I, 1) ad og v = 0; 
€, (it, 2) a A y hi = 0, (1, 3) To; +ug= 0; 
1, 1) arg 0. (ii, 2) a+eh = 0. 


Die Gleichung derjenigen geraden Linie, welche diese drei neuen Durch- 
echnittspuncte enthält, hat zugleich folgende Formen: 

apugtplatvs) = 0, gatos) +t(a+oh) = 0. 
p, 9 und £ sind unbestimmte Coefficienten, die so angenommen werden 
können, dafs die ersten Theile dieser Gleichungen identisch werden. 
Diefs giebt: 

1tp= gti BEIT, py = le. 
Hieraus erhalten wir ohne Mühe für p: 
bp 0 
DOES rh 

und mithin für die gesuchte Gleichung: 

6. (ue—vo)a+(meo—uvo)g +(per—cerh = 0 
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Wenn wir die Gleichung (5.) von der Gleichung (4.) abziehen, so 
erhalten wir die Gleichung (6.). Die drei bezüglichen geraden Linien 
gehen also durch denselben Punct. 

Wir haben also in dem Vorstehenden nachgewiesen, daís folgende 
dreimal drei Puncte: | 
G,2), (D (3,2) (Q1, D, ( 3) 

(I, 2) GH, 3) QU, D, (0152) — (1b 3), G, D 

Ono ta, 1, 2) OM, 25 (5 3) 
auf drei geraden Linien liegen, und diese drei geraden Linien in demselben 
Puncte sich schneiden. Die übrigen «dreimal drei Durchschnittspuncte, 
welche auf drei geraden Linien liegen, die ebenfalls wieder in demselben 
Puncte sich schneiden, ergeben sich, wenn wir in dem letzten Schema 
irgend zwei lateinische oder irgend zwei arabische Ziffern mit einander 
vertauschen, Es gilt gleich, welche Vertauschung dieser Art wir hier 
vornehmen; wir erhalten immer, nur in verschiedener Aufeinanderfolge, 
dieselben Puncte. Vertauschen wir (1) und (2), so kommt: 

W202), Ur 3» nm 1) : a8, 2, d, 3) 

(l, D, (Hl 3) (HL 2), (0,1) (8 3), ( 2) 

(INI Sa 3p (ibe D *d 2) q 2). 

Der auf diese Weise bewiesene Satz ist vollstündig, so viel ich 
weils, zuerst von Hrn. Steiner in Gergonne's Annalen (Oct. 1828) 
zum Beweise vorgelegt worden. Man erkeunt in demselben leicht einen 
besonderen Fall eines Satzes in Bezug auf solehe Sechsecke, die sich in 
eine Linie zweiter Ordnung beschreiben lassen. (Vergl. das gegenw. Jour- 
nal, V. Band, 8.280.). An die Stelle der Curve zweiter Ordnuug tritt 
blofs ein System von zwei geraden Linien. 

4. Mit dem ehen bewiesenen Satze ist der folgende durch das 
„Princip der Reciprocität” verknüpft, und am angeführten Orte sogleich 
daneben gestellt. 
| Es seien in derselben Ebene sechs gerade Linien, von 
welchen drei in einem Puncte, und die drei übrigen in einem 
andern Puncte sich schneiden, gegeben. Die drei durch den 
einen Punct gehenden geraden Linien schneiden die durch 
den andern Punct gehenden noch in neun neuen Puncten. 
Diese Puncte bestimmen, paarweise, achtzehn neue gerade 
Linien. welche zu drei in denselben sechs Puncten zusam- 
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men laufen. Diese sechs Puncte liegen zu drei und drei auf 
zwei geraden Linien. 

Es ergiebt sich dieser Satz wiederum aus einem allgemeinen Satze 
(gegenw. Journ, V., 280.), wenn man in diesem eu die Stelle der Curve 
zweiter Classe ein System von zwei Puncten setzt. Wir können ferner 
denselben Satz als zugleich in dem Vorhergehenden bewiesen ansehen, 
wenn wir überall Puncte an die Stelle von geraden Linien setzen, uud 
umgekehrt, und, statt durch die Gleichungen 

g=0, Àz0,.4 = 0, 

gerade Linien darzustellen, nun durch dieselben diejenigen beiden festen 
Puncte, in welchen die sechs gegebenen geraden Linien zu drei und drei 
sich schneiden und sonst noch irgend einen beliebigen Durchschnittspunct 
dieser Linien darstellen. (Über diesen Gegenstand vergleiche man den 2. Band 
meiner „Entwieklungen” oder auch eine unvollkommene Vorarbeit hierzu 
im 9. Bande des gegenwiirtigen Journals.) Wir wollen indefs den Beweis 
des vorliegenden Satzes durch die allgemeine Verbindung von Symbolen 
führen, die wiederum, wie früher, gleich Null gesetzt, gerade Linien dar- 
stellen, und bemerken zugleich, dafs der so angelegte Beweis des letzten 
Satzes in den Beweis des vorhergehenden übergeht, wenn wir den Sym- 
bolen eine andere Bedeutung unterlegen. Wir sehen, wie das ,,Princip 
der Reciprocitit” für alle diejenigen Sätze, welche durch allgemeine Sym- 
bole bewiesen werden künnen, unmittelbar gerechtfertigt ist. 

Ob der Beweis eines gegebenen Satzes oder des mit ihm durch 
das Princip der Reciprocitat verbundenen, bei Zugrundelegung gewöhn- 
licher Punct- Coordinaten, einfacher sein werde, läfst sich so ziemlich im 
Voraus überschlagen. Einfacher ist es, im Allgemeinen, beim Gebrauche 
dieser Coordinaten, und also auch hei der Einführung von Symbolen, 
welche auf dieselben sich beziehen, zu beweisen, dafs drei gerade Li- 
nien in demselben Puncte sich schneiden, als dafs drei Puncte in gera- 
der Linie liegen. Bestehen zwei zusammengehürige Sätze, wie die vor- 
liegenden, aus mehreren sich aneinander anreihenden einzelnen Sätzen, 
so wird es im Allgemeinen leichter sein, denjenigen zu beweisen, nach 
welehem bestimmte Puncte in gerader Linie liegen, die dann ihrerseits 
wieder in demselben Puncte sich schneiden. Denn die schwierigern Ope- 
rationen werden hierbei im Allgemeinen mit einfachern, und die leichtern 
mit zusammengesetztern Gleichungen unternommen. Der oben gegebene 
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Beweis des ersten Satzes wird hiernach, wenn nicht etwa besondere Kunst- 
griffe angewandt werden können, einfacher sein als der nachfolgende. 
Die Sache verhält sich gerade umgekehrt, wenn wir uns der neuen Linien- 
Coordinaten bedienen. 


Die Gleichungen der nach dem letzten Satze gegebenen drei gera- 
den Linien, von welchen die drei ersten und die drei letzten in demsel- 
ben Puncte sich schneiden mógen, seien: 

el d SSR uci A 0 aa D, Ga 
Wir wollen nachweisen, dafs die drei geraden Linien 
(4) (a, b; a’, D), (a, c'5 a”, c), (b, c'5 b', c) 
in demselben Puncte sich schneiden, 

Wenn wir für die Gleichung der geraden Linie, welche durch die- 
jenigen beiden Puncte geht, in welchen die gegebenen geraden Linien 
zu drei und drei sich schneiden, folgende einführen: 

| $ = 0, 
so kónnen wir die Bedingungen des Satzes folgendergestalt durch Hülfe 
unbestimmter Coefficienten ausdrücken: 
aug = b, a Lu'g = b!, 
G--yg c, Q.-- yp mm Ch 
Die Gleichung von (a, b'; a'b) ergiebt sich olsdann sogleich, indem man 
zwei unbestimmte Coefficienten p und g iv folgenden Gleichungen so be- 
stimmt, dafs diese Gleichungen identisch werden: 
ON ie ERR STIMMT GSC 
a'+ug+ga = 0, ego eee nat = 0. 
Man erhält auf den ersten Blick: 
p'a+pa+uug = 0, 

Indem man # und y vertauseht, ergiebt sich sogleich für (a, c^; a’, c) 

folgende Gleichung: 
act va! + yy ge = 0. 
Wir erhalten endlich die Gleichung von (4, c'; 6’, c), indem wir die 
beiden Gleichungen: 
a dug pla’ vg) = 0, 
a vg («t us) = 0 
durch Hülfe der unbestimuten Coefficienten p und 4 identisch machen. 
Auf diese Weise komint: 
3. rat (ay —»)a' + (uu! —vv)g = 9 
Crelle's Journat d. M. Bd. X. Hit. 3. 30 
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Man gelangt zur Gleichung (3.), wenn mau die Gleichung (2.) von 
der Gleichung (1.) abzieht. Die bezüglichon drei geraden Linien schnei- 
den sich also in demselben Punote, 

Für folgende drei gerade Linien: 

(B) (al; b,c"), (a, 55 c; c'), (6, 5; c, a), 
erhalten wir die Gleichungen: 
Yampa’ = 0, 
(p/ —v)a va’ typ g = 0, 
m'a+(v—p)a + vag = 0, 
and sehen, dafs auch diese drei gerade Linien in demselben Puncte sich 
schneiden. 

Indem wir (5) und (c), und dem entsprechend, x und y gegenseitig 
mit einander vertauschen, erhalten wir folgende drei neue gerade Linien, 
die in demselben Puncte sich schneiden: 

(C) (a,a’; c, 5), (a, c5 6,59, (cc; 4, a^), 
und für dieselben die Gleichungen: 


p'a—va = 0, 
(v—p'a tua +puvg = 0, 
vy a -- (y —v)a! +vwg = 0. 


Es bleibt uns nun nach dem zweiten Theile des vorliegenden Satzes 
noch zu beweisen übrig, dafs die drei gemeinschaftlichen Durchschnitts- 
puncte der geraden Tree (4), (B) und (C) in gerader Linie liegen. Die- 
selben Durchschnittspuncte können wir durch drei Linien- Paare bestim- 


men, deren Gleichungen folgende sind: 
u'v (pg — v) Mea 
u (ul m ar M 
ur — vu’ 
uv (gj! — v) Y 
pr 
7 
uw vv — uv = 
Yun at gp 





g 70, 


4 
v 


un vv —» ul 


die sich unmittelbar aus den Gleichungen der drei Lo von drei ge- 
raden Linien ergeben. Die Gleichungen irgend dreier gerader Linien, 
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welche durch die drei Durchschnitte der in Rede stehenden drei Linien- 
Paare gehen, haben folgende Form: 


att Ay — 3 
cuu ge icon [d Tat y 


ue vlg — Py »(u! —») 
pau uM’ -— uv ' { i 
4. be tet bee = o 


gn p Re tr je. ee 


wey! 
Es ist also nachzuweisen, dafs diese drei Gleichungen durch schickliche 
Wahl der drei unbestimmten Coefficienten p, 7 und r identisch gemacht 
werden können, was für Ausdrücke a, a’ und g auch darstellen mögen. 
Diese Bedingung fordert zuerst: 

PRE TEEN 

Wenn wir den Werth von p — 2 aus den Coefficienten von o in den bei- 
den ersten der Gleichungen (4.) bestimmen, so ergiebt sich: 


(nv? — met) tu -- er 1-22) } 
uv quu! ov 


RQ 


A =.0. 


p= —-— 


Da der vorstehende Ausdruck für p in He Me auf x und v symmetrisch 
ist, und die beiden letzten Gleichungen (4.) durch gegenseitige Verfau- 
schung von p und v in einander übergehen, so folgt, dafs wir für den 
unbestimmten Cuefücienten p(= 7 — +) denseiben Ausdruck durch Zusam- 
menstellung der Coeilicienten von a in der ersten und dritten der Glei- 
chungen (4.) erhalten hätten, und eben diefs war zu beweisen. 

Bonn, am 1. August 1831. 


(Die Fortsetzung toigt ) 
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16. 


Zerschneidung jeder beliebigen Anzahl von gleichen 
geradlinigen Figuren in dieselben Stücke. 


(Von Herrn Gerwien, Pr. Lieut. im Königl. Preufs, 22sten Inf. Regim.) 





1. 


Lichrsatz. Haben mehrere Dreiecke 4BC, ABD, AED, 
AEF (Taf. UI. Fig. 1.) gleiche, in gerader Linie nebeneinander 
liegende Grundlinien CB, BD, DE, EF, und eine gemein- 
schaftliche Spitze 4, so wird jedes dieser Dreiecke in die- 
selben Stücke zerlegt wie die übrigen, wenn man durch die 
Endpuncte B, D, E, der gemeinschaftlichen Seiten zu allen 
Seiten der genannten Dreiecke parallele Linien zieht. 


Beweis, Aus den Voraussetzungen dieses Satzes folgt zuniichst 
eine gesetzmälsige Schneidung zwischen den von #, D und £ aus gezo- 
genen Parallelen in den Seiten der gegebenen Dreiecke. So treffen sich 
hier die Linien BZ und DI in 40, da BI parallel D4, und CB — BD 
ist, folglich BZ die Mitte von 4C schneidet, dasselbe aber auch für DI 
gilt, da DI parallel 4, und DC = D F' vorausgesetzt wurde. Eben so 
ergiebi sich die Sehneidung von DO uud EO in AF, und endlich die 
vou 20 und EL i 4D. Hieraus geht die Behauptung in der folgen- 
den Art hervor. ; 

À A BC besteht aus denselben Stücken wie ^4 E P, da Jedes Paar 
dieser Stücke lauter parallele Seiten, also auch lauter gleiche Winkel hat, 
und sich aulserdem zeigen lälst, dals auch ein oder zwei Paar gleichlie- 
gende Seiten dieser Stücke gleich sind. Hs ist nümlich: 

1, CGB congruent EMF. (Ch — EF.) 

2. BGH congruent ZQX. (GB= 42 als P. zw. P.) 

3. HB congruent ZEO. (BI--EO, da beide Linien = YA als 
P. zw. P, sind.) 

4, BIR congruent EON, (BI — EO.) 

5, AKZAS congruent POZY. (IK= ZO, da IA = DO, und KA4— 
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DZ als P. zw. P. ist. IR ist ferner = PO, da ZD — 40, und RD 
= AP als P. zw. P. sein muß.) 

6. KASTL congruent XYPQ. (KL-X, da KL =KA=mAL= 
$4C€—14Cz-,454C ist, und XQ wegen der Gleichbeit von 42, 
QO, OM, XEM oder 34L, d. bh. gleichfalls 3, 4C sein mufs, KS 
ist ferner — X7, da sich KS = XD—DS= 3 4E-~34E =i AE, 
uud auch XY = 4Y— 4X =} AE—1AE = {AF fudet.) 

7. L214 congruent MVE, (LA = EM.) 

Ganz auf dieselbe Weise lafst sich zeigen, dafs auch die Dreiecke 4DB und 
ADE dieselben Stücke enthalten, wie das Dreieck ABC. 
IL | 

Aufgabe. Es sind zwei Dreiecke mit gleichen Grund- 
linien und Hóhen gegeben; man soll beide in dieselben Stücke 
zerschneiden. 

Legt man beide Dreiecke 4BC und DEF, (Fig. 2.), so aneinauder 
(CGB congruent DEF), dafs die gleichen Grundlinien zusammenfallen, 
welches auf zwiefache Art geschehen kann, je nachdem man E in B 
oder in € legt, so entsteht entweder in einem von beiden Füllen ein 
Viereck 4BGC mit lauter hohlen Winkeln, oder in jedem von beiden 
Fällen ein Viereck 4BGC, (Fig. 3.), mit einem erhabenen Winkel. 

Auflósungl., wenn eins der beiden entstehenden Vierecke, z. B. 
ABGC, (Fic. 2. nur hohle Winkel hat. 

Verbinde die Spitzen beider Dreiecke 4 und C, und ziehe durch 
den Schneidungspunct 77 mit der gemeinschaftlichen Seite BC in jedem 
der beiden Dreiecke zu den Seiten des anderen parallele Linien, also 
HI und HX parallel zu GC und GB, HL und HM parallel zu AC und 
AB, so ist die gelorderte Zerlegung der Dreiecke ABC und BGC oder 
DEF vollendet. 

Beweis. Aus der Gleichheit der Höhen 40 und NG ergiebt sich 
die Congruenz der vechtwinkligen Dreiecke 4410 und GHN, also auch 
die Gleichheit von 4H und FG. Hieraus folgt die Congruenz von 4H} 
mit HGL, und yon 4HK mit HGM, da beide Paar Dreiecke aufserdem 
zwei Paar gleiche Winkel als Gegenwinkel paralieler Linien haben. Die 
Congruenz von CIH mit CLA, und von HKB mit HMB endlich be- 
ruht darauf, dats jedes Paar dieser Dreiecke eine gemeinschaftliche Seite, 
und zwei Paar gleicher Winkel als Wechselwinkel paralleler Linien hat. 
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jedes der beiden Dreiecke .4BC und CBG oder DEF ist also in dieselben 
4 Stücke zersehnitten wie das andere. 

Auflösung 2., wenn jedes der beiden entstehenden Vierecke, z. D. 
ADGC (Fig. 3.), einen erhabenen Winkel hat. 

Verlängere die gemeinschaftliche Grundlinie CB von den beiden 
Dreiecken ABC und BG so lange um sich selbst, bis die Verbindungs- 
finie der Spitzen 4 und G erreicht wird, welches hier von der Linie 
HI (= HB BC) geschieht, und lege 

istens, durch sümmtliche Endpuncte B, H etc. der = CB abgesetzten 
Linien Parallelen zu den Ner dieser Puncte mit den 
Spitzen 4 und G, 

Stens, schneide jedes der beiden Dreiecke AHI und HIG, in welche 
AG fällt, nach der vorher gegebenen Auflösung (1.) von À aus in 
dieselben 4 Stücke, 

2tens, zeichne bei jedem der 4 Paar entstandener congruenter Dreiecke, 

2. B. HK A und OGK, die Stücke des einen wechselweise in die Stücke 

d anderen hivein, 
so ist AZHT in dieselben Stücke zerlegt wie das AHGI, und es läfst 
sich aus diesen Stücken eben sowohl das eine gegebenc A ABC als auch 
das andere CGB oder DEF zusammensetzen. 

Beweis. Da 4MK congruent OGK ist, und die Stücke von 
MAK sowobl in OXC, als umgekehrt, die Stücke von OKG in MKA 
hineingezeichnet sind, so müssen bei einer gehörigen Aufeinanderlegung 
beider Dreiecke en Grenzen der erhaltenen Stücke in einander 
fallen; folglich entbilt das eine dieselben Stücke wie das andere. Das- 
selbe läfst sich aber auch für die übrigen 3 Paar congruenter Dreiecke 
zeigen. Demnach ist überhaupt A AHI aus denselben Stücken zusammen- 
gesetzt wie das AHG/, 

Ferner wird A ABC von denselben 4 Stücken wie das AAHI 
nach dem in I. bewiesenen Lebrsatz gebildet, da CB = BH = HI ist, 
und von B und H zu allen Seiten beider Dreiecke parallele Linien ge- 
zogen sind. Es ist nämlich CQB congruent HLJ, OBP congruent AMS, 
BPVR congruent HMSU, und FRA congruent UHL, Zeichnet man 
also, wie es in der Auflisung geschah, bei jedem der 4 Paar congruenter 
Stücke, in das ungetheilte Stück (z. B. in PY RB), die einzelnen Bestand- 
theile des cougruenten Stücks (J49U H) hinein, (nämlich Bo/ congruent 
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Hwa, opin congruent wxab, png P congruent xóc M, c/u P congruent 
cd M, tur congruent dhe, Puv congruent Mig, urPsvu congruent 
hel/fg, und endlich s RF congruent (US), so zeigt sich das ganze Dreieck 
ABC offenbar aus denselben Stücken zusammengesetzt wie das AAHIT. 
Da sich nun ferner auf gleiche Weise zeigen läfst, dafs mittelst der Aul- 
lósung auch im ACBG dieselben Stücke erzeugt worden sind, wie im 
A HGI, und HGI wieder nach dem Anfange dieses Beweises dieselben 
Stücke enthült wie das A4HI, so geht daraus endlich hervor, dals 
A ABC und ACBG oder A DEF wirklich, wie es verlangt wurde, in 
dieselben Stücke zerschnitten sind. 


Anmerkung. Eine zweite Auflösung für den Fall, dafs das entstehende Viereck 
einen erhabenen Winkel hat, ergiebt sich folgendargestalt: 

1stens, verlängere CB so lange um sich seibsi, bis 4G erreicht wird, welches 
bier für HI gilt, uod lege BO parallel L4, BT parallel IG; 

2tens, schneide CBQ und CBT, jedes nach der Auflösung des ersten Fails, in 
dieselben 4 Stücke; 

Stens, setze CO = QV etc., CT = TY eic. ab, und zerlege durch Hilfe des 
in 1. bewiesenen Satzes die hiedurch in BC.£ und BGC entstandenen Drei- 
ecke BCO, OVB etc. in dieselben Stücke; 

4tens, zeichne die einzelnen Besiandtheile der Stücke von CBO in die congruen- 
ien Stücke von CB T, und umgekehrt ; 

5tens, endlich trage die einzelnen Bestandtheile von CBO in die congruenten 
Sticke von OBV, VBA eic., und eben so von CRT in TBW, IV BG etc. ab, 

so hat man beide Dreiecke 4BC und CBG oder DEF in dieselben Stücke zer- 
schnitten. 

Diese Auflösung bat gegen die zuerst entwickelte den Vorzug, dafs sich die 
Stücke in den gegebenen Dreiecken geradezu erzeugen. Dagegen hat die vor- 
hergebende Auflösung den Vortheil, dafs bei derselben jedes der gegebenen Dreiske 
nur höchstens in haib so viel Stücke zerschnitten wird, als sich mittelst der 
zweiten Auflüsung ergeben, 


IH. 

Aufgabe Es sind zwei an Flächen-Inhalt gleiche 
Dreiecke gegeben; man soll jedes in dieselben Stücke zer- 
schneiden. 

Auflösung. Sind 4BC und DEF, (Fig. 4.), die gegebenen Dreiecke, 
AB uud FE ihre grófsten Seiten, so lege 

Istens, zu EF, der grölseren von diesen beiden Linien eine um die Höhe 
DO entfernte Parallele HJ, beschreibe um F mit der zweiten vorher 
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genannten Seite AB einen Kreis, und verbinde den zunächst an E 
fallenden Schneidungspunet Z mit £; 

2tens, schneide nach der Auflésung 1. der Aufgabe II. die beiden Dreiecke 
FDE und FIE in dieselben 4 Stücke; 

3tens, lege AFIE mit seinen 4 Stücken congruent AKB so an das 
A ABC, dafs die gleichen Seiten 4B und F7 zusammenfallen ; 

4tens, schneide 4KB zum zweitenmal in dieselben Stücke mit 4BC 
nach der Auflösung 1. oder 2. der Aufgabe Il.; 

5tens, zeichne in die ungetheilten Stücke von ABC die einzelnen Be- 
standtheile der im AABK liegenden congruenten Stücke hinein, und 

Gtens, in die 4 Stücke des AFDE die einzelnen Bestandtheile der con- 
gruenten Stücke des [ABK oder IFE, 

so ist A ABC in dieselben Stücke zerlegt wie das A DFE. 

Beweis, Da FI=FH ist, mufs Winkel HIF, also auch der 
gleiche Wechselwinkel IFE spitz sein. Die 3 Winkel IEF, FED und 
DFE sind ebenfalls spitz, da alle 3 nicht der grifsesten Seite ihres zu- 
gehörigen Dreiecks gegenüber liegen, folglich sind die Winkel DFI und 
DEI hohl, und es ist deshalb die Auflösung 1. der Aufgabe II. anwend- 
bar. Wegen der gleichen Höhen und Grundlinien hat ferner FIE, also 
auch das congruente 4 4KB mit FDE, und deshalb auch mit .4BC gleichen 
Flicheninhalt. Demnach haben die Dreiecke 4BK und ABC gleiche 
Grundlinien und Höhen, und lassen sich also wirklich nach der Aufgabe 

BH. in dieselben Stücke schneiden. Nun sind aber endlich sowohl in die 
Sticke von ABC, als in die von EDF, die einzelnen Theile der congruenten 
Stücke des AABK eingezeichnet, folglich ist A4BC wirklich in dieselben 
Stücke zerschuitten wie das AEDF. 

IV. 

Aufgabe. Es sind zwei Polygone von sleichem Flä- 
cheninhalt gegeben; man soll jedes in dieselben Stücke zer- 
schneiden. 

Auflösung und Beweis. Sei (Fig. 5.) 4BCDE das eine, und 
FGHI das andere gegebene Polygon. 

ísiens, verwandle das zseit 4BCDE auf die bekannte Art in das 
(n — seit EKCD, und zerschneide nach JI die gleichen Dreiecke ABE 
und EKB in dieselben Stücke, so ist auch das ganze (z— 1)seit in die- 
selben Stücke wie das seit getheilt. Verwandle ferner das (a — 1)seit 
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auf gleiche Weise in ein (n—2)seit EDM, zerschneide wieder die hie- 
bei entstandenen gleichen Dreiecke EXC und ECM in dieselben Stücke, 
und zeichne sowohl in die Stücke des zu dem „seit gehörenden Dreiecks 
ABE die entstandenen einzelnen Bestandtheile der congruenten Stücke des 
AEBR, als auch in die Stücke des AECM die einzelnen Bestandiheile 
der congruenten Stücke des ACEX, so isi das nseit, das 2— {seit und 
das n—-2seit in dieselben Stücke zerschuitten, Setzt man nun dies Vere 
fahren, namentlich die Einzeichnung der in dem vorletzten Polygon ent- 
standenen kleineren Bestandtheile in die congruenten Stücke des zuletzt 
erhaltenen und des gegebenen Polygons so lange fort, bis sich ein A, hier 
EDM, ergiebt, so ist klar, dafs dieses aus denselben Stücken wie das ge. 
gehene nseit 4BCDE bestehen muls, 

2tens, verwandie das seit FP'GITI gleichfalls in em AOIF, und 
zersohneide, ganz so wie es vorher gezeigt wurde, beide in dieselben Stücke. 

Stens, schneide die beiden erhaltenen gleicher Dreiecke EMD und 
FOI nach der Aufgabe HE, in dieselbe Stücke. 

4tens, zeichne in die aus der letzten Schneidung hervorpegangenen 
Stücke des AH DM die einzelnen Theile der congruenten Stücke des A 
OIF hinein, und verfahre eben so mit OZF in Beziehung aul ED, so 
müssen beide Dreiecke aus denselben Stücken zusammengesetzt sein, 

Zeichnet man daher 

5tens, in die Stücke des nseits 4BCDE die einzelnen Bestandtheile 
aus den nach 3. congruenten Stücken des AHMD, welche sich mittelst 
der in 3. und 4, ausgeführten Sobneidung ergeben haben, und construirt 
endlich gleichfalls in den Stücken des mseits FGHI die einzelnen Bestend- 
theile aus den nach 2. congruenten Stücken des A OZF, die sich aus den 
Operationen 3. und 4. ergeben, so hat man, da nach 4, beide Dreiecke 
EMD und OIF in dieselben Stücke getheilt sind, offenbar auch das nseix 
tige Polygon 4BCDE und das mseitige Polygon FGHI in dieseiben 
Stücke zerschnitten. 

V. 

Aufgabe, Es sind mehrere Polygone von zleichem 
Flücheninhalt gegeben; man soll jedes in dieselben Stücke 
zerschneiden. 

Auflösung und Beweis. m, 2, p, 7 sollen die Seitenanzahien 
der verschiedenen Polygone bezeichnen. Zerschneide das mseit und das 
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nseit nach der Aufgabe IV. in dieselben Stücke. Wiederhole diese Ope- 
ration beim zseit und pseit, und zeichne in die Stücke des seits und in 
die Stücke des pseits die einzelnen Bestandtheile hinein, welche sich in den 
bezüglich congruenten Stücken des nseits ergeben haben, so bestehen alle 
3 Figuren aus denselben Stücken. Zerschneidet man jetzt endlich das 
pseit und das gseit in dieselben Stücke, und trägt in die Stücke das gseits 
sowohl als auch in die Stücke des n- und mseits die einzelnen Bestand- 
theile hinein, welche sich in den bezüglich congruenten Stücken des pseits 
finden, so ist die Aufgabe gelüset, da Jedes der gegebenen Polygone aus 
denselben Stückeu zusammengesetzt ist. Dafs sich das eben gezeigte Ver- 
fahren nicht auf eine bestimmte Menge von Polygonen beschränkt, son- 
dern auf jede beliebige Anzahl derselben ausgedehnt werden kann, geht 
aus der Auflósung selbst genügend hervor. 


pb mm mn m 


Mit dem Vorhergehenden stehen noch die folgenden Bemerkungen 
im Zusammenhange. 

1. In den Systemen der Geometrie wird der Satz: dals Dreiecke 
mit gleichen Höhen und Grundlinien gleiche Flächen haben, aus dem zu 
den Parallelogrammen gehörenden analogen Satz abgeleitet, wührend offen- 
bar gerade das Umgekebrte, nämlich die Ableitung eines Satzes der zu- 
sammengesetzten Figur aus den Gesetzen der einfachen, Statt finden müfste. 
Aus No. I. der vorstehenden Abhandlung ergiebt sich, dafs diesem Ubel- 
_stande mittelst der daselbst gegebenen Auflösung 1. leicht abzuhelfen ist, 
da man sich derselben als Beweis für die blofse Gleichheit der Dreiecke 
unter alien Urastünden bedienen kann. | 

2) Aus der vorstehenden Abhandlung geht hervor: dafs sich die 
Gleichheit der geradlinigen Figuren folgendergestalt definiren kifst: 

Gleiche Figuren sind diejenigen, welche von denselben Stücken ge- 
bildet werden. 
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Ave 
Zerschneidung jeder beliebigen Menge verschieden 
gestalteter Figuren von gleichem Inhalt auf der 
Kugelflache in dieselben Stücke. 


(Vom Herrn P. Gerwien, Pr. Lieuten, im Königl. Preufs. 22sten Inf, Reg.) 





1. Au fgabe. (Taf. IV. Fig. 1.) Construirt man die zu einem A ABC 
gehörenden zwei Gegenkreise, von denen einer, 4 und die Gegenpuncte 
von B und C, der audere aber P und C selbst nebst dem Gegenpunct 
von 4 durchläuft, zeichnet ferner den mit den genannten Kreisen conzen- 
frischen Hauptkreis ED, und fiillet auf diesen aus £ und C die Senkrech- 
ten BE und CD, so lüfst sich das entstandene Viereck BCDE stets in die- 
selben Stücke wie das Dreieck ABC zerschneiden. 

Fall 1. Beide Seiten AB und 4C des A ABC schneiden die Seite 
ED des Vierecks BUDE, 

Construction. Fälle aus 4 au! ED die Senkrechte 4F, so ist 
A ABC in dieselben drei Stücke zerlegt wie das Viereck BCDE. 

Beweis, Verlängert man die Senkrechten CD und 4F nach bei- 
den Seiten, so müssen dieselben in den sphärischen Mittelpuncten M und 
M', Fig. 2., des Hauptkreises DF und der beiden Gegenkreise AI und 
CK zusammentreifen, Hieraus ergiebt sich 7/.4 — M'C (Radien gleicher 
Kreise), HC = M'A (IC = AK als gleiche Reste), während CA — CA ist, 
folglich mufs AMAC congruent 4 74'.4C, also auch 7. MCA = WY. M' AC 
sein. Nun ist ferner /7.CHD= AHF, und WCDH=HAFA = R; dem- 
nach hat man auch ADHC congruent 4HF. Auf demselben Wege er- 
giebt sich endlich die Congruenz der Dreiecke AFG und BEG (Fig. 1,), 
folglich besteht Viereck BCDE aus denselben Stücken wie das A ABC, 

Fall 2. Fig. 3. Nur eine Seite AU des A ABC schneidet die Seite 
DE des Vierecks BCDE, 

Construction. Schneide EG = DI ab, und ziehe CZ, so ist 
A ABC in dieselben drei Stücke zerschnitten wie das Viereck BODE. 

Beweis. Füllet man aus 4 auf die Verlängerung vou DE einen 
Perpendikel 4}, so ergiebt sich, ganz wie in Fall 1,, die Congruenz von 

ADS 
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AHF mii DCH, und von AGF mit BEG, weshalb CH — HA, DC — AP 
== BE, und DH= HF sein mufs. Hieraus folgt zunächst die Congruenz 
von GEB wit IDC, denn es ist EB = DC (bewiesen), EG = DI, /7.BEG 
ze CDI == R (construit), und ferner hat man AHAG congruent HCE, da 
CH — HA, #.CHI = AHG ist, und sich HI HG als gleiche Reste 
zwischen DE = HF und DIz EG oder GF ergiebt. Folglich besteht 
A ABC wirklich aus denselben drei Stücken wie das Viereck BUDE, 
Fall 3. Beide Seiten AB und .4€ des À ABC treffen nicht die Seite 
DE des Vierecks BCDE, 

I. Wenn HE kleiner ist als 3 ED, Fig. 4. 

Construction. Schuside DX und HM == EH, ferner DO = El, 
HL =: HI ab, halbire XH in Q, und ziehe die Hauptbogen OK, LM, CQ, 
so ist A ABC in dieselben vier Stücke zerlegt wie das Viereck BCDE, 

Beweis. Wie in Fail 1. ergiebt sich die Congruenz von CDH mit 
AHF, und von EBG mit AGF. Daher ist DH zs HF, EG = GF, also 
DH-— EG oder DE— HG =: HF--GF oder HG, d.h. DE ist zz2HG. 
Hieraus folgt zunächst, da HE« ist ala ZED, dafs M nur zwischen Z7. und 
G fallen kann, ferner, da aus DK — EH, KH = DE — 2 HG folgt, also - 
:KH oder QE > EH sein muß, dals Q zwischen D und £ liegt, und end- 
lich dafs QOH == HG ist, Hieraus ergiebt sich die Congruenz der Stücke - 
des Vierecks und des Dreiecks folgendergestalt. A COH ist congruent 
AGH, da QH — HG, HU zz HA (bewiesen) und JF.QHC = AHG ist, 
Werner hat man EH sowohl congruent ODE els auch HLM construirt, 
demnach folgt ohne Weiteres, dafs auch die Vierecke QEIC and. MLGA 
congruent sein müssen, während zugleich duroh Ableitung gleicher Linien 
und Winkel aus den vorbergehenden Congruenzen auch die der Vierecke 
OQKC und IBGH hervorgeht. 

if, Wenn HEt>LED und «ED ist, Fig. 5. 

Construction und Beweis. Schmeidet man EH zz DL, EI= 
DK ab, und zieht XL, so wird À EZH congruent DKL wad LH = DE, 
weshalb, da zugleich L über die Mitte von DE hinausfällt, auch /V, die 
Mitte von LH, zwischen E und H zu liegen kommt, und sich, wie im Be- 
weise des vorhergehenden Falls, JVH — HG(-— iED) ergiebt, Nun ist 
aber euch CH == HA(AHAF congeuent CDH) und Z7, NHC — AHG, 
folglich hat man A CWH congruent HAG, Ein Theil MINH des ANCH 
mufs zunächst in das Viereck EBCD geschafft und zugleich im AEGH 
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construirt werden, Das Eine geschieht durch Abzeichnung von DON cone 
gruent E/J V, da sich hiedurch Viereck OVLX congruent MNHI ergiebt, und 
das Andere durch Kinzeichnung von RS congruent CMJ. Endlich wuls sich 
noch DNO in HGB tragen lassen, und daraus ein CMELK congrnentes 
Fünfeck entstehen. Dies ergiebi sich, wenn man GO== NO, GP = ND 
abschneidet, da #.0GP = MINE, und also auch == OND aus der Con- 
gruenz der Vierecke BGAT und CVLE hervorgeht, während sich zugleich 
aus den vorhandenen gleichen Stücken die Congruenz der beiden Fünfecke 
BQPHI und CMELE durch blofse Aufeinanderlegung folgern lüfst. Hier- 
mit ist das À 4BC in dieselben 5 Stücke zerlegt wie das Viereck BCDE, 

IIl. Wenn HE > ist als ED (Fig. 6.) 

Zeichnet man A DOK congruent EZH ab, halbirt XH in Q, uud 
zieht QC, so erhält man ACQH congruent HGA. Es ist also Viereck 
PIOH und Viereck ZBGH in das Viereck EICD eiuzuzeichnen. Dies 
geschieht, indem man AD/’V congruent EPQ construirt, da sich bie- 
durch zunächst Viereck ZO X7 congruent PIHQ (FK ist = OH u. 8. ww.) 
und Viereck OCQK congruent JEGH (HG ist =$DE eder XQ früher 
bewiesen) ergiebt, also nur D/VL congruent ZMK zu bestimmen ist, 
(X fällt nach der Voraussetzung immer in die Verlängerung von DE), nm 
das letzte noch ungenügend liegende Stück PMXQ an der richtigen Stelle 
NMVL zu erhalten. Sollte hierbei der Fall eintreten, dafs DY oder 20 
größer wäre als DE, so führt die Einzeichnung des bei E ungenügend 
entstehenden Dreiecks in den Winkel D abermals zum Zweck. (Übrigens 
kann sich dieser Fall nie ergeben, wenn HG>> als #R ist, da, sobald 
ABC in ein Zweieck übergeht, DH == HC gerade R als Maximum erreicht.) 
Die Construction der in dem Viereck BCDE erhaltenen Stücke in das 
A ABC lälst sich endlich stets durch bloße Einzeichnung zu Stande 
briogen. ZBUT wird nämlich congruent OCPM, TUGH also congruent 
NLY FF oder PMKQ, und 0GZ congruent Dy oder Hav; ferner ARS 
congruent CPJ, RSGH also congruent /J/OK coder PIHQ, und HAYG 
endlich congruent VLG y oder MK?’ « bestimmt. 

2. Aufgabe. Zwei Dreiecke X und $5 haben gleiche Flächen 
und eine gleiche Seite; man soli das eine in dieselben Stücke zerschnei 
den wie das andere. 

Auflösung und Beweis, Legt man £5 so auf À, dafs dio gler- 
chen Seiten in einander fallen, und zeichnet die zu X gehörenden (in 7. 
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erwähnten) zwei Gegenkreise, so mufs 95 mit seiner Spitze in einen die- 
ser Kreise fallen, Denn nimmt man das Gegentheil an, und verbindet 
den Schneidungspunet zwischen einer Seite dieses Dreiecks uud dem Ge- 
genkreise mit dem zweiten Endpunct der X und 3 gemeinschaftlichen 
Seite, so entsteht ein Dreieck €, welches grifser oder kleiner ist als D, 
während sich zugleich © == À ergieht, da zu beiden dasselbe Viereck wie 
in No. 1. über der gemeinschaftlichen Seite construirt werden kann, 
woraus die Feblerhaftigkeit der Annahme hervorgeht. Daher hat man 
nur das ebenerwühnte, A und £5 zugleich angehörende Viereck erstens | 
nach No. 1. in dieselben Stücke mit 2%, zweitens in dieselben Stücke mit 
% zu theilen; drittens diejenigen Stücke des Vierecks, welche sich in 
demselben innerhalb der Theile von 9( durch die zweite Zerschneidung 
ergaben, in X abzutragen, und viertens in derselben Art alle Stücke, welche 
in dem Viereck innerhalb der Theile von 3 entstanden sind, in 95 ein- 
zuzeichnen. 

3, Aufgabe. Zwei Dreiecke 9 und 95 haben gleiche Flächen; 
man soll das eine in dieselben Stücke zerschneiden wie das andere. 

Auflösung etc. Man zeichue die zu A nach No. 1. gehörenden 
zwei Gegenkreise, von denen einer die Scheitel B und € durchläuft, be- 
schreibe um B mit einer Seite des AB einen Kreis, und verbinde C mit 
dem Schneidungspunct zwischen dem zuletzt gezeichneten Kreise und 
dem Gegenkreise, welcher den Scheitel 4 von 9( durchläuft, so entsteht 
ein AG, welches (wie aus dem Inhalt von No. 2. leicht folgt) sowohl 
mit % als auch mit 95 gleiche Fliiche und eine gleiche Seite hat. Theilt 
man daher nach der Aufgabe No. 2. erstens G mit A, und zweitens © mit 
% in dieselben Stücke, so ist die geforderte Zerschneidung vollendet, 
wenn man drittens die in G innerhalb der Theile von A entstandenen 
Stücke in X eintrügt, und endlich viertens die eben daselbst innerhalb der 
Theile von $8 entstandenen Stücke in 25 wirklich einzeichnet. 

4. Aufgabe. Ein nseit und ein mseit haben gleiche Flächen; 
man soll das eine in dieselben Stücke zerschneiden wie das andere. 

Auflösung etc.  Verwandelt man das seit durch Verschie- 
bung einer Spitze in dem Gegenkreise, welcher die Gegenpuncte der bei- 
den anliegenden Winkelspitzen der Figur durchläuft, in ein (2 —1)seit, so 
läfst sich nach der Aufgabe 2. die entstandene Figur mit der gegebenen 
in dieselben Stücke zerlegen. Dasselbe gilt aber für das aus der zwei- 
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ten Verwandlung hervorgehende (z-—?)seit und für das (1—1)seit. Folg- 
lich hat man nur die aus der zweiten Zerschneidung in dem (n — 1 seit 
entstandenen Stücke in das zseit sowohl als in das (n— 2)seit gehörig 
einzutragen, um alle drei Figuren aus denselben Stücken zusammenge- 
setzt zu erhalten. Schneidet man ferner auf gleiche Art das (2—2)seit und 
das neuerdings durch Verwandlung entstehende 7 —3seit in dieselben Stücke, 
so hat man ferner die in den bereits vorhandenen Theilen des (n — 2)seits 
zuletzt entstandenen Stücke, in das nseit, das (7 — 1)seit und das (z; — 3)seit 
einzuzeichnen, um in sümmtlichen vier Figuren dieselben Stücke zu er- 
halten. Durch fortgesetzte Wiederholung dieses Verfahrens mufs daher 
endlich das gegebene zseit in dieselben Stücke wie jede aus der Ver- 
wandlung hervorgehende Figur, aiso auch wie das zuletzt entstehende 
Dreieck, welches U heifsen mag, zerschuitten werden. Verwandelt man 
nun Íerner das mseit in ein Dreieck, welches 95 bezeichnen soll, so läfst 
sich auch dieses auf die vorher angegebene Art in gleiche Stücke wie 
das mseit schneiden. Beide entstandenen Dreiecke X und $5 haben aber 
gleiche Fiche, daher lassen sich dieselben aach der Aufgabe 3. gleich- 
falls in dieselben Stücke zerleyen, und man hat schliefslich nur die hie- 
durch in X entstehenden Theile in das zseit, und die in $5 entstehenden 
Theile in das zeit zu tragen, um die eine Figur in dieselben Stücke 
zu zerschneiden wie die andere. 

5. Aufgabe. Ein zeit, ein zseit, ein pseit, ein gseit u. s. w. ha- 
ben gleichen Flücheninhalt; man soll diese Figuren so zerschneiden, dafs 
sich in einer jeden Figur dieselben Stüeke ergeben. 

Auflösung. Zerschneide nach der vorhergehenden Aufgabe das 
nseit im gleiche Stücke mit dem seit und pseit, und trage die Theile, 
welche sich mittelst der doppelten Zerlegung des zseits in diesem inner- 
halb der Stücke des mseits und ferner innerhalb der Stücke des pseits 
ergeben haben, in das mseii und pseit gehörig ein, so bestehen alle drei 
Figuren aus denselben Stücken.  Schneidet man ferner das pseit und das 
gseit in dieselben Stücke, so hat man nur die in den bereits vorhandenen 
Theilen des pseits entstandenen Stücke in das mseit, das seit und das 
gseit gehörig einzuzeichnen, um alle 4 Figuren auf dieselbe Art zusam- 
mengesetzt zu erhalten. Eben so lüfst sich jede der gegebenen Figuren 
durch wiederholte Aawendung des. vorher auseinandergesetzten Verfahrens 
mit allen bereits zerlegten in dieselben Stiicke theilen ; folglich kann 1nan 
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jede beliebige Menge gleich grofser aber verschieden gestalteter Fisuren in 
dieselbeu Stücke schneiden. 

Schliefslich ist noch anzuführen, dafs sich aus den vorhergehenden 
Betrachiungen ohne Weiteres die Auflösung der nachstehenden Eck - Auf- 
gabe ergiebt. | 

6. Aufgabe. Eine körperliche Ecke E ist durch lauter den Schei- 
tel treffende Ebenen zerschnitten, und sus den erhaltenen Theilen durch 
Veränderung ihrer Ordnung eine Ecke e zusammengesetzt worden. In 
derselben Art hat man aus Æ eine beliebige Menge, der Kanten - Anzahl 
nach verschiedener Ecken e', &', e'’ u.s. w. gebildet. Man soll, wenn E 
nicht gegeben ist, die Ecken e, ©’, e^, e' wu, s, We so in kleinere Ecken 
zerschneiden, dals sich aus den HEU c Theilen irgend einer dieser 
Ecken, z. B. e, alle übrigen ei, e, e" u.s. We zusammensetzen lassen. 
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18. 
Theorie der Keitenbrüche und ihre Anwendung. 


(Fortsetzung des Aufsatzes No. 1, im ersten, uad No. 10. im zweiten Hefte dieses Bandes, ) 


(Von dem Herrn Dr. Stern zu Göttingen, ) 


—— 


Zweites Kapitel. 
44. Verwandelung der Reihen in Kettenbrüche. 
r 30, 
APN are 
en so wie es oit nüfzlich ist, einen Kettenbruch in eine Reihe zu ver 
wandeln, so kann auch zuweilen das umgekehrte Verfahren, die Verwan- 
delung der Reihe in einen Kettenbruch, mit Nutzen angewandt werden. 
In der Regel werden diese Reihen nach fortschreitenden Potenzen einer 
Grifse x geordnet sein, und es soll daher im Folgenden gezeigt werden, 
wie eine Reihe 
EH 4 à N 
p. ou” LL yet e zamtak cis PEE ABE HR 
( ) c; I 2 91 zn 0; ) 
in einen Kettenbruch verwandelt werden kann. Es ist aber 
—- jO "(1 Ba, Ah 2er 2h 4. ): 
| (P eek LT Bes ose: 
es ist also nur nóthig zu zeigen, wie eine Reihe, von der Form des in 
Klammern eingeschlossenen Ausdruchs, in einen Kettenbruch verwandelt 
werden kann. Zu diesem Zwecke kann man verschiedene Methoden 
anwenden. 


B 


Erste Methode. 
31. 
Die einfachste Art, eine Reihe von der Form 
(Q) 1 Hat una unnm 
DA ü. LE 
in einen Kettenbruch zu verwandeln, ergiebt sich aus 28., wenn man das 





*) Diese Form schadet übrigens der Allgemeinheit der Untersuchung nicht, in- 


dem man x == setzen, und LO aL etc. alsdann jede beliebige Reihe ausdrücken kann. 
X x 
**) Soll dieser Ausdruck auf Reihen, in welchen negative Glieder vorkommen, 
angewandt werden, so hat man nur nöthig, io den bezüglichen Gliedern Zähler oder 
Nenner des Coeffizienten negativ zu nehmen. 
9 
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dortige Verfahren umkehrt. Mau setze nemlich 4, xh m b,, d a =— b,.b,, 
Aya = by ub, b, ete, a, 0,5 My T= 0, 0,5 0,5 Hs = 0,, 0,.0,, 05 ete, also 


; dicho etra e c 4, 
ist à, dx, b, = — = —— LE 5 bye ab. we A und all- 








Fm 


« e a di. 
gemsin b,=——— ; ferner ist v, == 4,5; 4,5 0,7 775 0,, 0 — pt. 
m—t x 








Œa 
und wenn m eine gerade Zahl bedeutet, so ist überhaupt, wie leicht ein- 
zusehen ist: 

Car O m3, OE, CL ry,» B m ao CE 


ann ° 2 — 
zm ,0,445 = @ 


€ mi m 2 a 
Um- á* Om-3 tk i 


Os; Le Ay, nie 
Oma On - AO 3 AS O gs n Lese hy 32 "t 


Da aber @,, 6,4; = €,541* 015 Un lr Ombre 219 Smug SO folgt 
Emtr: mr ..0,.%, |, i E a e Ei Elo Mad 
quomm imate Am moa Omer. fh 
Om e 3 oo oo By 
Un 1 m3 000% 
s Gea mart: Ammar." Om) (Gm e 000%)” 
An TASTE UT AM d 
(4 ~@ A x ee c Pr. 2o oo 00 D = 
Eben so findet man 2, — (Merian m SE u I 
A Um: Em see c.) 


Aus der Reihe (Q.) entsteht also der Kettenbruch F(a, e emm 
Fi + A Dua oram (A, a, A, at.) A; „ach (Az. ded xh o). oi 
re pe os 27 RS inst Jus wipe Sure SL FE 


wl | P A, A; a; 
A, xh (4,.a,4 4, #*.0,).(a0s)” 
UNDE paca canter ry paren ene Co d I 
P 3 JA, (a, .0,) 
Schafft man aus diesem Kettenbruche alle gebrochenen Theilzähler und 
Thei 


Inenner, und die überflüssigen Factoren weg ($. 10. und 18.) so fin- 
det man F(a,a4 y 
F(1 duxi A, —Q a. 5 A,x" = (A, +4, 9 x. ce.) —A, in. A yx ° (sed ex n.) 
— Aye ds. x^ i( A; cy + xh ms) etc.) sh 

32. 


Es soll z. B. das Binomium (1tx)'—1tnx1 mnt att rn. 


in einen Kettenbruch verwandelt werden; man setze, um diese Reihe mit 


ex 





*) Nach 5.28. Anmerk. liefse sich diese Formel durch 
m pfi nz SLAP Mead And 
nr Lu A * an Mmi 
aps eO + ma C e Un 
bezeichnen, wenn man 4, == 1 setzt; ist die Reihe eine endliche, so wird irgend ein 


Werth 4,220 sein, und alsdann euch der Kettenbruch ein endlicher sein, weil auch 
Basti, Asza etc. alsdann = 0 sind. 





as 
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der Reihe (Q.) zu vergleichen, A, — n, 44, — n,n —1, 4,— n.n —1.n —2... 
S Na PS ef FORE 17 A = 1, so erhält man 


(ita) = p TUE 


1.2 nnn n-1 hee br Jun-1,n-2.am | 
: ‘ nn-1(2,3),nn-f.n- 2.n-3.0 


LL rn- ion 222—234 Eun ln 2213 
na raids n.n-1,n-2.2.344mn-1.n-2.n-3.23.x etc. 











und wenn man den Bruch reducirt: 


1. (A+zx) = bk ren D 


nee) b 
2-+-(n — 2) 2 — 7 
SUP EA os 


ide nd LE —d)a etc. 
welchen Ausdruck man durch ,", F [iem wn | andeuten kann. 


m.(n—m)x 


u nn 


mee 1 (n-—m)}. x 
Man bemerke, dafs der Bruch abbricht, wenn 2 eine ganze Zahl ist, so- 


bald m=n wird. 


Nimmt man —^ statt n, so bat man: 
NL 























; "A nx e EUH 
es "NET UE HU dia: ECCL 
re Ilona etc. rarer ere SER — (a2 e etc. 
AR CRETE ee CARMEN 
sss Fae m. icem UH 
m 4-4 — Gn en} &: 
welcher Bruch ebenfalls abbricht, wenn 7 eine ganze Zahl ist. 
ur ELO ee E 
Da (14-2)? — aay ist, so folgt aus (1.): 
1 1 
(zx) = mo ETT — x Eo ee — 
Edi +, Bene : à HE m—n)® 
à m+ i+ (n —m)a En Pese d 
Eben so findet man aus (2.) : 
ee) ee ee 
QAUEÍA ———----— 
| ern (n-d-mx — 
m + (mn) 
Man hat also die merkwürdige Beziehung: 
1 
n le mm Ep cn | 
an +1 (m n)& Au m(m+n)x STU A E 
m4-i—(m4-)x 


32 * 
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33. 
+ e LE a i 1 4 4 
Es sei die Reihe zu ums m+n 4 m+in m-]-3n eevee gegeben, 


a 


^ À V =) d s 
welche man bekanntlich aus f TE erhält, wenn man nach der Integra- 


tion z==1 setzt, und diese Reihe soll m einen Kettenbruch verwandelt 
werden, so ist, im Vergleich mit der Reihe (Q.), «== 1, 14, — 4,= 4, ete. 
-51, «,— m, a,=-—(m+n), e,-m--2n, und überhaupt 444, = 
(m + rn), e,,  —(m--(2r—1)2), und die ganze Reihe == Q—1, also 
i 2 
re m— — + — (mn) A2 
(m-l- a} m Ean on PT ae 
Reducir man den Bruch und verändert die Zeichen (nach $. 19.), so ver- 
wandelt sich dieser Bruch in folgenden: F(1:m-Em':n-- (m 2): etc), 
1 


welchen man durch ,*./[————————.| bezeichnen kann, oder durch 
in + (men) 





: n 
oe [aim +m Hex ny :n]. 

Setzt man m == 1, 2 = 2, so wird die Reihe = 1 + ES ete. 
= = , und Kettenbruch $ = S F[1:1--F(1-4-22z)':2] *, wie schon frü- 
her ($. 28.) gefunden wurde. 

34. 
Substituirt man in $. 32. statt 2 den Exponenten r + 7, so hat man 
nach Formel (1.), | 
(a) (Ax) = T"LFHTrH xd —m(rta—m):(mtit(rta—m)s). 
Nun ist 
(b) (ax) = LF iitre:t—m(r—m)e:(m+1i+a—m)z)], 
(c) Are" mU TM2xii—m(n—m)si(m-4-1-4-(n—m)zx)]), 





*) Dieser Kettenbruch ist historisch merkwürdig, weil er die erste Veranlassung 
zur Ausbildung der Theorie der Kettenbrüche war. Er wurde von Baron Broun- 
ker gefunden, der iho Wallis (s. dessen rithm. Inf. Prop. 191.) mitthei'te. En- 
ler behauptet an mehreren Orten (z. B, mém. de lac. de Pétersb. T. 5. pag. 31.), 
Brounker habe diesen Kettenbruch aus der schon vor Leibnitz bekannten Reihe 
i—-+ etc. abgeleitet, indessen scheint doch aus Wallis Worten hervorzugehen, 
dafs Brounker ihn auf dem viel weitläufigeren, von Wallis angegebenen Wege, 
gefunden hat, dena in der angeführten Stelle heifst es: quum vero nobilissimo viro dif- 
jiciiius persuasum iri video, ut illud ipse suscipere velit, conabor ego rem illam ad 
ipsius mentem, quam possim, proxime, breviter exhibere. 
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also 
(a) = (8). (0). 

Man sieht leicht wie sich auf ähnliche Weise noch unendlieh viele Bezie- 
hungen finden lassen, Hätte man den Ausdruck 

dx, art d, ct oes 

Bat BoB ot? 

welchen man in einen Kettenbruch verwandeln will, so müfste man iba 
erst nach bekannten Regeln in eine nach Potenzen von x fortschreitende 
Reihe verwandeln, und auf diese des yezeigte Verfahren anwenden *). 


Zweite Methode. 
35. 

Die Kettenbrüche, welche man nach der ersten Methode aus den 
Reihen erhält, haben alle, wie die allgemeine Form zeigt, sowohl in allen 
Theilzihlern als Theilnennern, die Größe x. Die zweite Methode aber 
beruht auf einem auch sonst in der Analysis gebräuchlichen Verfahren, 
wodurch man Kettenbriiche von anderer Form erhalten kann. Man denkt 
sich nemlich den Kettenbruch als schon vorhanden, und vergleicht ihn 
mit der gegebenen Reihe, wodurch man den Werth der einzelnen Theil- 
zühler und Theilnenner erhält. Die Form des Kettenbruchs könnte also 
hypothetisch willkürlich angenommen werden; aber am brauchbarsten wer- 
den diejenigen Kettenbriiche sein, bei welchen die Grölse x entweder nur 
in allen Theilzählern oder in allen Theilziihlern und Theilnennern vorkommt; 
es sollen daher nur Kettenbriiche dieser Art berücksichtigt werden. 


36, 
Es sei also die Reihe 
(L.) i+ A, x + A, x’ e etc. 
gegeben, welche in einen Kettenbruch verwandelt werden soll, dessen 
Mheilzähler alle = x sind. Man setze den gesuchten Kettenbruch = 
F(14- 2:0, - 2:0, -- 2:0, ete.) **}, so ist 
A, 24 Ayo ee mm F(mia]-a:0,....) oder 4, dcus == FL i ay p 8202.) 
Ferner setze man F(a, -+ »: 43..-.)==P, also ist 4, + Aa... —— und 
| | 2 tg 

*) Wher diese Methode, Reihen in Kettenbrüche zu verwandeln, s. m. besonders 
Euler in Introd. in Anal. inf; und Opusc. analyt. T. 2. pag. 138 1I. 

**) Die Forınel F(1--o,x:0,-4- o; r:€; etc.) würde nicht allgemeiner sein, 
weil es immer möglich ist, die Grófsen @,, e; .... aus dem Zähler zu schaffen (5. 18.). 





246 18, Stern, Theorie der Kettenbrüche. 


(1.) (A, 4a... (m Z)—1 =0, 
folglich, da die constanten Glieder einander aufheben müssen: 
4,0, —1 — 0 oder 2, — LT 
und man erhült aus (1.) die Gleichung: 
a, (Ax + ds sss) + (Arb hem) = 9, 
oder a, PA As...) + n (ha + dams) = 05 
also auch a, P(A; sme) e C do eese) = 0. 


Man setze nun P= a, p so hat man 
4 


(2.) a (o; p) en oen? == 0, 


also auch P 
@,9,4,-+ 4, = 0, und a, = —- + : 


Aus Gleichung (2.) folgt wieder 
an(s e aes) e pea n) b ob Ar) = 0, 





und wenn man P,=0,+ P setzt: 
3. 6,6; (s. + =) (A Hae.) Aa Art s) s 2) e As a.) 0, 


also 
2,0, 0, 45 H- 0, d do 0,4, = 0, dhe ay = a 
Aus (3.) würde man wieder die Bedingungsgleichung 
0,050504 Aa 0,04 A, + 2,0, 4, + 0,0, 4, + Ar = 0 
erhalten, woraus wieder @% gefunden wird, und so könnte man allmilig 
alle Theilnenner des Kettenbruches finden. | 
Es ist aber leicht, jede folgende Bedingungsgleichung aus der vor- 
hergehenden abzuleiten. Schreibt man nemlich die schon erhaltenen auf 
etwas geänderte Weise, so findet man 
a, 4,05 + A, = 0, 
(a, a; + 42) 85 + 0, d, = 0, 
[(a, 05 4, -- 4) 05 - 2,45] ax 2,0, 45 + A5 = 0. 
Hieraus kann man nach Analogie folgendes Gesetz ableiten : 
Wenn c, durch die Gleichung Qa, -I- 9 0 bestimmt wird, so dals 7 
nicht a, enthült, so wird ¢,,,, durch die Gleichung (Q, a, + 91) @m+ı + Q 
— 0 bestimmt, wo Q,, 9ı, die Ausdrücke bedeuten, die man erhält, 
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wenn man in Q und 9 den Index *) aller darin. vorkommender 4 um 
eine Einheit erhöht. 
Um die allgemeine Gültigkeit dieses Satzes: einzusehen, nehme man 

an, es sei die Gleichung Qa, +9 — 0 aus der Gleichung 

(U) (emt ge) (Qr Qin Oei) sem 
entstanden, wo D, , = qp ce ist, und Q,, 9, die Ausdrücke be- 
deuten, die man aus Q,_1, 9, , erhält, indem man den Index aller iu 
Q,_ı, 9,., vorkommender 4 um eine Einheit erhöht. Läfst man die con- 
stanten Glieder weg, und dividirt mit x, so verwandelt sich die Gleichung 
x 
= 


(a... "E =) [(Q, a, ++ Am 92) 0 eee | FOF Que + GR... 6, 
und hieraus folgt 


(Z.), wenn man zugleich statt P,. , den Werth a,4, + -—- setzt, in folgende: 


mt 900,41 Q = 0 
Die Formel (Z.) ist aber, wie aus dem Vorhergehenden erhellt, für die 
Werthe 77: 22, m — 3, folglich auch für alle folgende Werthe von m 
richtig, und das angegebene Gesetz ist daher allgemein. 


37. 





0 - 
Q, a5 La folgt, dafs der 


Nenner des Bruches, durch welchen irgend ein Theilnenner bestimmt wird, 
der Zühler des Bruches ist, durch welchen der darauf folgende Theilnen- 
ner bestimmt wird. Um daher das Bilduugsgesetz dieser Theilnenner zu 
kennen, hat man nur nüthig, des der Nenner der Brüche, durch welehe 
sie bestimmt werden, zu suchen. In der Folge soll /V, der Nenner des 


Aus den Formeln a, =— 6) Qui = — 


N M) 


Bruches sein, dureh welehen c, bestimmt wird, so dafs ¢,, = — —— 
38. 

Hat man den Kettenbruch /(¢,,.¢,,) == PF (a, - 1: à, +... 4-1:2,), 
so kommen in dem Zähler dieses Kettenbruches e,, «@, Glieder vor, weiche 
alle Elemente 2,, 9;.... @„, andere, die nur 7 —2, m—4 u. s. w. Ele- 
mente enthalten. Man bezeichne die Summe der Glieder, die mn — » Ele- 
mente enthalten, durch (@,, o,),, so. ist 


ist. 








*) Es versteht sich von selbst, dafs man sich hierbei a, , a, u. s. w. nicht selbst 
wieder durch 4,, 4, u.s. w. ausgedrückt deuken darf, 
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. 0,0, == (4,5 65), Frs 85), Fler 0), “Do 
Dune 25 Ouai 87 0541015 On 015 Omi (Go Ge), 
folglich RUM (415 0544). == Gai (015 Ama (55 mat naz 

Giebt man nun den Buchstaben c,, @,, u. s. We dieselbe Bedeutung, 
wie in den vorhergehenden $$., so hat man allgemein 

N, = (0,05 2), Am TG On) aa rl (215 Orne) tomar | 
Angenommen, es sei dieser Ausdruck bis zu einem gewissen Werthe von 7m 
richtig, so dafs 

4 Nu (B15 mao Ana lr (015 Amer), Amer wf (055 On), Ams ree 
5, Neg. = (0565 a). Am + (a 054), Am-ı + (2915 9551), P. ETE 
so um ma ; 
Nat Nn = 0 „(a 85,1), Amt Lam (015 O51), 7l (015 Om) Ames P 
nU Ai nd d (01,0, ),] Amer ler 05), An (01,5), An (0595), A mm 
Es ist aber, nach (§. 36.), Nun am 1V,, + Nm-ı, vorausgesetzt, ‘dafs man 
den Index der 4, in JV,, und /V,, , überall um eine Einheit erhöhet, folglich ist 
No res (a; 9 Am) Any ar (213 Am), 4, ar (41, Em) A uc 
also die angenommene Form auch noch für den Werth m--1 richtig. 
Aus $. 30. folgt aber 
N, = (01,68), + (2i, &), Ars 
IV, == (0,423), 44+ (01, 23), As. 
Die Formeln (4.), (5.) sind daher für den Fall m= 4, und also auch für 
alle folgende Werthe von m richtig. 

Man hat also folgende Regel: Will man den Nenner des Bruches 
wissen, der den Werth von a, angiebt, so bilde man aus den bekannten 
Werthen 4,, Go .... Ca einen Kettenbruch Fe, + 1:4,.... 1- 1:2, 4), 
nehme den Zühler 2,,2,., dieses Bruches und multiplicire jeden Theil 
(G15 Amon Mit Ann, 80 giebt die Summe dieser Producte den gesuchten 


d N, a— LJ 
Nenner, Da aber 2, — — 7 ist, so hat man 


Nn 
Lu ty s @m- y Am--2 -2)o na (2, am). 5 Gm—2); Ant: 
(ap am) Am EAs Amis Amer 
Eigentlich mufs man bei dem Werthe von JV, zwei Fälle MTS. je 
nachdem m —2n, oder == 2n-+1, d.h, eine gerade oder ungerade Zahl 


ist. Je nachdem der eine oder andere Fall eintritt, hat man 
Non = (045 05,3), + ban m (015,954), + Mons s + (rs Uy, .3)an--2 * Anti y 


a 


m 





*) Ist m eine gerade Zahl, so ist das letzte Glied dieses Ausdrucks (a4, 25)» — 1. 


tes ———— 
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oder 
Monts = (a, Cu Auc (a, Gon), 1 bas de PNE ut (44, Bon )en—s Anz d- Asie 
1 2 : 
Mau bemerke noch Folgendes: Ist JV, , = —-———-—_ so ist auch 
x CL querer He, 
AL 1 | A 
N, = — Zu z.——————. Da nun NV =e 4. > --— und 4,= 
Nr Azyndz-Agvee An ay à 


{ 3 * P] * 
— ($. 36.), also N, — — „— ist, so hat man allgemein: 
I 


PEE 
— 


1.025... Gem a; «Gasse Barty 


i 





nn. 





oder 
1 1 
amo PEST) Nu pcm me” TS Ec P 
(a; ? Agm)o É (a 15 Tori 1Je 


Hierdurch hat man einen bequemeren Ausdruck für c, gewonnen, nemlich 


Gu — + : 1 


(ar ; 4m-1)o x (a; 5 @m—i)e Am (ar oo Ayn adesse? 
wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem 77 eine gerade oder 
ungerade Zahl ist. 


Demon 


39. 
De : 2 G0 x8. ont 
Es sei die Reihe rli—ot ee T0 RF s) = log +) ge- 
geben, die nach §. 36. in einen Kettenbruch verwandelt werden soll. Hier 


P 3 
ist (7) =1— = E Y — „und daher 4, = — 4, 4,=73, I, = — ietc. 


allgemein A, = — a Ay. = LE i Man findet daher die Werthe 





von @,,@ u.8 Ww. nach §. 36. auf folgende Weise, Es ist 
1 


— = —2 = —?.1', 


EE, =» 1 





= 
— 2 Ay. 8, + Ef = 0, 


also : 
Q= — À = 72 
— 2 4,0, + 4, = i4 + A: = — sis 
also 
44, +4), — 2 4, = 0, 
und 
a, = —16 = — 2.2, 
(& 4, + As) a; —2 Ay = 55 
[(3 Ait 4), —24,]2,4- à 45 4: == 0, 
oder 
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Fährt man auf diese Weise fort, so findet man, dafs überhaupt 


2m+1 EN A 
Gm zeig m*. (m 4-1»? Oma = 2(m ae 1) 


ist, und man hat daher 
X A 3 5 
log 1 4-2) =o. F(1--z:— M rm 2 Be: — IA 33e) 


= xg x:2 TESTE Y Sai. elas (§. 19.) 


oder 


2 [ \ 
log (14- x) — x. F (1—2: 2x: Ep: + x: ?(m 4-17). 


Wäre der Ausdruck (1 +2)" = 1 + 71 + nm x'.... in einen Ketten- 


i 
brach zu verwandeln, so hätte man dim E -2,-+ 4, — 0, also 
Zn 1 m.m-ri ie 1 
Q, == — ——.; — A, + A = ——: 1-4A,.0 LA, )a,+ — 4, = 0; 
m-——4?um © at À a am EA, etm ; = 9; also 
3 (m — 1) 
Qu — — 
3 m.m 1? 


uad man fände allgemein 


2.m .{ (in am n mer nodi) (2n-+1). (2n4-1).(m —1) (m—2)... (m — n) 





er — -EF pesci gon na a mere + | 
7m —1.(m-— MU asc (men)? EL "UT mi ons DE (mn)  ? 
we das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nid n eine 
rade oder ungerade Zahl ist. Man überzeugt sich leicht, dafs der ent- 


A end ATTEN abbricht, wenn 7 eine ganze, positive oder nega- 
ive Zahl ist, und kann hier ähnliche Betrachtungen wie in $. 32. anstellen. 
Aus der Gleichung (2) in $. 36. folgt 


a, (Q, oe + Quan...) + PU rt... )+actnar... = 0, 


ode p Q4- O0. cc QO, x? T LEE T 
PTT as On Fd ce (m Da + qi) e (an Os het. 


durch weiche Formel der Rest des Kettenbruchs ausgedrückt wird, wenn 
man denselben bis zum Theilaenner 2, berechnet hat. 


40. 
Es ist nun leicht, auch den Ausdruck 


LH dix + di +... 
i+ B;x+B, a+... 


Ketteabrach f(t-ba:a,+a:a,....) zu verwandeln. Angenommen, dafs 
P, P,.... dieselbe Bedeutung haben wie in §, 36., so findet man 


L 


in einen 


M LEM AO MTOR 


MÀ MÀS -———— à - 


a, +5 
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und | 
(a, 4 =) (4,—B)¢+(4,.—B) 2 +....J—a2(1 + Bx +B,2°....) = 0, 


Dividirt man diese Gleichung mit x, und setzt zugleich 4#,, — B,, = Un , 30 
hat man 


(Z,.) - (6, + Crap...) (a, +) —1—(B,2+-B,x?,...) — 0. 

Diese Gleichung enthiilt alle Glieder, welche die Gleichung (1.) in §. 36. 
enthält, sobald man statt 4 den Buchstaben C setzt, aufserdem aber noch 
die Glieder B,x, B,x*.... Die Bedingungsgleichungen werden also die- 
selben Glieder PTT wie die des erwähnten $., sobald statt 4 der 
Buchstabe C gesetzt wird, nur werden noch einige den Buchstaben B 
enthaltende Glieder dazu kommen. Die KU EM der Gleichung 
(L,.) zeigt dies am besten. Zuerst folgt aus derselben 


; I 
a; C, —1 — 0 und a, — —, 





also Or 
a, (C x P Ca...) + — (6 T Cox.) —(Bix +B, x’,...) = 0, 
| pe 
oder 


(a.4->) Lei C, —B, +0, — B,) x + (a, C, — By) x? ...] +O, + Ca 0. 
Die Glieder, welche & enthalten, erhält man aus denjenigen, die € ent- 
halten, indem man statt a, C,, a, C, u. s. w. bezüglich — B,, — B. u.s. w. 


seizt. Man findet daher die Bedingungsgleichungen auf folgende Weise: 
Man denke sich. zuerst, es sei die Gleichung 


(7) (G4 Gx....(4+$)—1 =0 
gegeben (d. h. man nehme an, es solle die Reihe 1 + C,:x -I- C, z?.... in 
einen Kettenbruch F(1--2:0,-- 2:a;....) verwandelt werden), und ent- 
wickele die Bedingungsgleichungen, die die Werthe vou 2,, a, u. s. w. 
bestimmen, nach $. 36. ff.; man setze in den erhaltenen Bedingungsglei- 
chungen a, C, = — B,, «, C, — — B, u. s. w. und addire die hieraus ent- 
stehenden Glieder zu den schon erhaltenen, so.hat man die wahren Be- 


dingungsgleichungen. Aus der Gleichung (77.) erhielte man z.B. die 
Bedingungsgleichungen a, 0,2; + €; = 0; 


(a,0,C,-+C,a,+ a, C, = 0, 


. 
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daher sind die wahren Bedingungsgleichungen : 
a,€,a,4- 6, — B,a, — 0, * 
(a, 4; €, + C2) &, + e, C. ns @ Banya , = 0, 
4. | 
Zwei auf einander folgende, aus der Gleichung (m.) entwickelte Be- 
diagungsgleichungen werden allgemein durch die Formeln 
1. Qe,+¢ = 0, 
> (Am T Wat Q — = 0 
dargestellt werden künnen, wenn man unter Q,, 9, die Werthe versteht, 
die man aus Q, g, erhált, indem man den Index der C überall um eine 
Einheit erhöht ($. 36.). 
Aus (1. ) und (2.) erhält man die wahren Bedingungsgleichungen 
3. (Q—1/Da,-4d-9—r = 0, 
4. [(Q,— Ha, Horus + Q— RA = 
wo RB, r, R,, r,, die Werthe bedeuten, die man erhält, m man in Q, 
7, O., 9, statt a, €,, a, C, u.s. Ww. — B,, — B, u. s. w. setzt. Mau würde 
aber A,, r, auch unmittelbar aus A, r, erhalten können, indem man 
den Index der B um eine Einheit erhühte, und man kann daher sagen: 
ist ein Theilnenner @,, durch die Gleichung 0 = Sa, + 7 gegeben, so er- 
hält man den folgenden a,,, durch die Gleichung (S,¢,+7) 2,4, - 9 =0, 
wo S,, 7, die Werthe bedeuten, die man aus $ und 7 erhält, indem man 
den Index aller C uud aller B um eine Einheit erhöht. Auch hier ist also der 
Nenner des Bruches, durch welchen c, bestimmt wird, der Zähler desje- 
nigen, durch welchen c,,, bestimmt wird, und man hat daher auch hier 
nur nöthig, das Bildungsgesetz der Nenner dieser Brüche zu erforschen, 
Bezeichnet man wieder durch /V, den Nenner des Bruches, durch welchen 
an bestimmt wird, so giebt die Gleichung (5.) in $. 38. sogleich den Theil 
des Werthes von /V,, in welchem C vorkommt, nemlich 
(a, , CES + (@,, 05,53): (wt + (a, 0, 3 p + zes 
Hieraus mufs der andere Theil des Werthes von /V, abgeleitet werden, 
indem man allgemein staít a, C, den Werth — B, , setzt. In dieser Hin- 
sicht bemerke man, dafs a,, &,, , == 2,.0,, 0, ,-]-0,, @,,-,, und daher auch 
(4, , @n—y)an = Clos €, den dr (055 For jong o. ($. 4.). Aus irgend einem 
Gliede (2,, €, ,),,. On folgt daher durch die erwähnte Substitution das 
Glied — B, ,.,(2,, 4, ,),,, und man hat daher: 
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en eee De mi d) etu DC ui. 
wr (a;, Lr rd M aite pu Wy; Qu). B we eee a 
Man mufs auch hier zwei Fülle unterscheiden, je nachdem 2 eine gerade 
oder apr Zahl ist. Ist 7? == 27, so hat man 
er 3 8,75. 6 £n + (2, 3 Cor. mn} C, gn—i + "aee "b (d, ? LESBEN ° m. 
sr, (@; , Bena Jo. £n-—1 m ess (0, Ceres ances Da n—B, E 
ist dagegen 7 --27-LF1,s0 hat man: 








Y f . , 
JV. aa Ges Cost OG): Cut (Qi, Ceres C oot C 
RA-}1 = 
(Ge, 0) B, T — (Oe, Alan Baa (045 06) Be 
N, À * . 1 npe! 1 * 
Da a =— —— ist, so wird N. = ————-, wenn N, , = ——— — ist. 
im a; Uns LIII 5 Cyrus Am—ı 


Nun hat man (§. 40.) a, C, p C, — 0, also N, = o, €, = — = aber a, = at 
t 


also N,=———, und daher allgemein: 








1 1 
AN = —— =, Ni = ————-— 
Gele» Aon Qi. UH. eo ons 
42. 


Es soll z. B. der Ausdruck 
pay Ge ae ns j e. a 


e? —1 
tater ty + 


in einen Kettenbruch verwandelt werden. Man setze x'-— y, so geht die- 


x(e*d-e7*) | x(ett4-1) ES 


— —— + 


: ao tte tite Le 
ser Ausdruck in folgenden über: E uus d . Hier ist C,— — 5 ta; 
Hiph te 
9 fud & itur d 6 2m 
— aT? C, = SIX = PUS C, = ee 7i arena pcm mie , allgemein C (9m 1) 1) p 
1 
und I — (2m 4-1)!* also 
eg 
N C, > 
1 
IV, — ^ B, = 35? Ts cover ar u ds 
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Pührt man auf diese Weise fort, so findet man dafs allgemein «,, = 2; +1 
ist, und es ist daher der entsprechende Kettenbruch = m F[1--x:(2m-4-1)]. 


43. 
Soll der Ausdruck 7 BE. in einen Kettenbrucir 


Fitx:a,+x:0,...) 
verwandelt werden, so erhält man die gesuchten Werthe sogleich aus $. 40., 
wenn man Ay, 4,....==0 setzt, d. b. statt C, überall — BP, substituirt ; 
also ist 


; 1 f - \ 
dry ies I Rel ie Den, nn CO) , glas E 1 
u L 


c M 
C m / 3 


ER Is Eodem UB) Heady Hear TET. nb, Gases on 
und 
Vee — qu > ane Buc , Can). B, —...—(a, , dvo m * oq eng f 
(a, 0, | Beam e LS dans 


Für diesen Fall trifft also die Regel, wie man eine folgende Bedingungs- 
vleichung aus einer vorhergehenden findet, vollkommen mit der des $. 36. 
zusammen. Ist nemlich a, durch die Gleichung S a,+T = 0 gege- 
ben, so wird die folgende (5, «,, 4- 77)@, yi tS — 0 sein, wo 5;, T, aus 
S, T entsteht, indem man den Index der B um einel Einheit erhöht. 








: 1 1 ; 
Soll z.B. der Ausdruck —— -—-—————— in einen Ket- 
RIS opm. ep atus, 
tenbruch verwandelt werden, so hat man 3, — m, B,= "rn etc., also 
ALL N 
OENB a m? 
I mme b == m pem 2m 
NE BI Bi inc jae ce ire DR 
CI. 
__(m+1) 
ee (a, a fo Bak a, Be DE 
N; ICE ahh Een, 3.3: 0577 m(m—1)  m(m—1) 
; 2.9 
und man findet, dafs allgemein 
2 (m+1)\(m-+2)....(m+ rn)? 77 24 m.(m—1)....(m—n) 9 


wo das obere oder untere Zeichen genommen werden muls, je nachdem 
n eine gerade oder ungerade Zahl ist. Dasselbe Resultat ergiebt sich 
auch aus dem in $. 39. gefundenen Kettenbruche, der den Werth von 
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(1-- x)" angiebt, sobald man dort überall statt zz den Werth — m sub- 
stituirt. Man vergl, auch $. 32. 
44. 

Will man die Reihe 1-L-.4,x-L- 4,a?^-L.... in einen Kettenbruch 
verwandeln, der die Form /(1:1-- x: Q,-x:0,....) haben soll, so kann 
man die Werthe von a,, c, .... unmittelbar auf ähnliche Weise wie in 
(8$. 36.) finden. Leichter werden sie auf folgende Weise gefunden. Aus 


— eo 
iu 


i S. 1 
augenommenen Form des Ke 3 gt L——— -——rL———4— 
der augenommenen es Kettenbruchs folet 1d auci: 
F(1-4-x:2,4-»:0,....) Die Werthe von Gy Q,.... Werden du ganz 
dieselben sein, wie in ($. 43.), sobald man statt B überall 4 setzt. 


Will man den Ausdruck -—— in einen Kettenbruch 


EN Bai. 

Ta der die Form /(1:1-1-x:a,d- x»: 3°...) haben soll, so isi 

AB bia... = F(l+zxzia, +x:0,..0..) Die gesuchten Grölsen 
würden also auf dieselbe Weise wie in §. 36. ff. vefunden. 


/ Ie a ee m. az 
Soll dagegen der Ausdruck TB, x RE, x. in einen Ketten- 








bruch F(l:1+ax:a,-+4+:0,....) verwandelt werden, so könnte man statt 


IHR, a E zz Für zx:0,]-2:0,....) setzen. Die Aufgabe 
ist alsdann auf die des ($: 40.) zurückgeführt, und man kann die dort ge- 


fundenen Werthe unmittelbar anwenden, wenn man 4 und 2 überall 
vertauscht. 








43. 
Es móge noch der Fall hervorgehoben werden, wenn dic Reihe 
1+ 4x + 4,2 4 .... 
in einen Pen verwandelt werden soll, der die Form 
Lil aia, +x)+r:(a, + x) +... 

hat. Aus dieser Annahme folgt sogleich | 

À, + A, «ct Are. = F[13(2, 4-)-H- x :(2; - x) -- ....]. 
Man setze a. - pus ete. — P, so hat man (4, + 4,x 4- ....) (a; 4 - P) zz 1, 
und daher N 
44,0, —1 — O0 oder a, am: 
Ferner sei Pose} , so hat man 


x 


(n bn áp) Cem Aya) + (x +) = 0 
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oder 
(4.) A, (a; - P, +1) + (A; +de +... Kat x) (a, Py) + r|z-0- 
(a,+P)[(A +A a,)+(4,+4; 01) x-+- (4,+4, ai) an] pA af CAT 


Hieraus folgt An + 2, 4203 + 4, = 0, oder #, = — VERTIEFT 
z 2. 


Man findet allgemein jede Bedingungsgleichung aus der vorhergehenden 
auf folgende Weise: Ist «,, dureh die Gleichung Qo, + 9 — 0 gegeben, so 
wird a, durch die Gleichung (Ga, +9ı + Q)a, 4, + Q = 0 bestimmt, 
wo Q, 9, wieder die Werthe bedeuten, die man aus Q, 9, erbült, indem 
man den Index der 4 um eine Einheit erköht. Denn angenommen, es 
entstände die Gleichung Qa,,+ 7 aus der Gleichung | 

A) (Gs + Pa) Que ++ 0 E na na sees = 0, 
wo 
3 i X 
Facet carat re A 
ist, so hatte man 


+++ OA FICE aree 0, 


oder 
(ang +P,) (Om Q, ar w+ Q) + (Amp P am (Qo. “iF Q.a er oe) = 

nat Pn) Quad Quas) -Q- Où C+ Quas + Ens Porn Eg bes 
woraus Cas (Em 0, +9, + Q) + Q — 06 folgt. Da aber die Gleichung (1.) 
wirklich richtig ist, wenn m == 2 ist, wie die Gleichung (.4.) zeigt, so 
eilt das angegebene Bildungsgesetz der Bedingungsgleichungen für aile fol- 
gende Werthe von m. Man sieht, dafs auch hier der Nenner des Bruches, 
durch welchen irgend ein Theifnenner c, bestimmt wird, der Zähler des 
Bruches ist, durch welchen «,,, bestimmt wird. 

Man sieht, dafs bier die Berechnung der Theilnenner verwickelter 
wird, als bei den früher (§. 36., §. 44.) betrachteten Formen, und ich über- | 
gehe daher genauere Erörterungen, die sich leicht aus dem Vorhergehen- 
den ergeben, da ohnehin nicht leicht das Bedürfnifs entstehen wird, Rei- 
hen in Kettenbrüche von der hier angenommenen Form zu verwandeln. 


46. 

Folgende Bemerkungen über die zweite Methode $. 36, — 45. mó- 
gen hier noch Platz finden. Es jst aus der Darstellung ersichtlich, dafs 
die Theilnenner ¢,, @,,.... durch die Reihencoefficienten P. PPP 
vollkommen bestimmt sind. Einer jeden Reihe i+ 4,2 a xtd sees 
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entspricht also nur ein Kettenbruch von anvegebener Form, d.h. zwei 
nicht identische Kettenbrüche, welche beide in einer und derselben der 
$. 36., $. 44., $.45., angegebenen Formen enthalten sind, können nicht 
aus derselben Reihe entstanden sein. Was man also auch für eine, von 
den früher gegebenen abweichende Methode anwendet, eine Reihe 14-4, x 
+ -4,x*.... in einen Kettenbruch zu verwandeln, immer wird dieser Ket- 
tenbruch, sobald er in einer der angegebenen Formen enthalten ist, oder 
darauf zurückgeführt werden Kann, mit dem, nach der angegebenen Me- 
thoden berechneten zusammenfallen. Wäre die Reihe 1+ 4x" +3 0" 4 
in einen Kettenbruch zu verwandeln, so würde man sie sogleich auf die 
frühere Form zurückbringen, indem man x" = y setzte. Die Theilzühler 
würden also in diesem Falle nicht mehr x sondern x” sein, Auch zu« 
sammengeseiztere leihen würde man, wie die Analysis lehrt, auf die Form 
1+ Aix + 4,x°.... zurückbringen, und daher nach der angegebenen Me- 
thode in einen Kettenbruch verwandeln kónnen. 

Es darf nicht übersehen werden, dafs diese Methode noch einer 
weitere Ausbildung bedarf*), Die aligemeinen Ausdrücke für die Theil- 
nenner, welche in den berechneten Beispielen ($. 39., $. 42., 6$ 43.,) ge- 
geben wurden, sind dort nicht durch einen strengen Beweis, sondern viel- 
mehr durch Induction gefunden worden. In allen ühnlichen Füllen , wo 
die Reihencoefficienten nach einem gewissen Gesetze gebildet sind, wird 
sich auch ein solches für die Theilnenner der entsprechenden Kettenbrüche 
angeben lassen, Die vorhergehenden Betrachtungen bieten aber unmittel- 
bar kein Mittel dar, diese allgemeinen Ausdrücke zu finden und zugleich 
ihre Richtigkeit zu beweisen. Hierzu scheint es vielmehr nothwendig zu 
sein, einen einfachen Ausdruck zu finden, welcher jeden Theilnenner «,, 
(oder jedes JV, , V,.4,) unmittelbar aus den Reihencoefficienten Dr AE PER 
finden lehrt, Der Verfasser hat sich vergebens bemüht, die Lösung die- 
ser Aufgabe zu finden, vielleicht aber können die mitgetheilten Ausdrücke 
für /V,,, /V,,,, welche wohl noch nirgendwo angegeben sind, darauf füh- 
ren. Allerdings kann man einen solchen Beweis in vielen Fällen durch 
andere, im folgenden Abschnitt erläuterte Mittel finden, aber sie sind indi- 





*) Diese Bemerkung gilt auch von anderen Ähnlichen Methoden, welche man bei 
anderen Schriftstellern findet. Man vergleiche namentlich Mem de lac. de Petersl, 
T. 1. pag. 156. f., pag. 226. f., T. 7. pag. 139. ff. In letzterem Aufsatze sind die 
allgemeinen Ausdrücke für die Theilnenner keiuesweges bewiesen. 
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rect und beruhen auf Betrachtung einzelner Reihen: daher ist die Ausbil- 
dung einer allgemeineren Methode sehr wiinschenswerth, 


47. 

Man braucht die in den vorhergehenden $$. enthaltenen Formeln 
nur umzukehren, d. h. man braucht nur 2, , @,,... als bekannte, A, , 4,, ... 
als unbekannte Grófsen zu betrachten, um sogleich eine Methode, Ketten- 
brüche in Reihen zu verwandeln, zu erhalten. Aus der Formel 

0, 5 Anes), Ar 07, Ama), Ane 235 

xod = Sa Ecco se... (6. 58.) 

folgt 

(@,, a A, + 
[on (a; > dede (Ge ps) ELE Me [as (as G5 aja (a, > qus da ae 0. 
Da aber allgemein (a,, &,,), = An (0, , G5, 1). (219 none iSt) 80 geht die 
obige Gleichung in folgende über: | 


(a, ? Gm)o An T (a, ’ Am) a1 + (a; Bx) Ana +- er. — 0 
oder 


1. 4, we — (irs Amt (a, , av) nare 


(a, vam)¢ 
Ist also ein Kettenbruch F/1-E-x:o,-- 2:4, 4-....) gegeben, der in eine 
Reihe 1H 4x + 4,%°.... verwandelt werden soll, so zeigt die vorste- 
hende Formel, wie man jeden Coefficienten .4, der Reihe finden kann. 
Man bemerke noch Folgendes, Sind 4£, ,, An. durch die Bedingungs- 
gleichuugen | 

(2:5 Gr) Ame F9 == 9, 

(21) Am) An + Q = 0 
gegeben, so findet man .4, durch die Gleichung 


p^ Uns a; (HAE Rp Ph + Q.] + (a, , pesce Pas T 7, == 0, 
oder 


(A; Ono Am = — (2,.Q, + (à, Enr) Am +9); 
wo Q,, 9, die Werthe bedeuten, die man aus Q, 9 erhält, indem man den 
Index der 4 um eine Einheit erhöht. Der Beweis dieses Satzes beruht 
darauf, dafs die Bedingungsgleichungen dieselben, nur anders geordnet, sind, 
wie in $. 36,, also auch auf dieselbe Weise gebildet werden. Ist aber 
Gem, Fr. 0, so ist auch Gs (9,0, 4 do ri) H- 9 = 0 = Qa,-]-7 und 
(Oo. + gant Q — (Quas + 9204. FIs mes T ri 0, wenn 9,, 7, die 
Werthe bedeuten, die man aus 7, r erhält, indem man den Index der 4 
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um eine Einheit erhöht. Hieraus ergiebt sich die Wahrheit der Glei- 
chung (2.) von selbst. 


Wolite man den Kettenbruch l(1+x:a, +x:a,....; nach $. 28. 
in eine Reihe verwandeln, so hätte man 5,— 5b, —4,.... — rr, und es 





wäre der zu x" gehörende Coefficient 4, = + o Dierresuls 


is Gm—1. 0, , Am 


tirende Reihe ist daher auch von der verschieden, die aus dem zuletzt 
gezeigten Verfahren entsteht. 


Soll ein Kettenbruch von der Form 7(1:1-- »:0, +x:a.,....) in 
eine Reihe 1 + 4,x + 44, a! --.... verwandelt werden, so findet man die 
erforderlichen Formeln aus §. 44. (oder $. 43.). Die Berechnung wird 
aber bequemer ausfallen, wenn man einen solchen Kettenbruch in einen 
anderen F(1:1+1:b,+1:b,) verwandelt ($. 25.). Setzt man ^, — 1, so 
kann man diesen letzteren Kettenbruch so ansehen, als sei er, durch Hin- 
weglassung der ersten Einheit aus P(1-1- 1:5,-- 1:5; 4-.....) enstanden, 
und ihn daher unmittelbar nach dem vorhergehenden in eine Reihe auf- 
lösen, indem man x — 1 setzt, 

Hieran knüpft sich zugleich die Bemerkung, dafs man überhaupt 
alle Kettenbrüche nach der in diesem $. gezeigten Methede in Reihen 
auflüsen kann, weil man sie immer unter die Form #(1+x:2,+x:e,....) 
bringen kann, indem man x2 = 1 setzt. 

Es sei z.B. der Kettenbrach /(1:14-1:5--4:5--9:7....) gege- 
ben, welcher durch ,7",/(1:1-- m^:271-- 1) angedeutet werden kann. 
Statt dessen kann man 


| 5 4.7 9.9 
F(1:1 i: dicii iu.) 


ns 


} 


5 
schreiben. Man hat daher a, 221, =), , =, 2, — "5 
Formel 1.): 


+ also (nach 





= o eM 
A, = , 
d, x 
A, = — IP ONE S 
a; @, 
4 (a, +a;) À; T 
pene a,a,a $2? 
14243 


"a _ (a4a5 7-218577 24124) 4,44, t 
4 — 


Az G5 43 da 


m b. 
LJ 
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Setzt man die Arbeit fort, so findet man die Reihe 
1—3+3—- 37 ocr 


also „Fi: +: 2m +)= À). 


EAE OAD ER 


B. Ableitung der Kettenbrüche aus gewissen Reihen. 


48. 

Schon in $.2. wurde gezeigt, wie man Kettenbruche aus gewissen 
Grôfsen 4, B, €, D,..... von welchen je drei auf einander folgende einen 
gewissen Zusammenhang haben, ableiten kann. Hat man also gewisse, nach 
Potenzen von x fortschreitende Reihen, welche mit anderen ähnlich ge- 
bildeter in einem solchen Zusammenhange stehen, so kann man daraus 
zogleich einen Kettenbruch ableiten. Das einfachste Beispiel dieser Art 
bietet die allgemeine Gleichung des 2ten Grades dar. Aus der Gleichung 
e—az--bx folgt cx=ax that, ca'max-dbx, ca? o ax*-- ba... 
Vergleicht man diese Ausdrücke mit denen des $.2., so findet man 

e x= Bp po D, x"=E.... 





à b 
= 4 b = b, ===... bb bys ary 
folglich 
c b bc 
E Lechner b fente 
c D a+ etc. 
a b 
TR 
a 
c ete. 
oder 


x = F(c:a--be:a-d-bce:a...) 

Schon hieraus sieht man, dafs die Wurzel jeder quadratischen Glei- 
chung durch einen Ketteubruch ausgedrückt werden kann. Dieser Gegen- 
stand wird jedoch später genauer erörtert werden. Unter den Reihen 
aber, aus welchen Kettenbrüche auf solche Weise abgeleitet werden kön- 
nen, ist besonders diejenige merkwürdig, welche zuerst Gauls zu diesem 
Zwecke angewandt hat **). 





>) Dieser Ausdruck wird späler noch auf andere Weise gefunden werden, 
PA) Comm. soc. Golling. rec. T. I4, ad a. 1812. 
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Es sei 
A) eser ere reits UU 
gegeben, Die Buchstaben a und 5 können ohne Änderung des Werthes 
der Reihe vertauscht werden, also ist Q(a, 5, c, x) = Q5, a, c, x). 

Setzt man 5-]-1 statt 4, c-]- 1 statt c, so findet man 
Qo eh nm ESTE e PETI E CER e 
und wenn man die Glieder, die gleich hohe Potenzen von x enthalten, 
mit einander verbindet, so findet man 


Q(a,b T 1,ct 1,7) — O(a, byeyr)mm—. 
oder 


O(a, b 4-1, c 4-1, 2) — (a, bo x) = pp 1, be 2) 
Hieraus folgt, 
i g(a, b-+-1, c--1, x) __ RE i ee Se oa 
i (a, ~~ (a, b, o, N TER c—b | q(a--1, b+1, c4- 2, x)" 
c'c+i”* "gab 1, c1, 2) 
Setzi man in Gleichung (1.) à + 1 statt a, « statt 6 und c-]-1 statt c, so 
findet man 


q(b-í.a--i,c--2, x) _ i 

















a1.:41 zi 212.511.512 
tt go 





^g(b--1,a,c--i,x) ^ 4 T1. sais q (5 3-2, a+, c+ aot c-+-3, x) 
c+1.c-+2 po+1, a+1,c+2, x) 
1 











_b+1.c—a+1 ~ Q (a4-1, 5 4-2, c 4-3, x)’ 
oder c+1.0+2 CITE bH1, c+2, x) 
p(ati, b+1, c+D _ 
“pla, 0-1, o-- 1, x) ) —Q.. Tt 54-1. pean m OC b4-2.c--3) 
osteo 2 Tq (a-]-1, 5 5 -]-1, c+2) 
und wenn man diesen Werth in Gleichung (1.) substituirt: 
SEND a Pre El,x) 


q (a, b, c, x) 1 alc 

















1 4, 0 bHL1;— c—a+1 g(a+1, 5--2, c- per x 
Tch1.c- c+ 2 Be ae: b+-1, cf 2, 
Substituiré man hier e-]-1 statt e, à-]-1 statt à, c--2 statt c, so findet man 
qa - Ce 1,5+2,c c-+-3, me 4 
9 (a4- 1, res USE i-e a) rus TM 1 24-1 oft—o 
c4-2' c4-3 
4—ot2-c—at2 pat? q(a4-2, b 4-3, c+5, x) 
c-++-3.c4-4 piano: b+ 2, c 1-4, x) 
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Diesen Werth kann man wieder in Gleichung (2.) substituiren , und führt 
man auf diese Weise fort, so entwickelt sich ae in einen 
Kettenbruch, dessen Theilnenner alle = 1 sind, dessen Theilzübler abwech- 
s (a+ m).(ed- m — 9» (b--m-+-1)(c4-m—a-+1) : 

send = — Fam) (ta ng” Md Fam Hm” "e 
wo für m nacheinander die Werthe 0, 1, 2, 3.... gesetzt werden müs- 
sen (den ersten Theilzübler ausgenommen, der — 1 ist). Man hat also 


4, qo bL et, m) 








gp (a, b, c, x) 
DIT RE v (a--m)(e+-m—b) " __ @+m+1)(e-+m—a+l) 
= oF [tt rt Oe Meta et) att]. 


Setzt man 5=0, so wird O(a, 6,c,”)=1, und man erhält in diesem 
Falle aus Gleichung (3.), indem man zugleich c —1 statt c setzt: 

4. D(a, 17 CL) == rfi me et]. 
Jede Reihe, die in der Form (Q(a, 1, c, x) enthalten ist, kann daher so. 
gleich in einen Kettenbruch verwandelt werden. Gaufs hat gezeigt, dals 
die wichtigsten, in der Analysis vorkommenden Reihen in dieser Form 
enthalten sind. + 





ist z. B, a— 1, c — 2, e — y, so ist 
O(a, 1,0, 2) = 1— zy T $y — ZY ee 
und daher : 
: - 1.1 1.1 22 22 
log44 = y€(1, 1,2, —) yk [Ltt tir Sr esr et. 


E m T° à 1-4-m.i-Pm M 1--m.1--m : 
cy CT a d [ii mE uiv 











Bp paz ru LTE 
= yx It gps 33325521] 
Es ist £ —tangt (1 — 1 tang! {+ 5 tang t — 5 tang. f£... .). Setzt man daher 
azzi, c=}, a == -—íang' 5, so ist t=tangt.P(7, 1,3, —tang'{) = 
X X 
MIEL. itm.stbm 25. i--m.i--m 24. 
tang! o F|1:1 AU EET mri SIS tue t1], also 
1^ 3? 
F| 111 + target + Ds tangitii +--+ tang*t:1-+ 2 tang? 
t == tang? : "us ang i: SET ang E +3 tang t1+37çtang "a ra Le 
4 4 CA? 4 


woraus man nach gehüriger Reduction 
t == tang [1:1 + tang^2:3 + 2’ tang! £:5 + 3^ tang! /:T... J 
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findet, was man kürzer durch ¢ = tang? ,",F [1:1 4-7 .tang /:272 +1] 
andeuten kann. 


Diese und die übrigen Kettenbriiche, welche Gaufs aus der Glei- 
chung (4.) entwickelt hat, sind in der Form / (1:1 4-x:a, F*:8,....) 
enthalten, oder können doch auf dieselbe zurückgeführt werden; sie müs- 
sen daher (§. 46.) mit denjenigen übereinstimmen, die man nach der Me- 
thode des $. 44. erhält. Man kann aber mit Hülfe derselben Prinzipien 
Q(e, 1, e, x) auch in einen Kettenbruch verwandeln, der der Form 
(14- 2:2, + x:a,....) entspricht, und also mit denjenigen iiberemstimmen 
mufs, die man nach $. 36. erhält. 


Man findet nemlich auf áhnliche Weise, wie die Gleichung (1.) ge- 











funden wurde: (a -1,0—1, c2) Q(2, 0, 0) e — a. (a--1, b, c4- 1, x) 
und 

5 (a,b, 0,3) __ ut bai og q (a4-1, 5, c - 1, x} x) 

*  g(a4-1,5 —1, c, x) ar qia-4-1, b—1, c, a) 


Setzt man aber in Gleichung (3.), 4-+ 1 statt a, 5 — 1 statt 5, so findet man 
pia+1,b,c41,x) 


TYPE CNET e, a5) 
eae ri: Ie iari rac Es sudo ues ois ADU id 1 (bn). (o--m—a) | z:1|, 
NE (c4-2m).(c4-2m--1) ~~ , (c]- 3 2m) (2m +3)” 


und wenn man diesen Werth in Gleichung (5.) substituirt: 




















6 i q (a, b, c, E) cm 

"  pla+i,b—1,¢, 2) ^. 
2 ER | | (a+1-Fm). (> m—b+$) ^ (b 4- m). {e-m—a) ip 
mF i—* c summ te + 2m). (+2m+1)' xil (c4-3 nt). (c+-2 mt” jd 


. Nimmt man d = 1, so ist Q(a - 1, à —1, c, x) — 0, und daher 
det WOLH ISCH) es 


m r |; a.Æ coe fa+1-+m).(c- (om) „ : (m4 1} .(c+m a) Ex 1]. 
Lt bo zr G-E2my(e2m-«0' tin). (om +2) 


Die Gleichheit der Ausdrücke (4.) und (7.) bildet wieder eine sehr merk- 
würdige Beziehung zwischen Kettenbrüchen. 


Setzt man wieder o = 1, ee perme so au die Gleich. ipe 
log 4-y) = y F|t — $y: Lgs LETS 14 yıltzay : nf 


= yFji-y: 2 yis yim. a 
wie schon §. 39. gefunden uit 


204 {8 Srern, Theorie der Kettenbrüche 


Rs ist wegen einer folgenden Betrachturg wichtig, den Werth von 
tang! ia einem Kettenbruehe ausgedrückt zu haben, welcher daher noch 
aus dem rs 'gehenden abgeleitet werden soll, Will man die Reihe 


Anz «t _— + Eee) mit der Reihe (.4.) vergleichen, so findet man 


: 79 a 

sind == tQ (x, n'y uy — 5): 
wo nzzG, n'z-b unbegränzt grofse Zahlen bedeuten, so dals alle end- 
lichen, welche zu denselben addirt, oder von denselben subtrabirt werden 
sollen, als MEE weggelassen werden küanen, und n=2 = n41 
zun-1zunj2zzn +2 ws w. ist. Eben so findet man 


4 BEN 
cl = on, n', 59 —1—), 


An.n 


y(n n' 3 " ) 
sin f d pt ve 4 n.n 


cos f i IN. Í 
ann a) 
Vergleicht man diesen Ausdruck init der Gleichung (5.), so hat man 
1? 
&n. n^? 


also 





tang f£ == 


1 
nza,n"=b=b-+1, C=, eas 


und daher 


he non! t 
tang / = [USE I LE GED att bape ras Ee 
4 





4 
3 3 
= ei :1— ery || 
(4m4-1i 1)(&z--3)' (& m3) (4 m-4- 5) ? 


oder t* 1? 2? LX 
tangt = Fit: 1— i: 1 it iii] 

zb61—0:3—0:15—21(7..] — 7, [t:1— : 9m 4- 1]. 

Folgender Ball verdient noch eine besondere Erörterung. Man hat 
x = sinæ.cosx®(1, 1, 3, sin x^), 

also, nach Gleichung (4.): 
2. 
5 


Sat == F[sinz. cos æ : 1 —i3 sina:1— 13 


sinx^:1... 1 
und aus Gleichung (7.) findet man 


at u 12778; 4.2 
8, x == Flsinz.cosz sine „cos 2.77 sinz^:1— 17 sina”: 1— = 5 sine’: Le 


It sing = O, so ist auch  — 0, und daher auch die beiden Kettenbrüche 
(8. und (9.) nothwendig 20; ist dagegen cosx = 0, so ist sinx = 1 und 
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xm, was auch der Werth der beiden Kettenbrüche i es. Da 


sich aber in diesem Falle der Ausdruck (8.) in *) # lo: i— — AE Ser | 


uad der Ausdruck (9.) in Flo +0: 132: Hie 2 verwandelt, so 
müssen diese beiden Kettenbrüche nothwendig die Form I 5 haben, d.h. 
1.2 1.2 x 
es muls AL Saat ds iml — 0, und auch Fit Saat Fou] = 0 
sein, oder allgemeiner, es muls 
n» p (i--»0.(£ E99 . ^ (dmm. 
oltre! iq | = 0 
sein (nach Gleich. 4.), und 
m Lo QT 20)G4dm) (f+-m)G+tm) 41 — : 
oP [= qd S druide 


Aus diesen Bemerkungen liefsen sich eine Menge einzelner Sitze 























ableiten. 
í.2 na 1.2 1.2 
22: aes oa 
$5 : 5 : 7 eic 
2553344 Pp 
x but 
1 eic. eic. 1 eic. 
1 * 9 e í ° 2 
also 3——7;-, =12, folglich {— 7 = O usw 
"34 E 
9 ete. ~ ete. 
272 iE 
Aehnliche Resultate liefsen sich auch aus r[1- rege 4 + SE 1 à = 0 
ableiten. 


Über die Verwandlung der Reihen in Kettenbrüche kann man 


aufser den engeführten Schriften noch folgende nachsehen: 
Nouv. mem, de l'acad, de Berlin 1776. pag. 236 ff., und 1794. pag. 126. 


Nova acta acad. Petr. 1784. pag. 36 ff. | 
Lambert Beiträge zum Gebrauch der Mathem. Thi. II. S. 54 & 


Annales de mathem. par Gergonne. 7. IX. 


*) Diese Kettenbrüche dienen als Beweis der in $. 22. aufgestelllen Behauptung 


Crelles Journal d. M. Bà. X. Hf. 3. 35 
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Drittes Kapitel. 


A. Verwandelung der unendlichen Producte in. Kettenbrüche. 


49. 


Unter unendliehen Produeten werden hier Brüche verstanden, 
deren Zühler und Nenner das Product einer unendlichen Anzahl von Fac- 
toren sind. Die Methode, solche Ausdrücke in Kettenbrüche zu verwan- 
deln, welche im Folgenden gezeigt werden soll, beruht auf der Eigen- 
schaft dieser Producte, sich in Reihen verwandeln zu lassen, welche Letz- 
tere wieder in Kettenbrüche verwandelt werden können. Es seien «,, 
0,, 05, .... a, beliebige Ausdrücke, und man bilde aus denselben das Pro- 
duet (1-Fa(t4-2,)(14-a;) .... (12-a,), welches durch das Zeichen 
(1--a,12) angedeutet werden soll, so hat man 

(1272,12) = (1 4-a)(1 4-2) = 12-2, 4-6, (40 H- 0,|0- 
Hieraus folgt 
4 4-43) = (12-6)(1 4-2,|9) = 1-4 a,-- a. (1 +1) + 5 (1 +e |2), 

und wenn man auf diese Weise fortfährt, so erhält man 
1. (44-22) = 440,4 abat) + 5 (1-0,|2) +.... +e, (1 H-2.|1— 1). 
Aut ähnliche Weise kann auch der Ausdruck 

(1 olm) = (L-- ay) (paz) oor oe 

bin) ^^ (db) 2... (1 4-59 
entwickelt werden. Man setze 

i = i+e,; DE = thee ee ee = idc. 


so erhält man aus der Formel (1.): 
(14- 
TES, ie GH | 2) == 14e, (4 3-6, D H- 6. F6] 2) (4 HI elr—?), 


ay — by. a,—b, a, —b, 


oder,. wenn man für c,, Guy Cy .... €, die Werthe IF, ee. 








s E substituirt : 
; dan) __ ay—b, | abs (1-2, jf) a,—b, (4-4-2, ja—t) 
2 AH, ln) —À EE 145, MAE 1-Eb, (i45, DT ot Ab. 44-5, |n—D 


Setzt man zur Abkürzung 
f sds ed; Simp ace 0, 3 l+a, = d; 
1 he b, LL €,5 1 4~ bg. p Lao e s 9-9 i + b, = €55 


g 
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so hat man *) 


3. didi.d,.- di __ 1+ d, —e, desse dedi d Mare Say d; ds did pilo. x TEA di Lise “dns 
erg» zum €5 ex ea er e; ip ea Wes Cre Cr Cry 
: A 
Vergleicht man diesen Ausdruck mit der Reihe 1+ 2 iem ath p 3 ah... 
2 E | 


und setzt x — 1, so hat man 
d,—e, =A, (d,—6,)d, = A, (di—e)d.d,=4; .... (d, —e,)d,d,.... d, =A, 
EIER NI €j.€; == & BE CA RATE 
folglich ($. 31.) | 
pua rd re: 
e 


Oye Og. 65 esse Cp, _ Ad, -e4)d ,.e? M 


(d;-e;)es.e, +(d,-e,)d,.e, — 


En = Ons 


Ud; diced, ~e,) d.d PE .ei.e) 





Dieser Ausdruck kann aber noch sehr abgekürzt werden, indem man die 
sich aufhebenden Glieder und die überflüssigen Factoren wegliifst, und 
zwar findet man o Emer re Reduction; 
did. 
Peces d XR 
ET —e,)(d,—e,) dye e 


PEN NES 1 
d,.d,— (d, es S CIE es ues 








d,.d,—e,.e,— 





E d,— e, .i .e, eic, 

Da die Bildung der Ausdrücke d,, d,, d4, .... €,, e,, e:,.... durch keine 
Voraussetzung beschränkt ist, so kann man also jedes beliebige unendliche 
Product, mit Hülfe dieser Formel, in einen Kettenbruch verwandeln. 


Will man diese Formel in einen allgemeinen Ausdruck zusammen- 
fassen, so hat mau 
SCRE) e] (1 pU ER Ov e bch oS 
eC, Co "eo. Cg (dm, — mi). | dm a = a on Orta) € m. d em) 
4 


dm: di — Om + End 








és 


wo d,—e, ==1 gesetzt werden muls. 
Es ist z. B. 


Setzt man 
€ ut ec A Er vs la 
Quos v Fa = Dot cm Um ICT PARES 
*) Schweins Analysis S. 235. 


Sed 


(d CES ENE REE EONS eic, 
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so ist | 
5. 5 — FA+1:1+#1.2:1+2.3:1-+3.4:1 etc.) *). 
Man könnte auch Le Lu ne nn schreiben. Setzt man nun 


d,222, d, — 2, d, — 4, d=4, d; 6, d, —6,.... 
e=3, ei, 6,759, va), 647 7, 6,7 5, 
so findet man 
7t , 
9. = = F(4—1:3—2.3:1-2-1.2:3-- 4.5:1 4- 3. 4:3 4 6.7:1 ete). 
Würde man 
d, == 2.2, d, 24.4, d,= 6.6, d; —8.8,.... 
e, 221.3, e,22 3.9, 6,25 9.7, eus 7.9, .... 
setzen, so erhielte man 
7t 1 a 
ré ity 2 479 


C9 47 1,3.5 — 


4.4.5 
45.6 —3.5,7— 6.5.7 
6*,8* — 5.7? .6 elc., 
und auf ühnliche Weise künnte man noch andere Entwicklungen von 


= finden. Eine andere bekannte Formel ist 
m __ 3.6.6.12.12.18.18.24.... 


-— I n — a — MÀ— 


27-7252945.2: 11,1312: 195239 2753 





Setzt man daher 
d, zz 3, d, = I, d, 


cM d, 12, «e.c 
ed €, 9, = Ts 


e, 2m11,.... 

so hat man 

= ox EF -1:2—2.3:84-5.6:1-F 6 7:5-4-11.12:1 +12.13:5 ete.), 
oder (naeh $. 15.) 

8. cm F(1-k1:1--1:1--2.3:24-5.6:1-1-6.7: 52 -11.12:14-12.13:5 etc.) 


Der Ausdruck 9 exe 2:2:6.8.10.10.... 
t7 13,57. 9.11...- 
gieht, wenn man à 
hei d, == 2, d,256, d, —2 6, .:.: 
ant, e,22 3, €, 22 9, Ty 
setzt: 


pn——— n: e d 


*) Diesen Ausdruck hat schon Euler auf anderem Wege gefunden, com ac 
Peir, T. 11. pag. 48. 
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9, Y2=F(1+1:1+1.2:14+2.3:3+5-6:1+6.7:3+9.10:1 ete.) 
Die Kettenbrüche (6.), (8.), (9.), bei welchen die Theilnenner ab- 
wechselnd wiederkehren, wührend die Theilzühler nach einem be- 
stimmten Gesetze fortschreiten, sind besonders bemerkenswerth, weil sich 
aus keiner bisher bekannten Methode ähnliche Kettenbrüche ergeben 
haben; vermöge der Formel(4.) dagegen ist es leicht, eine Menge solcher 


Kettenbrüche zu finden. So z. B. findet Euler id in an, inf. $.185.): 
D 2t. 4.8.8.12.12.. 
259055583 070" 11,19.. 





Hieraus erhält man 

10. gy = F(1+1:3+43.4:144.5:3+7.8:148.9:3 +11.12:1 etc.) 
Man bemerke, dafs es sehr leicht ist, solche Kettenbrüche, die aus unend- 
lichen Producten abgeleitet sind, auf irgend eine Potenz zu erheben. Denn 
da iex RE 24] pl ditiis =, so findet man aus Eormel (4.), in- 


et .ei.e ces 


dem man Tet eh e überall d*, e! Mu 
PE tly scoot MI de _ 
( Te) = Xe Hu. e! — ue 1 7 Cm (de Ze de ^ =) 


Sette .. 


Oye Eg e E, ores Cn ate 


i = 
di. dc Qm 





So z. B. giebt der Ausdruck 
x b] 92 92 47 4? , P.o. e.. 
| d. ve E EOS LER TE 5*.5 [rt ‚7? cr: 
indem man d, == 2, d,—2, .... 6e, == d, Fe sees setzt: 





rcm Set primu 3 
Me BU I. 
—9 "T 16* — 15" etc. 


— 


B. Verwandelung der Kettenbrüche in unendliche Prodacte. 


30. 
Es werde der zu verwandelnde Kettenbruch durch die allgemeine Formel 





36 n E & #2 2 
ds angedeutet, welche kürzer durch ^,^ (+ m aus- 
»,-— any 


nn 
n, Um 


gedrückt werden kann. Soll nun dieser Kettenbruch in ein wnendliches 
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Product : = 5 m verwandelt werden, so vergleiche man den Ausdruck 
1 *. 5 e )S'*e* * 


DF + ám | mit der Formel (4.) des $. 49., und man findet 


TEES 


An 





d an 
n=d,— 6; 2, 615 also d, zz n--,, azn und ds BE, ferner 
E ' 


bm = (Anna — Omar) (Uma — Cmtr) Dm Em» 
Ln = d, ° u — €5 mtr 


Hieraus findet man 
bm — Amı dm (dm. — €m_1) 








FAR En ne 9, 
12. mens (dim — — ma) dm(em — dr) ÿ 
« by, — Gm» em (dns — €m—) 
«da € nn M ar aes EE UM 
dE Ha (dm: Se Emi) ein. (em = dm) und 
14 dmi a em bm — am. Am(dn (dm—ı =, Ema) 
: Emi dm Pb |— Gm + Cm (dm sr emails 


Vermige der Formeln (12.) und (13.) kann man also jeden Zäh- 
ler und Nenner eines Factors za des unendlichen Produets berechnen, 


und zwar auf dem Wege der Recursion, indem man d,,, dan een 
ais bekannt voraussetzt. Eigentlich aber ist es nicht sowohl wichtig, die 
Zühler und Nenner der Factoren einzeln, als vielmehr ihren Quotienten 


Anti 44 kennen. Diesen kann man aber auch durch ein independentes 
Cm ii 
Verfahren, d. h. unmittelbar aus den Gliedern des Kettenbruchs finden, 


ohne die Zähler und Nenner der vorhergehenden Faotoren zu kennen. In 
dieser Beziehung bemerke man Folgendes. Es ist nicht blos der bw Ketten- 
pod, cd d 


bruch ,7./ (1 Le —- dem ganzen unendlichen Producte— ee 
1 LA 2 . 3 * 4 * 


n,-— — 
am 


gleich, sondern auch jeder Theil des Kettenbruchs einem Theile des 





i i | d d,.d, 
unendlichen Products, d. h. es ist 1 mole qu, 7 AS 
Ta er - bs ere 
} a, 
Ó4 —— di: yg w. Dies folgt unmittelbar aus For- 
Mp b, er SER ce E 


yy e 


a, 
mel (3.); denn lüfst man das unendliche Product irgendwo abbrechen, 
setzt man z, B. 2) ij es 1, 


€; €6 1, 


2 


a, 


Jh 


uod 
ll fl 
Ud 
NE 


€4 
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so hat man 
dise sd. d, —e d,—e, d d,-—e,. d..d 
puppi. Ig 
eiue. 2, V e. it e e "E e; LULA AS 
ix ug F end (4.) 
LP d,—e, m: 
—_ 2 3 = 1 RED RV PW = B UAR. 
eis FRE in (d,— e,)d,*e, 1+ b, 
(PSS A TESI TRU RWS FER a ee oe meer as 
In dme: pun) ter Jd ey nn 


da 20% — Cor Ca (ty 
und auf dieselbe Weise findet man, dafs jeder andere Theil des unend- 
lichen Produets dem entsprechenden Theile des Kettenbruchs gieich ist. 


Zwei auf einander folgende Theile des Kettenbruchs ,7",/ germ 


n : s dig eg did. d 
ie (1 + ». sind also bezüglich ==_—22 | a und 
dites =) 








Oy 0 Og er ce Cray Eye Cg 5 Orr 


der zweite Ausdruck durch den ersten dividirt, giebt E. Will man also 


Cr-be 


die suceessiven Theile des unendlichen Products erfabren, so berechne 
man die successiven Theile des Kettenbruchs, dividire jeden folgenden 
durch den unmittelbar vorhergehenden, und die Quotienten. werden das 


Verlangte geben. 
Es soll z. B. der Kettenbruch 


D(14-1:14- 2:2 4- 3:34 - 4:4...) = LP (1 + =) 


in ein unendliches Product verwandelt werden. Hier ist 





CUP EONCN 3 1 qe sou. ai) 
ble sp 45 mit = 
Ise ung: 1 E un 
2--— al —— 
also 4 
EE MU E 33194, 9228, 10^ d, 5.30 75 
EE o 426—474 5525538775 à 15" re, 8.49 70 


Das Gesetz, nach welchem diese Factoren gebildet sind, fällt im die Au- 


gen. Es ist nemlich 
Jm 2 d, | 31 d, 4{3141) — 2, . 5[4G.t3-0—1) 
Ru ACE 6 —401)—i' ce 5[4G44+t) —1] 1° 
iem der Natur des gegebenen Kettenbruchs kann: man aber leicht ablai- 
ten, dafs dieses Gesetz M irn ist, d.h. wenn der rte Factor des un- 
2( 3:1) 


i | EM Sa Mis Oe Ead dun 
endliohen Products = SET ist, so wird der 7 4-1te Factor == VESOID 


” 
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. V | M UN 
sein. Denn es sei *) = = 1+ — c MR (1 i = LEGS 
; voce qut 
“tnt 


í = 
aries = EDI rari so ist auch 


(n-d-13(n4-1) a -- (n4 - ta ($.6. B.) = (o2) (n41) a 





uri) = EE DE) ie Al L DE TI? 
folglich 1 

NEM AF xo Sep S M 

nan METTE C ODE. UNE 

e, see En D (IH) CELLES: t+1 


NM cu =) MMM +040 
LEA eng DE (14 ES mp Diaphetinsei  MmPQCENFL 


m 





er 


Nun ist aber wirklich 


„rlt+)=1+7 = 7 





TN Nha. LSB! 372 
(+S) = 1 Dares = 3 = S140? 
| 
ps mi- s 24 4.6 
SF mi i+ 18 75 gg? 
245 


| | 44) 
folglich allgemein ,7,F (1 E M) = E bei» Wenn vtl + =) == Y 


ist, und das Bildungsgesetz der Factoren ist daher allgemein bewiesen. 
Aus spüteren Betrachtungen (§. 69.) wird sich ergeben, dafs 
IE +2) == ist; man hat daher 
Vo PUE € — : 


i 
e 1 _2 8 16 75 456 3185 


eni Me re 451 5t 15* 765 455 634 802 mas 


Wollte man die Factoren nach den Formeln (12.) and (13.) berechnen, 
so hätte man 


*) Und zwar soll 5 den Bruch bedeuten, welcher aus der Verwandelung von 


it ( i4) in einen gewöhnlichen Bruch entsteht, ohne dafs eine fernere Reduc- 


tion vorgenommen wird (vergl. $. 3.). 
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nul cub a QU) exe ise 
n, — 1, “= 2 a, = 3 Qj, = 4, 20 9.9.9 
^ 9-99 ae 
d, = 2, dL = 3, ees, ee ce 
—2—2 —3—3.4 15 
RE Se Po Ba FOES eie 9 es BOR arius IA essen 
> Hu ng equ A tque 16 
woraus man wieder mont FE ED Lgs tee findet. 


Es wurde früher ($. 32) Eden 
3 F (À4-1.4:24-3.3:24-5.5:2 eto.) = oF (2m4-1y:2). 
Soli dieser d in = en Product verwandelt werden, so hat man 
ip pe it eg „En Sn 
x 245 24 
: 2+5 





& 1 8 10 91 684 


und daher 2 21 9.43*75*v9p** ** 


Das Gesetz, nach welchem hier die Factoren gebildet werden, leuch- 
tet ein, sobald mau sie auf felgende Weise schreibt: 
es Bar 10 752 91 1.13 684 — v DUO iy 
zu AE 9590 -1:31270  7.13-1.3.9? 789 — 5.76+1.3.5.7° 
und es Sev wieder leicht, die Allgemeinheit SISTER Gesetzes aus der Ber 
schaffenheit des Kettenbruches abzuleiten, sobald man bemerkt, dals, wenn 





: LT oO To : 
der te der Theile Tr Do wer, => ist, alsdann der 72 +ite 
(2m4-1)a — . 
iSm-E1)b £a ist, 


91. 

Die im Vorhergebenden gezeigte Verwandelung der Kettenbrüche 
ia unendliche Prodacte beruht auf den Betrachtungen des §.50. Sie kann 
aber auf einfacherem Wege gefunden werden. Man kenn nemlich statt 
eines jeden Kettenbruchs Z(e,«,) den Ausdruck | 

5 (eas ,0,) F(a,a,) F(a,a,) Fiayamı): „ Fa; an) ) 





a  'P(a,a) F(a, Eee F(a, ni) 
setzen, Hierdurch ist also der Kettenbruch Open in ein Product ver- 
F (a, a,) -2, E (asas) 
a Rn (aa) - 
Ausdrücke ganz mit denen des ren $. MA AG de dais dort ai 
war, welche Beschrünkung mun wegfällt. 
Crelle's Journal d. M. Bd. X. Hit. 3.- 36 


wandelt, und setzt man 





2? y, s, 'w., 80 fallen diese 
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Tüeraus ergiebt sich: denm: auch unmittelbar ein Verfahren, jedes 
ye ; d.d RES » % + 7 “ 2 : c 

unendliche: Product d in einem Kettenbruch zu verwandeln. Denn 

, 6-6 Gy 2000 LO - E AE 

man braucht nur 





de ee die F(aa,) d, H(a,a,) 
es a— ag; —— DT pe ry eMe OP ecco 
e 12e, al er Fiat): ; 


oder 
dea, d,zma,qd,, dz-8,.0,05, nue 

| ez, e,-:0.0,, €» vu Qi, Wy Ay Ay, ennt 
zu setzen, und die Werthe von 2, @, +++: Dis bag see. durch d, d,, ..... 
€, €, eee ZU bestimmen. Man kommt hierdurch zuletzt wieder auf For- 
mel (4.) zurück, weshalb die genauere Entwickelung hier übergangen 
werden. móge; nur bemerke man, dafs in Formel (4.) d=e=1 ist. ; 

Da nicht blos. das ganze: unendliche Product dem ganzen Ketten- 


d.d, . d.d,.d; 


bruch gleich ist, sondern auch jeder einzelne: Theil ——, ——— u.s. Ww. 
; eve od eR, 


bezüglich jedem einzelnen Theile (a, a), F(a,a,;) Us 8» Wes so folgt hier- 
aus, dafs jedes unendliche Product, das nmn auf dem: angegebenen Wege 
in einen Kettenbruch mit blos positiven Gliedern verwandeln: kann, con- 
vergirt, indem seine einzelnen Theile abwechselnd grüfser und kleiner als 
der wahre Werth sein, und sich demselben. immer mehr nähern werden, 
je mehr Factoren man zu ihrer Bildung anwendet ($. 11.). 

Die im vorigen. $.. gefundenen Entwickelungen in. unendliche Pro- 
ducte scheinen nicht blos deswegen interessant zu sein, weil man sie 
noch auf keinem andern Wege erhalten: hat, sondern weil man überhaupt, 
so viel dem. Verfasser bekannt ist, bisher nur für. Functionen von 7 un- 
endliche, aus ganzen Zahlen bestehende: Producte: gefunden bat, keines- 


weges aber für Functionen. von 6, wie der hier: gefundene: Ausdruck. — 

- > pue 
ist. Da der Ausdruck. einer Menge ähnlicher‘ Funetionen in Kettenbrüchen 
bekannt ist, so künnen aus demselben mit Leichtigkeit eben so viel un- 


endliche Producte- abgeleitet. werden. | 
( Die. Fortsetzung folgt). 
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I E 
.  . Zur Elementar - Geometrie. 
(Von dem Herrn Geh. Hofrath und Prof, Grüsom zu Berlin. ) 


dumm a unte ee 


is der ebenen KElementar- Geometrie fehit folgender Lehrsatz: 

‘In jedem nach den Ecken nicht cenírischen Vierecke 
ABCD (Taf. IV. Fig.7.) mit lauter hohlen Winkela, ist die 
Summe der Rectangel aus den Gegenseiten immer grölser 
als das Rectangel aus den beiden Diagonalen. | 

D. h. .4B.CD 3- 4D.BG > AG.BD. 
Beweis. Da in einem solchen Vierecke der Winkel 4CB nicht 
gleich à sein kann, so mache man y — und B= «; alsdann ist 
ABCE ov AABD. 
Die Seiten des As BCE sind BC, CE, BE, 
die homologen Seiten des As 4BD - BD, AD, AB. 
Wir haben daher 
I. 4D.BC— BD.CE d 


I. 4B.BC = BD,BE { Crelle Lehrb. d. Geom. S 102. $. 132. I. 


" Aus (EL Dy. mit der Bemerkung, dals der Winkel 4BE — CBD, folgt 


AABE « ABCD (C. Geom. S. 103. IE), 
also Q — d, daher auch 
IH 4B.CD = BD.AE (C. Geom. $. 132. I.) 
Aus (III, und T.) folgt | 
 AB.CD A- AD.BC = BD(AE-- EO), 
aber 4E-- EC > AC (C. Geom. §. 49.), 


folglich : 
AB,CDA-.4D.BC > BDAC. 


Zusatz. Wäre der Winkel 4CB = 0, so fielen 4E und CE beide 
in AC, und AE--CE wäre alsdann gleich der Diagonale AC, und wir hätten 
AB.CD+ AD.BC = AC.BD, 

welches bekanntlich der Ptolemaeische Lehrsatz ist. 
Zusatz 2. Umgekchrt: Wenn in irgend einem ebenen 
Vierecke mit nur hohlen Winkeln die Summe der Rectangel 


aus den Gegenseiten gleich dem Rectangel aus den bei- 
36 * 
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den Diagonalen ist, so ist- das Viereck eentrisch nach 
den Ecken. bi 


Beweis. Denn wäre es nicht centrisch nach den Ecken, so müfste - 
nach unserm obigen Lehrsatze die Summe der Rectangel aus den Gegen- 


seiten grófser als das Rectangel aus den Diagonalen sein: gegen die Vor- 
aussetzung; folglich ist der Ptolemäeische MERE auch umge- 
kehrt wahr. 


Aus dem Ptolemaeischen Lehrsatze hat man unmittelbar aus den 
Seiten des Vierecks das Product der beiden Diagonalen, Um aber die 
Diagonalen einzeln als Function der Seiten zu haben, sucht man auch den 
Quotionten dieser Diagonalen aus den Seiten des Vierecks zu bestimmen. 
Um diesen Quotienten zu finden, nimmt man ohne Noth seine Zuflucht zu 
neuen geometrischen Sätzen, da doch der Ptolemaeische Lehrsatz diesen 
Quotienten mit involvirt, und verliert dadurch die Einsicht des wahren 
Zusammenhangs dieser Sätze. 

Die aufeinander folgenden Seiten a, b, C, | d eines Vierecks im Kreise 
(Fig. 8.) geben nemlich, in einer andern Reihefolge, in denselben oder in 
gleich grofse Kreise gestellt, noch zwei audereVierecke (Fig. 9. und 10. }. 
Diese Vierecke (Fig. 8., 9. und 10.) sind zwar der Gestalt nach verschie- 
den, aber dem Flüchen-Inhalte nach einander gleich, weil gleiche Sehnen, 
in einerlei oder in gleichen Kreisen, gleiche Kreissegmente abschneiden, 
Der von den vier Seiten a, 5, c, d cn DUET Raum bleibt also con- 
stant, in welcher Ordnung man auch die Seiten in dem Kreise einträgt. Nun 
ergiebt sich noch eiue dritte Diagonale, geschiedeu von den beiden ersieren. 

In Fig. 8. haben wir 1) «e.c 4-5.d —: D. 6, . 
in Fig. 9 - - 2)ed-45c-D.ó. 
in Fig.10. - - 3) ab+cd=A.d, 
folglich geht A m Eos ee 


sich alle drei Diagonalen ergeben. 


, und eben so 


(2) 0 — aàd--5.«? 


II. Lehrsatz In jedem Triangel ist das Quadrat vom 
Abstande der beiden Mittelpuncte des eingeschriebenen und 
umsehriebenen Kreises, von einander, gleich dem Qnadrate 
vom Haibmesser des umsehriehenen Kreises, minus coder 
plus dom doppelten Rectangel ous diesem Halbmesser in den 





oe woraus 





N 
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Halbmesser des eingeschriebenen, je nachdem der innere 
oder der äufsere Berührungskreis gewählt wird (Fig. 11.) 

Beweis. Es seien C und D die Mittelpuncte des um und in den 
beliebigen A4BE beschriebenen Kreises; R der Halbmesser des umschrie- 
benen und D/==r der Halbmesser des eingeschriebenen Kreises. 

Der Winkel X ist in dem Kreis-Abschnitt 4KB constant, daher ist es 
auch der Winkel 4D8 = K+1(4--B) = 90"-- iK. Eben so ist der Win- 
kel 4HB = 180— X constant, der convexe Winkel 4EB ist daher gleich 
180"4-4, auch constant, und da. 180*-- X = 2 (90"-]- 2 K^, so ergiebt sich, 
dafs die Mitte Z des Bogens 4B der Mittelpunct eines mit EB=e be 
sehriebenen Kreises ist, in welchem die Mittelpuncte D der inneren Be- 
rührungskreise liegen, und der Bogen 4DB ist also der geometrische Ort 
dieser Mittelpuncte. = 

Es sei 2° der Mitteipunet von dem äufseren Berühtungskreise, so ist 
der Winkel 4D‘B = 180" — [90°— 1.4 +90’ — 4B] = £ (A--B) = 90— 1 K, 
also auch constant, : 

Da nun Winkel DB = 90"-|- 2K, so erpiinzen sich die Winkel 4DR 
und 4D‘B zu 28; sie liegen also in einerlei Kreis > und es ist daher der 
Bogen AD'B der geometrische Ort der Mittelpuncte D^ der äufseren Be- 


| rührungskreise. 


Ma^ fälle DG, D'G' auf CE perpendicular, und D'I' auf AB senk- 
recht, so ist D'7'— ;' der Halbmesser des üufsern Berührungskreises, 
Die AACDE, CD'É geben uns nun sogleich 
: I. 
CI? = CE -d-DE-—2CE.EG (C. Geom. $. 123. 1.), 
d.h. RR | 
x = B g—2REG, 
Da nun e = EP 2R.EF, so ist 
eos RE-LOREF—2REG 
zo BR2R(EG--EF) 
== RDIJ]. 2HBHGP 
B-—2Hr 
R(R— 2r). Es ist also R, der Halbmesser des umsehriebe- 
nen Kreises, immer grüfser als der Durchmesser 
2r des eingeschriebenen Kreises, und nur bei 
dem gleiehseitigen A ict Hz 27. 


dg. 
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11. 
CD" — CE + ED'4- 2CE,EG' (C. Geom. §. 123. 2.), 


à. b. | 
a = B pS42REG' 


= R-L2R(EF+EG‘) 
c BR? -L-2R.FG’ 
— Rr. 
Aumerk. Da eine dem r ;entgegengesetzte Lage hat, so folgt der Ausdruck 
für x? auch ‚unmittelbar aus dem Ausdruck fur. 

ich theile hier noch einen zweiten, rein geometrischen Beweis des 
obigen Lehrsatzes mit, der sich auch durch Kürze empfiehlt (Fig. 12.). 

ZABG = GBK, also G4 = GK, 

/GAK = GBK = GBA, aber 

ZKAD— DAI, folglich 

/GAD=GDA, demnach 

GD=G4=GK _ | 

Da ferner ZH = GBK = DBI, so ist der rechtwinklige AGHK x DBI. 
Es ist daher DB.GX = DI.KH —2f.r und DE.DF= DB.DG — DB.GK, 
d. h. (Ro) (Rx) — Wr, Ra == ahr, folglich a? = R'—2R.r. 

Die hier mitgetheilten Beweise zeichnen sich noch dadurch aus, 
. dafs sie ohne Proportionen geführt sind. 

Mit Bestimmung der Distanz der im Lehrsaize gedachten Mittel- 
puncte haben sich viele, und selbst die gröfsten Mathematiker beschäftiget, 
z B. Euler, Fufs, Carnot, Maisonneuve, Gergonne, L'Huilier, 
Garnier, Feuerbach und Unger. Die Untersuchungen sind fast alle 
auf algebraischen und trigonometrischen Wegen, zum Theil ziemlich weit- 
liufig, gemacht worden. Rein geometrisch sind die Auflósungen von Fufs 
und Unger, die letztere im gegenw. Journal, Band 4. S. 395. 
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20. 
Bemeckune 7 zu der Abhandiung des Hin. Prot Scherk: 


. über die Integration der Gleichung = ee (a+ Bx) y. 


(S. 92 ff. dieses Bandes. } 
(Von dem Herrn Prof. Dr. C. G. J. Jacobi zu Königsberg in Pr. #° 








Da schöne Resultat s. 96. bringt sieh in folgende P quemere Form: 


l. SR Ote zn i [Cet- 6, pe ni C2 0° #2? ob, + Cee), 
wo e eine primitive Wurzel der Gleichung 9" *  —1, und wo €, €,, .... ©, 
beliebige Constanten bedeuten, welche die oci uon ME erfüllen: 

3 ES Oe EO SO 

so dafs z von ihnen willkürlich sind. 7 

Man priift auf folgende Weise, dafs dieser Ausdruck der Differential- 
gleichung | A UR A 

le. ae” Ca 

auf welche der Verfasser die allgemeinere zurückführt, Genüge leistet. Man 
hat nemlich, wenn man, nach x, z Mal differentiirt, und dann, nach ¢, theil- 





‚weise integrirt : 


nti 
1 7 T1 ° yU QU 


£p) — — 1 
Mid Cte nel eg ret Au RER 
nt ce* ae 2" e ttl oot ME af ote nl ee. 


zo Epor e" oti™e 
Dehnt man das Integral nach. ¢ von © bis co aus, so reducirt sich der Theil 
aulserhalb: des Integralzeichens auf 2”. Substituirt man in (4.) für e die 
n +1 Werthe 1, 2, £^; .... e", und substituirt die so erhaltenen Ausdrücke 
in den: Ausdruck. von: er , wie er sich aus (1.) ergiebt, so verschwindet 
wegen der Bedingungsgleichung: (2.) der Theil auíserhaib des Iotegrai- 
zeichens, und die: Differentialgleichung. (3.) wird identisch erfülit.. 

Setzt man statt (2.) zwischen den 2 +i icm. Bedingungs- 





gleichung: 5. C-LC, r6 d... 06 = m, 
‚so sieht man: aus: dem Vorigen,. daís die Gleichung ( 1.) der allzemeineren 
Gleichung genügt: 6. = = xy. 


Auf. diese wird aber folgende: 


Q" y 
78 = == axy +br+cey+d 


sogleich zurückgef ührt.. 


Den: 27. März 1833. 


———— EAE EE 
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21 
Sur l'intégration de la différenuelle | 
: or 
VE aad Or ya + 0)" 


{Par Mr. R. Lobatio à la Haye.) 





D après le procédé da à deux illustres géomètres, et développé par Mr. 
Lacroix), pour obtori" l'intégrale de cette fonction différentielle, on fait 
d'abord disparaitre les puissances impaires de x sous le signe radical, en 
employant la substitution a = uie, ce qui ramène Fintégration à celle 
2 
de la fonction TENGE! on pose ensuite u = Ly (22). Cette 
nouvelle substitution assez laberieuse à effectuer, change la dernière inté- 
© 
craie en scout 
autre de la même forme, dans laquelle les cocficiens p, 7 soient írós ine 
égaux ou présquégaux, afin de simplifier le calcul de l'intégration par 
les séries approximatives, 
éelque élégante que soit cette marche, qu'il aous soit cependant 
permis dobserver qu'elle nest pas la plus naturelle, qui doive se présene 


qee lon peut transformer alors en une 


* 3 e ; n a * ^ e 
ter à Pesprit. En effet, quant a ia premicre de ces substitutions, on n'ene 


E 2 l'" 2 p+ar : MEC ah 
trevoit pas clairement gue la iraction 17. est propre à caanger l'in$é- 


grale de manière à ce que la fonction soumise au radical, soit décompo- 
sable en deux facteurs de la forme e+fy, gy; elle nous semble 
plutót, ainsi que tant d'autres, l'effet d'un heureux hazard. Quent au se- 


LEZ 
^ 


Gy 


u . Li e 5s» R * 

cond moyen de transformation, il est évident qu'en faisant "a up, == 9’, 
; A e 

l'intégrale peut également se ramener à celle de la fonction Y üip 

sens quil soit besoin de recourir à une nouvelle variable u. A la vérité, 


lintroduction de cette variable a pour but de pouvoir augmenter ou dimi» 
» . ^ \ 2 . 
puer successivement le rapport des coefficiens coustans p, g; mais il nous 


- 








#) Voyez son Traité de calc. différent. et intégral. Tom. IJ. pag. 49. et 77. | 


y (ere Y. 
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semble que rien n'autorise & priori à employer à cet effet SURE 
uss 2} (=). 
g+hy 

Nous allons présenter iei une autre méthode d'intésration de ia 
fonction dont il s'agit, laquelle nous a paru plus naturelle, et qui offre 
d'ailleurs l'avantage de se préter plus facilement aux applications numéri- 
ques, puisqu'elle est entièrement basée sur l'emploi des lignes trigonomé- 
triques, qui abrégent le plus souvent les longs calculs, 

Supposons donc que la quantité sous le signe radical, et que nous 
designerons par la lettre A, soit décomposée en deux facteurs du second 
degré, de sorte que À = (x* 9 GE —2a'z-Fb^. L'étuation À =0 
offre trois cas à distinguer par rapport à l’état réel ou imaginaire de ses 
quatres racines; savoir 1% ba et b’>> a’; 2". bo» et b'< a^; 

beca et La”. Nous traiterons d'abord le 
I. cas 250, b’>e”, 


x 


Soit m^ <= b—a’, m°—b—0; on aura à intégrer la fonction 

Ox 
Au lieu d'éliminer les puissances impaires de x, faisons æ — a = 7n tang @, 
Cette fonction se changera alors en 


E 


qq 
cos P cos p Y ((m tang q ume a — LL m^) 9 
ou bien, aprés avoir développé le numérateur, elle deviendra 
09 
V [v siu* qi + (mE (a — a") cos? pF m (a— a^ sia 3g] * 
Mettons pour abréger 





rni. un rn: =, pm zn mos oe Me 
L'intégrale se réduira à 
ru. PRU E sn À 
; Y (4+ A'cos2p ma, sin2g)* 

Seit encore B= AO tm? = A mm”, 

A‘ == Boos20, ma,= P sin? ó, 

@—J= vw. 

Au moyen de ces substitutions cette dernière intégrale sera transformée en 


oy = HE, Qu 1 XAR Qu " 
V G3 Boos) SV (A3 B)cos? v4 A sin y — YA TB). Y (cos! qt p?^sin*q)' 


A— B 
Ver) étant égal à p. 
Crelie's journal d. M. Bd. X. FA. 3. 37 


Ox 


pr 6i. Ls ; eur Üratéerati Sen BAe tag LE iets S Lee 
788 ne Lobaito, sur l'intégration de y (x5 Fans J- Bx? yx 4- 3) 


L'intégrale que nous venons d'obtenir se calculera toujours facile- 
ment par approximation, Versque la fraction p différera peu de l'unité, 
ou lorsqu'elle sera au contraire une quantité trés petite, En effet en 
écrivant dans le premier cas 7* au lieu de 1—p’, on aura à intégrer 


_ ow 
Y (4 rt sin? qj) 


Or en développant le radical en série infinie, et se bornant aux deux 
‘premiers jermes, vu la petitesse de la quantité r, il viendra d’après les mé- 
thodes connues: 


Fri = Ÿ (1 4 =) -— = sin2 y. 


Pour le second cas, on mettra l'intégrale sous la forme 


0 REDEN, ow : p? 2 
cos y Y (1-]- p? tang? w) KI AS — ang v), 
ne négligeant les termes ultérieurs du développement en série; aprés avoir 
effectué les intégrations partielles, il en résultera 


ak \ o sin? Sn 
Sr {cos* V--p:s sin? in? ıy) za rona) log tang (45 dr, 2)— dace cos? wy” 


Ces deux résultats distincts supposent les fractions p, r assez petites pour 
pouvoir en névliger les puissances supérieures à la seconde. Il nous reste 
à faire voir qu'il est toujours possible d'opérer sur l'intégrale précédente, 
une suite de transformations analogues, de maniére à obtenir pour p, ou r, 
des quantités aussi petites que l'on voudra. A cet effet soit p tang | —teng V 
d'ou l'on déduira 
DOVE cos yy’ Oy! IER sin (+ y!) 
JV (cos? y + p? sin n3 y) = cosy ?’ i—p  sin(y—ap')” 

Pores encore VW — d, , p — V = Q,, la dernière relation se 
chengera en (1--p)sinQ, = (1 — p) sin; celle-ci étant différentiée don- 
nera pour le rapport des différentielles: 

0g, 2 Upon e 
v, — 44 p)eosg,? 
1+ EA que 2Ow __ cosq,-]-cos v, “Ep (cos p, cos.) 
Ow, Ow, — (14-p)cos p, 
Le numérateur de cette fraction se réduit suocessivement à 
2 cos L cosy + 2 p sinsb sind’ = 2 cos: cos:s// (1 + p tangy tang L”) 


ay / PT TT iple 2 cos y 
== 2cosw cosy’ sec? ^ = mS 


, abstraction faite du coefficient constant Ya = TB)" 





ou bien 





Par conséquent 


070% 
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TELE dy =f dy, Da TR Ow 
COS Y (1-- p) cosy, EE (i++ p; — (1— py sin? y] 


— VIER? deep v" 
En mettant 1+ p= 2p,, E NU be il viendra 
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iuo ue ON, TENE OY, 
last oa sin? y) fr: Eu v) = fra 
tbr | 


pers 


Ia sin? w,)° 
Ce résultat s'accorde avec Sete obtenu par Mr. Legendre, en suivant 
une voie tout à fait différente, (Voyez son mémoire sur les Transcen- 
dantes elliptiques p. 40.) 
La dn r, sera toujours plus tento que r, car 
_.1—p "o pt. r? 
Shep or Gr Fp? 
done n << 7'«7 7; ainsi en opérant une suite de transformations analogues, 
les coefficiens r vont continuellement en diminuant; ces quantités se cal- 
culeront au moyen des rélations 
1—Y'(1—r? 1—Y' (1— 
are Py = vn n) j ete, 
ou bien on ponrra abréger un peu ces calculs, en ies 


Pie sin 2, n= sin e, , 
ce qui donnera 
q E tang! +, r, == tang’ i , etc. 
Si au contraire la fraction r diffère peu de l'unité, on effectuera les déri- 
vations successives en sens "iji c'est à dire, on fera r= LV io: n 
1-- V 40—, 
Fr ere y (2r) ETC } 


d'où Pon déduit Y(l—r? in n= va eue, r, X ur etc. 

* Les quantités r, , r,, etc. augmenteront de plus en plus, et l'on pourra 
ainsi approcher de l'unité aussi prés qu'on voudra, afin de pouvoir appli- 
quer la seconde formule d'intégration que nous avons trouvée ci-dessus par 
la voie d’approximation. 

De ce que p? RUN, pF =y( — Mer ‚il s'en suit I 
ce g pc uit que le pre- 


mm 
mier cas aura lieu lorsque la fraction —4 sera très petite, et le. second 
lorsqu'elle se rapproche beaucoup de l'unité. 
Quaut à la dérivation des angles 44, J. etc,, ceux ci se calcule- 


ront dans Je premier cas par les équations 
37 * 
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tangy/=ptaag), Y= E, 








donc 
tang({i—Y) =ptangy, tang(d,— 4.) — p, tang, ete, 
tee. 1 en 1 
B TE C 4r! a ET ~~ 1--r,* 


Dans le second cas, il faudra se servir a cet effet des équations 
sin (23p, —:ip) — rsinsp, sn, — 4) — r,sinyA, etc, 
qui se déduisent immédiatement de l'équation primitive 
pitangy, = tang Gb — 334) 
applicable à ce cas. 
Avant de procéder à l'examen des deux autres circonstances que 


présente notre formule intégrale (ee nous avons cru utile de prouver 
encore par une considération géométrique, la dépendance que nous ve- 
nons de trouver entre deux fonctions elliptiques de la premiére espèce, 
d'aprés la classification établie par Mr. Legendre dans sou susdit Mé- 
moire. Pour cela, considérons un triangle quelconque ayant deux côtés 
a, a’ constans, et l'angle inclus ® variable. Désignons les angles opposés 
a ces côtés par d, (// et le troisième côté par z, il est évident que ces 
trois quantités seront variables avec l'angle Q. Or on a par les formules 
de la trigonométrie 
sin Uy’ à: sin y? 
z ex a’+ 0” — 9 a0! cos D = (a + a^) — 4a a'sin^ ®" 
en posant Q = 22 — 2 Q'. 
Différentiant la premiére des équations précédentes. on obtiendra 
sind’ coss 0i, == sinŸ cos / ol’, 
dou l'on tire — (+ x) ow = sin cosy! dp +), 
ou bien, en observant que Y-+ Y= 20’: 





San nl 
Sip ate TGR i M c ae cy 
ea vertu des deux premiéres A loué, par conséquent 
tis BAU Me EX se. S 
V (a*— a” sin? v) le e BER NE T 
Si l'on fait  — i tad — S" cà, on retombera sur l'équation 
& (a a) 1 r3 1? 


F op = (E D fog Ou 
Y (t—7? sin? g') ~ Y (1—7? sin? n? v)? 


4 ‘intésratie Atal LE RR DU 9 
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les angles Q', XL étant liés entre eux par l'équation 


sin Vb — a sin? 1 ; 
siny/ a?’ ou aT) y)" p) donc sin (2 Q'— 1) = rsiny, 


ou bien par l'équation 











TU 
apa’ _ ‘8 = ps __tangg’ _ ; 
a — a* A ie (ea) = tang tang (w—@ ~~? done tang (jj — Q' Jai ee - tang 0’, 


ce qui confirme les résultats trouvés ci-dessus, 


IT. cas. 57a, ba”, 
On mettra o"— 2'— m”, et appliquant le même procédé, l'on n'aura 
qu'à changer le signe de m^, ce qui donnera 
AZ ji(eit+m—m"), A = ii — m! — m^» 
= Am? a? m A+ mm’, donc B A, 


L'intégrale dex 7 cum Iw étant mise sous la forme 


S RIA C UI LECT eee 
JV (44- B —2B sin? g) rer fi A+B ey) wy) 


2 


€ 5 A+B 
x , en faisant pour abréger CBE. — 7r; r sera 


£z 4 fe 
sera ramenée à (ones NEN 
JV (r?— sin* y) 
toujours une fraction à cause de B> 4; on pourra donc mettre sin.) = 


r cos y; owt 
r Q 1 ar V > 
sind’, donc ài, — Y si ML et l'on aura à inté 


Cw! 
Y (1.— r^? sin? y^)? , 
ce qui rentre dans le cas précédent, 


TL cas! «co^ Mea", 

Ce dernier cas que nous reste à examiner, suppose les quatre ra- 
cines de l'équation  — O0, toutes réelles. Représentons les dans l'ordre 
de leur grandeur numérique et sans avoir égard aux signes qui les affec- 
tent, par p, 9, r, 5, la première étant la plus petite. 

Soit en outre 

p=a—m, r=a—m', 

9 adm, s=atm, 

le radical A pourra étre décomposé en deux facteurs du second degré 
(zr—ayf—m., (zx—ay-—m^ 





grer Ja fonction 


e— Qq zm, 


n P. DS NE ITUR 
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Prenons maintenant l'angle Q tel que x—a== msec, il viendra 
Y (x — 2a) — m^) = m tang®, Ox = NP 50, par conséquent la fonc- 


2 # LÀ co3* 9 
tion à intégrer deviendra 


patel et Vit! 
cos q V [(m secg —a,)! — m^] ' 


Le de oci pes peut se décomposer en 
(m — (a, — m^) cos D) (m — (a, + m*) cos 0) 
= (m + m'— 2) cos? i + (m — m’ a) sin’ +) 


X (m —m'— 2, 008 3 9 ı(m-+m'+a,)sin 2). 

Si maintenant l'ou remplace les quantités m, m^, a, par leurs valeurs en 
p, 9 n, 5, et que lon fait z= fang +, on trouvera sans peine que le 
différentielle à intégrer se transforme en 

IS D eh En IOTER IMICUR UR 

Ven) (¢—gilG—p)z?—— gy 
En admettant d'abord que les racines p, 7, r, $ sont toutes positives, ou 
toutes négatives, les quatre constantes qui entrent sous le radical seront 
toutes de méme uus et l'on pourra en conséquence poser l'équation 
(r—p)s zz (r— 9g) sec’), d'où il suit 

rsen. y. siny ow 


cos? 4f 
et l'on trouvera après avoir effectué les MW la différentielle 
2d 
VIG= CE DD pico el” 


Cette transformation suppose z > Vy (21) pour les valeurs de z au des- 


sous de Vez 


) , on fera (r— p)z! zz (r— 9) sin’, dou l'on obtiendra 
pour la formule à intégrer: 





? 





20% j 
V TES] CET cope guy 
En général quelque soit la diversité des signes affectés aux quatre raci- 
nes, il est évident que l'intégrale en + aura toujours l'une des formes 
comprises dans l'expression générale 


areas 2) 
et que celle-ci, en empleyant un des trois moyens de Ier 
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A 2 2, À 2 A Mary's 
= > sec Vice = 7; tang V, & = sin 177 


ra » 8 JUN! 0 ap 
se raménera toujours soit à fr re mE soit à Oi Nas gy? dont 


A— 


chacune rentre dans un des deux cas précédemment traités. | 
: : fo 
Nous terminerons la présente note en observant que puisque TF 


a été réduite dans le 3° cas à une autre intégrale en fonction de z, qui 
ne contient pas les puissances impaires de cette variable, et ce au moyen 
de deux substitutions successives, savoir en faisant d'abord z— a zm sec D 





DAT dnt . vds P__ı/fl—csg\ à , . 
ou por == — , ei ensuite z — tang 5 VE), il s'en suit que 


e "ci" . ° > , = oman TT am 
l'on aurait pu y arriver immédiatement, en posant l'équation z? == ae 





ou bien # == = 
a 











mug DAMES D : — IB SP men! PES x? am 
a d'ou l'on tire x P—i1—13»X3—4——L. Par con 


séquent toutes les fois que le radical est décomposable en quatre facteurs 
réels æ—p, x— 9, r—r, r— s, la substitution que nous venons de trou- 
ver en fonction de z, fera disparaitre dans SE les puissances impaires 
de cette variable, ce qui, dans l'hypothèse dont il s'agit, simplifie beaucoup 
le procédé du à Mr. Legendre, lequel consiste À substituer n au 
lieu de x, les constantes a, 2 étant déterminées par les équations 


— 2(pg—rs) e PY(r-+s)—rs(p+q) 
alten A er 
La Haye, Aoüt 1832. 
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22. 


Beweis eines Satzes aus der Theorie der numerischen 
Gleichungen. 
(Von dem Herrn Dr. €. A, Graeffe zu Zürich.) 


— 





Wenn man aus der Gleichung: 
a^ A a Ae Ay = 0 
den Quotienten: : 


Ed cx RE NES, 7 Coe : 2 k—1 k 
144,244, 24... Ana 1+Bir+ Bos +. Pian . thine 


bildet, so giebt der Quotient ES bei numerischer Berechnung in vielen 
; Ba | 


Fällen den angenüherten Werth einer Wurzel der gegebenen Gleichung, 
Diese Eigenschaft der Gleichungen fand Herr J. J. Raabe bei Gelegen- 
heit anderer Untersuchungen, die er bald mitzutheilen beabsichtigt, und 
theilte sie dem Unterzeichneten zur weiteren Entwicklung mit, aus der 
die Bedingungen hervorgingen, unter welchen eine Conyergenz eines Wur- 
zelwerihes eintritt. Hat nemlich die obige Gleichung die Factoren: 
KM, L— Ay, L— Az, eevee LC) 

so besitzt sie in der umgeünderten Gestalt, in der sie im Nenner erscheint, 
die Factoren 

1—2,», 1—0,x, 1—0%, «os 1—0,x. 








Aus 
1 
17 = 1-L ard x -43x....etc. 
folgt nun: 
1 PR 229 Ek 
TTE 1qaxe xc; 
SRI A 14-0. x + gia ar 
1— a, = 4 32.67 
1" = pte tax... 
1—a,x à , TE 
1 : ^ 
e E Lafayette... um. 
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Multiplicirt man diese Reihen mit einander, so erhält man eine Reihe, 
deren Coefficienten Variationsformen zu bestimmten Summen aus den Coef- 
ficienten dieser Reihen sind, die aber in Combinationsformen mit unbedingter 
Wiederholbarkeit und von bestimmten Classen übergehen, wenn a,, a), 35... Ay 
als combinatorische Elemente betrachtet werden, d.h. man findet die Reihe 


1 2 k—1 k 
1+ C(a;a;....a,) x -- C (a.a, ....a,) v... . - C(a, a .... a.) a^ 4- C(a,ay....a,) x, 
die mit der Reihe (1.) identisch ist. Der Voraussetzung zufolge ist nun: 
: | 
C(a, a, 8; .... 04) 
pale MU yo 
C(a,a,a, .... 04) 


der angenäherte Werth einer Wurzel der gegebenen Gleichung. Es ist aber 
E k—t k 
C(a,a,....a,) = a,C(G, a, 4;....4,) + C(asa,. ...0,), 


Oe hieraus folgt: 


L EE Curr d, ee). C (a, My +++ Bn) 


air 


es a, a, mum C(a, Gan, 


k 
Af ier RENI HEC) = 
C(a, a,....%)-+ a, 0(a,....0) + a? C(a,....a,)....ar-! 

Die Untersuchung ist jetzt darauf zurückgeführt, die Bedingungen auf- 
zufinden, unter welchen dieser an die Wurzel a, geknüpfte Bruch einen sehr 
kleinen Werth giebt. Um dieses entscheiden zu können, wollen wir zuerst 
annehmen, dafs alle Wurzeln der gegebenen Gleichung reell sind, und dafs, 
abgesehen vom Zeichen, a, unter ihnen den gröfsten Zahlwerth besitze. Es 


sind alsdann m, = en == ächte Brüche, und die Reihen: 
1 i { 
1 1 
BER P 14 Lad gat sd di 
a, 
1 1 1 k 
NT = +o ata adit os i rs s 
a, 
1 T 
-ira, u ; d ud e, 
| aoe 4 
\ a, 


convergiren. Multiplicirt man diese Reihen mit einander, so erhält man: 
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Gay N 5-08) 


1 1 N 1 ME = 
14 Oy...) 5 Cs.) ge Cn e). 


c 1 x , . ae . 
| wo ac C(@....a,) als eine verschwindende Grófse zu betrachten ist. 
1 : ‘ 


folgt: 


* 


E 1 


k—3 


= ee E 


Durch Substitution dieses Werthes verwandelt sich der Quotient 


k h - 
C (d; 8,2. 0.) 
k—1 


C(a,a,....an) 


NEC MP OC) 
= WO OSG) ee a C(ai...) 


Nun ist aber a C (n. Q,....a,) eine verschwindende Gröfse, während ein Factor | 


DE Mg Ta 
hd "^ À à 
tes 3 He) LS à 
iB. wo 3 Eee lr BA Ne 
t EL PISA TS 


LA 
Ed 


u = 
AA yee ae 


Ki CRM 


a 


J 


von der Form 1 7 nie den Werth 2 übertrifft; es kann daher der mit a, 
1 


verbundene Ausdruck bis zu jeder beliebigen Kleinheit hinabgedrückt werden, - M 
wenn man nur # hinlänglich grofs annimmt. Die Convergenz ist desto Gro e : 4 
je mehr a, die übrigen Wurzeln an Werth übertrifft, und wenn alle Wurzeln | j 

; positiv sind. 

Enthalt die Gleichung unmógliche Wurzeln, ist z.-B. 


: a = &-4- f jj — 1 — w (cos q-- sin qy—1), 
APRES a, =a+//—1 = w(cos o —singy—1), 
so ist die Reihe: 


1 — = 14 (cos q sing y—1) 
1 7, (coq sing y —1) 


- Lu (cos2« + sin2py—1).... Lu (cos kw + sin hw y—1) 


_ eonvergirend, wenn a,>>w, d.h. wenn & >> y(o^4- £^). 





% 
b. 


| Der Quotie “hat alsdann For CH 
nas fa x st 1 d 


WI 


Ev E. APPS "n he 
arm er er A 2). sme d 
in der die mit a, endend Grófse für einen brefs Werth v von k ver- + 
- schwindet. Es kónnen auch noch mehrere Wurzeln unmöglich sein, ja alle | 
bis auf a,, und der Quotient wird immer einen angenäherten Werth: der 
Wurzel a, geben, wenn nur allgemein "iet 
! a> yo T 8:1). 
wo @,+ß,y—1 allgemein ein Paar der unmóglichen Wurzeln bedeutet. 


Endlich ist noch die Bemerkung hinzuzufügen, dafs für a= An der 
Factor 1— “ nicht zu Null wird, denn E ist nur dann end ete wenn 
‚wir alle Glieder der Entwicklung nehmen; für & Glieder ist aber: 

P 1 d 
d od 


und ing 
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23. 


Addition à l’article 12. cahier précédent. 
(Par Mr. F. Minding.) 





Dans l’article indiqué je m'étais contenté de remarquer, que la fonction 
(4 —uv) du + (u’+ po) dv 
u’+3pw—p-+p’v ^" 
est une différentielle exacte. En la reprenant dans ces derniers jours, j'ai 
trouvé qu'elle donne une intégrale d'une grande simplicité. 
En multipliant le numérateur et le denominateur de la différentielle 
ci-dessus par 1+ pe’, elle devient: 
» (A— uv) du + (u°+ pv) dv 
(1+ PO) Gp pOur) 
u + po? 
1— uo 
Oz v0v 
z'—p T irpo 
; 0 à SAP 
On peut donc regarder la fonction © comme complètement intégrée. 


Fc 
Berlin le 17. Avril 1833. 


Si dans cette formule on pose 





— s, elle se transforme en: 
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24. 
Analytisch - geometrische Aphorismen, 


(Fortsetzung des Aufsatzes No. 15. im vorigen Hefte.) 


(Von dem Herrn Professor Plücker zu Berlin. ) 





IL. 
Einige Sitze über Kreise und eine neue Construction des 
apollonischen Problems der Tactionen. 


Die Absicht dieses Aufsatzes ist, Analogien zwischen Siitzen über Kreise 
und Sätzen über gerade Linien nachzuweisen. | 

l. Neben dem Satze: 

» dafs die drei von den Durchschnitten je zweier von drei gegebenen 
»geraden Linien auf die jedesmalige dritte dieser geraden Linien ge- 
illten Perpendikel in demselben Puncte sich schneiden,” 

besteht auch der foigende Satz: 

Wenn irgend drei Kreise gegeben sind, und man be- 
schreibt drei neue Kreise, so, dafs jeder derselben durch 
die beiden Durchschnittspuncte zweier der drei gegebenen 
geht, und den dritten derselben rechtwinklig schneidet, 
so gehen diese drei neuen Kreise durch dieselben beiden 
Puncte. 

. Um diesen Satz zu beweisen, wollen wir für die Gleichungen der 
drei Kreise folgende nehmen: | 
1. (y—B Y-«-(x—e y—e =O =0, 
2. (y — Q' P+ (x—a' Y— 6" SY pic ple 0, 
3i (y — ^p zs (x — y — 9! a ug 2 
Hiernach ist die allgemeine Gleichung aller Kreise, welche durch die bei- 
den (reellen oder imaginairen) Durchnittspuncte der beiden ersten gege- 


benen gehen, folgende: 
| | A, CH ul —=.0, 


indem wir durch { einen unbestimmten Coeflicienten bezeichnen. Soll 

diese Gleichung inbesondere denjenigen Kreis darstellen, der den dritten 

gegebenen unter rechten Winkeln schneidet, so wird erfordert, dafs die- 

jenigen beiden Radien dieser beiden Kreise, welche durch einen Durch- 
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schnittspunct derselben gehen, auf einander senkrecht sind, und dafs also 
die Summe der Quadrate der Radien der beiden Kreise gleich ist dem 
Quadrate der Entfernung ihrer Mittelpunete von einander. Wenn wir 
die Gleichung (4.) entwickeln, so erhalten wir für das Quadrat des Ra- 
dius des bezüglichen Kreises: 
g* — (e? +P) Ep (o^ — (o^ +B") 4 (8-8 Y* ,. (e noy 
1+u +) +) 
und für das Quadrat der Entfernung des Mittelpunctes desselben von dem 
Mittelpunete des Kreises (3.): 
B+up A etwa \° 
\1+u —p") +( 1+u — 4") i 


Überdies ist der Radius des letztgenannten Kreises gleich e. Hiernach 
ergiebt sich zur Bestimmung des Coefficienten p folgende Gleichung: 


hig tim nt) BEE ee ur CE o— (a+ E) d- i (o^ — (HR) 
pie ap CERE p at al COR ie ae ; 








1+u 
und, wenn wir reduciren, kommt: 
5. n (IB BY He] EBENEN: 
Dieser Gleichung können wir noch eine einfachere Form geben; denn 
es ist: 
[(g/.—'^»» + (a! —a'^y] — —0" — 9 o' e" cos Ws 
KB — B^ -4- (e —a IE — el" — 2e £g" cosw, 
wenn wir diejenigen beiden Winkel, unter welchen der zweite und dritte 
und der erste und dritte gegebene Kreis sich schneiden, w und o nennen. 
Um diese Winkel noch näher zu bezeichnen, bemerken wir, dafs wenn 
irgend zwei Kreise sich schneiden, drei begrünzte Figuren entstehen, von 
welchen eine convex -convex, und zwei convex -conoeav sind, und dafs wir 
die Innen - Winkel der erstgenannten Figur, und nicht ihre Neben winkel, 
w nennen und als die Durchschnittswinkel der beiden Kreise betrachten. 
Wenn hiernach die beiden Kreise sich aufserhalb berühren, so ist w = 0; 
wenn einer von dem andern innerhalb berührt wird, so ist „==. Wenn 


die. beiden Kreise keinen Punct gemein haben, so wird w zwar imaginiir, 
cost bleibt aber reell und wird nur grófser als Eins. In diesem Falle 
bezeichnet ein gegebener Werth. von cosw(>>1) eine Beziehung der bei- 
den bezüglichen Kreise zu einander, deren geometrische Aussage blofs 
eine andere wird, ‘und sich noch immer durch eine Gleichung von der Form 
der Gleichungen (6.) bestimmt. 
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Die Gleichung (5.) geht hiernach in folgende über: 
d Q cos w/ 
MT 0' cos o ? 
wonach die Gleichung (4.) sich in folgende verwandelt: 

4. COS (, __ coso' Gi 

e e : 

Wenn wir den Durchschnittswinkel der beiden ersten gegebenen Kreise 
"^ nennen, so giebt eine blofse Accent- Vertauschung folgende Gleichungen: 














/ 
COS ^. (cos wl C“= 0 
4 o" 3 
cos o" COS w 
| ET Pda A AE 0, 





o"! 
für diejenigen beiden Kreise, welche durch die Durchschnittspuncte des 
zweiten und dritten, und des dritten und ersten gegebenen Kreises gehen 
und resp. den ersten und zweiten! gegebenen Kreis rechtwinklig schnei- 
den. Ein Blick auf die letzten drei Gleichungen zeigt uns die Richtigkeit 
des zu beweisenden Satzes. — — 


Aus dem hiermit bewiesenen Satze ergiebt sich durch Gränzbe- 
trachtungen in der Construction nicht blofs der an die Spitze dieser Num- 
mer gestellte Satz, sondern man kann in der Aussage dieses Satzes, ganz 
beliebig, Puncte und gerade Linien an die Stelle der drei gegebenen Kreise 
setzen, und erhält auf diese Weise eilf verschiedene Sätze. Nehmen wir 
z. D. statt der drei gegebenen Kreise drei Puncte, so gelangen wir zu 
folgendem Satze: | 


„Wenn irgend drei Puncte gegeben sind und man beschreibt drei 
„Kreise so, dafs jeder derselben durch einen der drei gegebenen Puncte 
»geht uud die beiden übrigen zu zugeordneten Polen hat, so schneiden 
„sich diese drei Kreise in denselben beiden Puncten.” 


in diesem Falle kónnen wir in der analytischen Beweisführung uns 
der Symbole cosw, die unendlich werden, nicht mehr bedienen. Man er- 
hält bier indessen, indem man e = 0, 6‘ — 0, e’ == 0 setzt, aus (5.) sogleich 


e^? 


^ nm ct 
wenn man durch e’ und e die Abstünde des ersten und zweiten gegebe- 
nen Punctes vom dritten bezeichnet, ; 
Der Raum verbietet, hierüber mehr in's Detail einzugehen. Ich er- 
wühne nur noch beiläufig, dafs, da in der Gleichung (6.) der dritte gege- 
39 * 


296 904. Plücker, analytisch-gometrische Aphorismen. 


bene Kreis nur in den Winkeln w und o, unter welchen er die beiden 
ersten schneidet, erscheint, wir sogleich folgenden Satz erhalten: 

„Alle dritten Kreise, welche jeden von zwei gegebenen Kreisen 
„unter einem gegebenen Winkel schneiden, werden ihrerseits von einem und 

. „demselben Kreise unter rechten Winkeln geschnitten, und dieser Kreis 
,geht durch die beiden Durchschnitte der beiden gegebenen." 

Eigentlich kommt in der Gleichung (7.) nur der Quotient m vor. 

2. Neben den Satz: 

„dafs, wenn man die Winkel, welche in den Durchschnitten von ir- 
„gend drei gegebenen geraden Linien entstehen, durch sechs neue 
,gerade Linien halbirt, diese Halbirungs-Linien zu drei in vier neuen 
Puncten sich schneiden,” 

stellt sich der folgende: 

Wenn irgend drei Kreise gegeben sind, und man halbirt 
diejenigen Winkel, welche in den Durchschnitten je zweier 
derselben entstehen, durch dreimal zwei Kreise, so erhält man 
solche sechs Kreise, die zu drei, auf vierfache Weise zusam- 
mengestellt, in denselben beiden Puncten sich schneiden. 

Um diesen Satz zu beweisen, wollen wir die drei gegebenen Kreise 
wiederum durch die Gleichungen (1.— 3.) der vorigen Nummer darstel- 
len, und durch die Gleichung (4.) denjenigen Kreis bezeichnen, der durch 
die Durchschnitte der beiden ersten gegebenen geht und die Durchschnitts- 
Winkel derselben halbirt. Da dieser Kreis alsdann mit dem ersten und 
zweiten gegebenen Kreise Winkel bildet, die sich zu 7 ergiinzen, und de- 
ren Cosinus also gleich und von entgegengesetztem Zeichen sind, so erhalt 
man folgende Gleichung zur Bestimmung von p, wenn wir, der Kürze 
halber, in den Nennern der folgenden Ausdrücke den Radius des Kreises 
(4.) R nennen: 


(EteP sy, (etit: yy eerie (rye. (ME) pe) e 





Nb TON TEE [mm itu wer FS 
; 2Ro 
ee C a 
2nho' : 


Nach allen Reductionen erhalten wir hieraus: 


idu e 
== (inel P 
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und also aus (4.): ! 
10, $0— 7,0 = 0. 

Durch ‘blofse Accent-Vertauschung erhalten wir hiernach für dieje- 
nigen beiden Kreise, welche die von dem zweiten und dritten, und von 
dem ersten und dritten gegebenen Kreise gebildeten Winkel halbiren, 
folgende Gleichungen : | 

E e PU 0, 
1], E y | 
In C! E M C = 0; 
Q 9 
Die drei Kreise (10.) und (11.) gehen also, was zu beweisen war, durch 
dieselben beiden Puucte. 

Wenn wir das Zeichen eines der drei Radien e, 0’ und 4" in den 
letzten drei Gleichungen ändern, so erhalten wir drei neue Kreise, welche 
in denselben beiden Puncten sich schneiden. Nehmen wir e mit entgegen- 
gesetztem Zeichen, so erhält der erste Theil der Gleichung (9.) ebenfalls 
das entgegengesetzte Zeichen, und diese Bedingungs- Gleichung drückt aus, 
dafs der Kreis (10.) die beiden Kreise (1.) und (2.) unter gleichen Win- 
keln schneidet, und folglich die Neben winkel der Durchschnittswinkel 
der letztgenannten beiden Kreise halbirt. In eine gleiche Beziehung tritt 
alsdann auch der zweite der Kreise (11.) zu den: Kreisen (1.) und (3.). 
Hiernach ist der vorstehende Satz vollstiindig bewiesen. 

Es ist dieser Satz, wenigstens unter einer andern Aussage, bekannt. 
Die Mittelpuncts-Coordinaten des Kreises (10.) z. D. sind: 

_ Bel 

psa 
und in diesen Ausdrücken erkennen wir die Coordinaten des Durchschnit- 
tes der gemeinschaftlichen üufsern Tangenten der beiden ersten Kreise 
wieder. Andern wir das Zeichen von e oder e‘, so erhalten wir die Coor- 
dinaten des Durchschnittes der gemeinschaftlichen innern Tangenten der- 
selben beiden Kreise. Also: | 

„Wenn man aus solchen drei Durchschnittspuncten gemeinschaftli- 
„cher Tangenten je zweier von drei gegebenen Kreisen, die in gerader 
,, Linie liegen, als Mittelpuncten, drei neue Kreise beschreibt, welche durch 
„die Durchschnitte der beiden bezüglichen gegebenen Kreise gehen, so 
„schneiden dieselben sich in denselben beiden Puncten.” (Anal, geom. 
Entw. I. 185.) 


>, r= 7 $2 
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Wenn ich nicht irre, ist dieser Satz schon in einem frühern Bande 
von Gergonne’s Annalen aufgestellt und bewiesen worden. Ich bemerke 
beiläufig, dafs in dem vorstehenden Satze die drei Durchschnittspuncte 
gemeinschaftlicher Tangenten mit irgend drei andern Puncten ver- 
tauscht werden kónnen, die in gerader Linie und auf den Central-Linien 
je zweier der drei gegebenen Kreise liegen *). . : | 

3. „Wenn man die Innenwinkel eines gegebenen Dreiecks durch 
,drei gerade Linien halbirt, so schneiden sich diese Halbirungs- Linien 
„in einem und demselben Puncte. Wenn man von diesem Puncte aus 
,, Perpendikel auf die drei Dreiecksseiten füllt, so sind die Fufspuncte die- 
„ser Perpendikel diejenigen Puncte, in welchen der dem Dreieck einge- 
,schriebene Kreis die Seiten desselben berührt. Dieser Kreis ist durch 
,diese Berührungspuncte bestimmt." | 

Ganz analog ist folgende neue, und, wie mir scheint, elegante Con- 
struction des Problems der Tactionen: 

Einen Kreis zu beschreiben, der drei gegebene Kreise 
berührt. 5 

Man halbire durch drei Kreise diejenigen beiden Winkel, unter 
„welchen die drei gegebenen Kreise, paarweise genommen, sich schnei- 
„den. Diese drei Kreise gehen durch dieselben beiden Puncte. Man lege 
, durch diese beiden Puncte drei neue Kreise, welche die drei gegebenen 
,unter rechten Winkeln schneiden. Die dreimal zwei Durchschnittspuncte 
„welche man hiernach auf den letztgenannten drei Kreisen erhält, sind 
„diejenigen Puncte, in welchen diese Kreise von zwei der verlangten be- 
„rührt werden: von denjenigen nemlich, welche dieselben alle drei gleich- 
„artig berühren.” 








*) Um keinen Satz unbewiesen zu lassen, füge ich diese Note hinzu. Die Mit- 
ielpuncte der drei Kreise (1.) können wir durch folgende drei Gleichungen darstellen, 
wenn «ir uns der neuen Linien - Coordinaten bedienen: 

ler eU—0, PutavtHi=lt=0, Brutev+i=Ur=0, 
rgend drei andere Puncte, welche auf den Seiten des durch diese drei Mittelpuncte 
bestimmten Dreieckes, und überdiefs in gerader Linie liegen, können wir alsdann, 
wenn « und v unbestimmte Coeflicienten bedeuten, durch folgende Gleichungen darstellen: 
U — u U' = 0, LU —vU" = 0, . SUC q7 ENG, 
Diese Puncte sind aber, wie sogleich erhellet, die Mittelpuncte folgender drei Kreise: 
C — pC = 0, un C  — v C" = 0, vC“—C = 0, 
die, was man sogleich aus ihren Gleichungen entnimmt, durch die Durchschnitte je 
zweier der drei gegebenen Kreise gehen, und überdiefs alle drei in denselben beiden 
Tuncten sich schneiden. 
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Ohne Mühe ergiebt sich der Beweis dieser Construction, die sich, 
was nach dem Vorhergehenden kaum noch erwühnt zu werden braucht, 
auf jede beliebige gegenseitige Lage der drei gegebenen Kreise zu einan- 
der erstreckt. | 

Wir wollen die beiden gesuchten Kreise C und C’ nennen; jeder 
derselben wird von der drei gegebenen Kreisen y, y’ und y‘ gleichartig 
berührt. In der 196sten Nummer des ersten Bandes der ,,Entwickelungen" 
ist ohne allen Aufwand von Rechnung gezeigt worden, dafs der Durch- 
schnitt der äufsern gemeiuschaftlichen Tangenten irgend zweier Kreise, 
welche die Kreise C und. C’ so berühren, wie es die Kreise y thun, auf 
der gemeinschaftlichen Chorde von C und C' liegen. Derjenige Kreis X, 
welcher aus einem solchen Puncte, als Mittelpunct, beschrieben wird und 
mit den bezüglichen beiden Kreisen (etwa y und y‘) dieselben Durch- 
schnittspuncte hat, schneidet die beiden Kreise C und C’ unter rechten 
Winkeln. Es folgt diefs unmittelbar aus dem Satze am Ende der ersten 
Nummer dieses Aufsatzes (II.), wenn man zugleich bemerkt, dafs die 
Gleichungen (7.) uud (10.) identisch werden, wenn w=‘, und also ins- 
besondere auch, wenn w=w'=0 oder w— w' — s. Hieraus folgt dann 
ferner, dafs alle solehe Kreise X die Centrallinie der beiden Kreise C und 
C' in denselben beiden festen Puncten schneiden, was auch schon in der 
185sten Nummer der Entwicklungen bemerkt worden ist. 

Wenn wir nun sfatt eines Kreises K einen solchen Kreis nehmen, 
der zweien zusammenfallenden Kreisen y entspricht, so ist aus einer 
Grünz-Betrachtung sogleich ersichtlich, dafs ein solcher Kreis den: Kreis 
y rechtwinklig schneidet und durch diejenigen beiden Puncte geht, in wel- 
chen der Kreis y von den Kreisen C und €’ berührt wird. Ein: solcher 
Kreis wird aber auch die Centrallinie der letztgenannten beiden Kreise 
immer noch in den beiden constanten Durchschnittspuncten der Kreise X 
schneiden. Somit ist die obige Construction gerechtfertigt. 

Die Construction der übrigen Berührungs-Kreise ist ganz: ähnlich. 

Ich beschränke mich hier auf die vorstehenden Analogien. Nach 
Analogien zu schliefsen, ist eines der ersten Hülfsmittel, um neue Sätze 
aufzufinden; und überdiefs, wo, wie in dem Vorstehenden, Analogien zwi- 
schen zwei Reihen von Sätzen sich finden, da besteht nothwendig, ein: 
Übertragungs-Princip. Ich komme: später noch: hierauf zurück; 

Boun, am 1. August 1831. 
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Démonstration de la solution du probléme de Malfatti, 
donnée par Mr. Steiner p. 178. du tome I. cah. 2. 


(Par Mr. Zornow, professeur au Collége de Kneiphof, à Königsberg.) 





On trouve dans le tome. de ce Journal une construction trés remar- 
quable du probléme suivant, connu sous le nom du probléme de Malfatti: 
,A un triangle donné quelconque, inscrire trois cercles de maniére, que 
chacun d'eux touche extérieurement les deux autres et deux côtés du 
triangle." Cette construction également distinguée par sa simplicitó et son 
élégance, n'a pas été démontrée par son auteur, et à ce que je sais, nulle 
démonstration en a été publiée depuis ce tems là. C'est ce qui me four- 
nit l'occasion de communiquer aux Géométres la demonstration suivante, 
qui me parait assez simple pour mériter leur indulgence. 

Commencons par quelques considérations connues. 

1. Soient (Taf. V. Fig. 1.) « et b deux cercles *), qui se touchent 
extérieurement;. par leur point de contact z menons une tangente com- 
mune zw”. Soit uv une autre tangente, qui rencontre la premiére 
au point zo, on aura: | | 

wu = wv" = ws = Y(eb) 

2. Étant mené par uv et v/ un troisième cercle quelconque c, id 
qui coupe a et 5 dans deux autres points y et x, la droite c,w"' sera 
perpendiculaire à la droite uv". En méme tems la droite u^ y sera per- 
pendiculaire à la droite @c,, qui joint les centres des deux cercles @, C,. 

3. Les cercles a et à peuvent être touchés dans les points y et x 
par un méme cercle c. 

4. Soit 4! le point de rencontre des deux droites cc, et u^ v' pro- 
longées convenablement, la droite Ay touchera le cercle @ au point y, et 
par suite aussi le cercle c dans le méme point. A 

5. Soit décrit du centre c, un second cercle, qui touche u” v au 
point z2^***), Le point.4' sera le point de similitude extérieur des deux 
cercles @ et c,, donc la droite 4’y touchera aussi le cercle c,. 





*) Nous désignerons, pour abréger, le cercle, son cenire, et son rayon par la 
méme lettre de l'alphabet. 


**) Ce cercle n'est pas construit dans la figure, pour ne pas la rendre trop 
. , 
compliquee. 
###) C'est ce cercle et son rayon c, w", que nous désignerons désormais par c,. 
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6. Réciproquement la tangente y; commune aux cercles a et c, 
menée par leur point de contact y, touche le cercle c,. De la même ma- 
nière on prouve, que la tangente xs, commune aux cercles à et c, menée 
par leur point de Von a, touche le cercle c,. 

7. Les droites zw", xs, yt se coupent dans un point unique LE que 
l'on peut regarder. comme le centre du cercle inscrit au triangle abc. D’ou suit: 


x APR EN Ed Vas): 


8. Le point P étant le point de similitude intérieur des deux cercles 
c, et c, les trois points c,, P, c sont sur une méme droite, et par suite 
les deux triangles c Px et c, Ps sont re On tire de là: 


0. Pr:sx=c:c,Hc; ou we eps e): V (ab) 2 ctc, ]- c; d'où vient 
e eV (c(a--5--c)), ou bien c; —c(a-4-5—2c,). 


10. Soit as’ la tangente menée du point @ au cercle c,, on a: 
(as )' = (ac,y—ci-(a—c,y-d-ab—c; = a(atb—2e,) = e 
11. Soit u'v' une tangente extérieure commune aux cercles a et c, 
et qui ne rencontre pas le troisième 5, si elle coupe la droite Py au 
point zw‘, on a, comme ci dessus 1,: 
TET S 24 a — d zu); 


c, s' = yz. 

as’ u’a 

On voit par là, que les deux triangles rectangles c,as’ et w/au‘ sont 
semblables, d'où suit: 





et par conséquence: 








Lees Zwoau. 
12, Soit 4 le point de rencontre des deux droites u'v', u^ v"; le 
cercle a étant inscrit au triangle 44.4/z»', on a toujours: 
Z w'au! + Z Aad = QR, 


On aura donc aussi: 
Z A''as! + SAGA = QU, 


On voit par là, que les droites da et as‘ se confondent en une droite 

unique, c'est à dire: la droite 42, qui divise en deux parties égales l'angle 4 

formé par les deux droites u^v' et u‘ v'', touche én même tems le cercle c,. 

13. Soit de plus zv tangente commune extérieure aux cercles à et 

c, et qui ne rencontre pas le troisième cercle « ; soient B et C ses points. 

de rencontre avec les droites uv” et u'v', on prouve de la méme ma- 
Crelle’s Journal d. M. Dd. X. Hf. 4, — 46 
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nière, que la droite BC touche le cercle c,. Donc un triangle 4BC étant 
circonscrit aux trois cercles «, 5, c de manière, que chacun de ses cótés 
touche extérieurement deux de ces cercles, si l'on partage les angles .4, 
B, C en deux parties égales au moyen des droites 40, BO, CO, le cercle 
c, sera inscrit au triangle ABO. 

14. Réciproquement le cercle c, inscrit au triangle 4BO, est touché 
de deux des trois taugentes x P, y D, =P, menées aux cercles a, b, c par 
leurs points de contact communs x», y, z, et touche en méme tems le 
côté AB au même point ww’, auquel il est rencontré par la troisième 
tangente Pz. | | 4 

15. Soient de plus a, et à, les cercles inscrits aux deux autres trian- 
gles BCO et C4O, on prouve de la méme manière, qu'ils sont touchés 
respectivement des droites y P, =P, et des droites =P, «P. Donc du 
point z»^, auquel le cercle c, touche le côté 4B, on peut mener une tan- 
gente Pz commune aux quatre cercles @, b, a,, b,, et qui touche en 
móme tems les deux premiers à leur point de contact commun. 

16. Étant donné le triangle ABC, si l'on cherche les trois cercles 
a, b, c, déterminés de manière, que chacun d'eux touche les deux autres 
et en méme tems deux des côtés du triangle ABC, on partagera en pre- 
mier lieu les angles 4, B, C en deux parties égales au moyen des droites 
40, BO, CO; aprés cela étant inscrits aux triangles BCO, CA40, ABO les 
cercles @,, 5,, c,, dont le dernier touche 4B au point z^, si l'on mène 
du point z^ une tangente au cercle a, tellement choisie, qu'elle touche 
en même tems le cercle d,, ce ‘qui est toujours possible, elle touchera 
aussi deux des cercles cherchés «a et 4, qui sont par là entièrement déter- 
minés. Par une construction semblable on trouve le troisième cercle c. 

La construction précédente du problème de Malfatti est précisé- 
ment celle, qui a été donnée par Mr. Steiner à l'endroit cité. 
Königsberg, le 30. Oct. 1832. 
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2 
Mémoire sur les fonctions discontinues. 


(Par Mr. Guillaume Libri de Florence.) 
(Lu à l’Académie Royale des sciences de Paris, le 21. Mai 1832.) 





Introduction. 


Ih y a quelques années que dans un mémoire où je discutais les valeurs 
des limites des fonctions discontinues, jexposai une maniére fort simple 
de représenter ces fonctions par des exponentielles sans intégrales définies 
ni suites infinies, J'assurai à cette occasion, que mes formules pouvaient s'ap- 
pliquer avec succés aux transcendantes numériques, et spécialement à la 
recherche directe d'un nombre premier plus grand qu'une limite donnée. 

Les géométres qui tentèrent les premiers d'exprimer les fonctions 
discontinues en analyse, rencontrérent de grands obstacles et de puissans 
antagonistes. Cette question agitée d'abord entre Daniel Bernoulli, 
Euler et D'Alembert, a occupé successivement les plus celèbres géo- 
métres, mais ce n'est que dans ces derniers tems qu'elle a recu une solu- 
tion adoptée généralement par les analystes, Les travaux de Fourier 
et les belles recherches de Mr. Poisson sur les limites des fonctions 
discontinues, ont dû dissiper les doutes qui. restaient encore sur la nature 
de ces fonctions. | | 

Dans ce mémoire j'ai tâché de réduire à l'algèbre ordinaire et aux 
fontions exponentielles, les fonctions discontinues qui paraissaient placées 
aux limites les plus reculées de la science. Non seulement cette manióre 
élémentaire de traiter des questions difficiles, sert à propager des connais- 
sances qui étaient réservées à un petit nombre de personnes, mais elle 
conduit aussi à la résolution algébrique d’un grand nombre de problèmes 
qui paraissaient excéder les forces de l'analyse. Déjà dans ce mémoire 
jepplique mes principes à la détermination directe et générale des divi- 
seurs des nombres, et à la recherche des nombres premiers. Mais ces 
formules sont d'un usage beaucoup plus étendu. Les géomètres qui au- 
ront bien saisi l'esprit de ma méthode verront qu'elle peut s'appliquer à 
une multitude de questions diverses. Elle sert surtout à la recherche du 

40 * 
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terme général de certaines séries qui paraissaient n'obéir à aucune loi 
analytique. 

Mes expressions s'éloignent tellement des formes analytiques ordi- 
naires, elles paraitront, peut étre, si singulióres au lecteur, que jai cru 
devoir insister spécialement sur leur démonstration. On trouvera au com- 
mencement de ce mémoire une discussion fort lengue des valeurs de la 
fonction 0°. J'aurais pu, peut être, m'en rapporter à ce qui se trouvait 
déjà dans d'autres ouvrages, mais jai tüché de combattre d'avance les 
difficultés que ce genre d'expression auroit pu faire naître dans l'esprit 
du lecteur. 


La fonction dont je me sers dans ce mémoire, est beau- 


La 
0x + 1? 
coup plus simple que celle dont je m'étais servi précédemment, Elle a 
de plus l'avantage de pouvoir s'appliquer à la théorie des nombres, de 
maniére à éviter la valeur de 0°. Alors elle devient évidente par elle méme, 
indépendamment de toute considération étrangère. 

Ces formules ne renferment aucune notation nouvelle. Elles sont 
le résultat nécessaire des propriétés connues des fonctions exponentielles. 
Les fonctions discontinues n'avaient été appliquées jusqu'ici qu'aux problé- 
mes de physique mathématique. A Vavenir elles contribueront surtout 
aux progrès de l'analyse algébrique et à l'application de l'algèbre à la 
géométrie. | 





Analyse 


Dans nos recherches précédentes sur les fonctions discontinues nous 
avons considéré la valeur de 0° comme étant toujours égale à l'unité, en 
coséquence de la valeur de xlog0, qui était toujours égale à zéro, lorsque 
x — 0. Mais il faut observer qu'on sait seulement que le produit x logx 
est égal à zéro lorsque x = 0; tandisque on ignore si dans x logO, le 0 
du logG vient de logx, dans lequel on ait fait x — 0, ou de toute autre 
fonction de x sous le signe logarithmique. Il résulte de là quelque incer- 
titude dans la valeur de x logO, lorsque «= 0, et par suite dans celle de 
Q'—1. Mais il est aisé de prouver directement par d'autres moyens que 
l'expression 0° a toujours pour valeur l'unité. 
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Mascheroni *) avait déjà observé que 0? — 1. Il trouvait cette 


valeur par l'équation 


or (a — ay" = a E; 


mais on peut y parvenir par d'autres voies, 
On sait que lorsque x est un nombre entier, le développement du 
binome 





—1)u? —1)(x —2) u? 

(1—uy = 100 + DE ee + ete., 
s'arrête toujours et donne toujours une valeur exacte quelleque soit la 
valeur de u; ce qui ne tient pas à la convergence de la série du second 
membre (car cette convergence exige que l'on ait u « 1), mais au facteur 
x —x2, quon retrouve dans tous les termes après le terme x-+1™. Il 
résulte de là que si l'on fait x — 0, tous les termes, excepté le premier, 
se détruiront, et on aura toujours (1— wu) — 1. On voit que cette valeur 
est indépendante de la valeur de uw, et qu'on pourra faire u = 1, d'où il 
résultera (1—1) = 10°. On voit aussi que l'on parviendrait au même 
résultat, en fesant d'abord 

—1 271% 
(a — b)* = Q* —— za!b + cn MU — etc. 


et puis (par la supposition de x —0), (a—b) = Qg?-—1: car puisque ce 
dernier résultat est indépendant de a et de 4, on pourra faire a — 5, et 


on aura encore 
(a—ay = 0? 1. 


Il est clair que lorsque x est une quantité positive quelconque; la 
fonction 0* est toujours égale à zéro. Ceci m'a pas besoin d’être démon- 
tré; mais si on voulait voir, comment la quantité 07, qui est égale à l'unité 
lorsque x —0, devient égale à zéro pour une valeur quelconque de x trés 
peu différente de zéro, on n'aurait quà faire x infiniment petit dans 

l'équation \ 
(—1) = 1-24 LED ETF + die; 
ce qui donnerait, en negligeant les puissances supérieures de x: 
(1—1)* = 1—a(0d-3-E3 HET ete.) 
= 1—x log(1—1) = 1—xlog0. 
Maintenant on sait que lorsque a = 0, le produit z (14-2 d- 5 F4: *** + etc.) 


€) Lulori institutiones calculi differentialis. Ticini 1787, 4°. pars II. p. 813. 814. 
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est égal à zéro, quoique le second facteur soit une quantité infinie; il ré- 

sulte de là que si on fait x égal à une quantité trés-petite (mais plus 

grande que zéro) la yaleur de ce produirt sera égale à l'unité, et alors on aura 
(1—1)* =1—ax(1+3+3+4+}....+ etc.) 2 1—1 — 0. 

Il résulte de là qu'en général la fonction O* aura pour valeur zéro, 


l'unité, ou Zinfini, selon que x aura une valeur positive, zéro ou 
négative. 


Puisque la fonction 0* ne sauroit avoir que l'une de ces ; trois valeurs 
0, 1, ©, 


j| est clair que la fonction 0” ne peut dde que l'une des trois valeurs. 
suivantes: 


0 1 - 
: 0, 0,0, 
qui donnent 
PZN, 91:0, 507 0; 
1 X t 
Il résulte de là que la fonction 0° est égale à zéro pour la valeur x = 0, 
. x 
et pour une valeur négative quelconque de x; et que 0° — 1, pour toutes 
les valeurs positives de x. 
Maintenant la fonction 
TRE 00” 0.15 
MCI 2 
a pour valeur l'unité pour toutes les valeurs de x comprises entre x = 0, 
et «=a; cette fonction se réduit à zéro pour toutes les autres: valeurs 


. x e . 1 

de x. Car le premier facteur 0° est égal à zéro depuis «= 0 jusqu'à 
= x LAE 

æ = — oo, et donne toujours 0° — 1, pour toute valeur positive de x, Le 


a—x À E 
second facteur 0° ^ est égal à zéro depuis x = a jusqu'à x = oc, et donne 


IX 


Q'  z1, pour toutes les valeurs de x comprises entre «=a, x — — oc, 
Partant, puisque pour toutes les valeurs de x, comprises entre x =a, 
a: — 00; et entre 3 — O0, x — — oo, lun des deux facteurs de = est Egal 


à zéro; et que entre x — 0, x — a, ils sont tous les deux égaux à l'unité; 


A x „ax sis 
il en résulte enfin que le produit 0° 0° a pour valeur l'unité entre 


aX. 


; |. . . x 
x=0, r=a, et que hors de ces limites on a toujours 0° 0” =O. 


En observant que pour x = 0, et x =a, on oura toujours 0” 0^ — 0, 

Il faut remarquer ici, qu'étant donnée une fonction discontinue quel- 
conque, on pourra toujours la considérer comme étant égale à la somme 
d'un nombre donné de fonctions, qui resteront continues entre des limites. 
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données. Ces limites seront déterminés par les points où il y a solution 
de continuité dans la fonction discontinue donnée, Maintenant, chacune 
des fonctions continues partielles, dont la fonction discontinue totale se 
compose, pourra étre representée par le produit de deux facteurs, dont 
l'un exprimera la valeur de la fonction discontinue entre deux limites de 
discontinuité, et l'autre exprimera la loi de discontinuité: pourvu que l'on 
ait toujours égard à la valeur de ces fonctions aux limites et à d'autres 
circonstances qui tiennent aux valeurs infinies des fonctions dont on ne 
considére qu'une partie. 


. p(x) e 
La fonction 0” devient zéro pour chaque valeur de Q(x) — 0, de 
maniére que si on voulait exprimer de cette maniére le contour d'un 


polygone, il est clair qu'en employant des facteurs de la forme 0" 0° (4x+B) 
pour représenter chaque côté, on aura pour chaque sommef une valeur de 
lordonnée égal à zéro, ce qui serait inexact. Mais il est facile dans chaque 
cas de corriger cette erreur. Pour fixer les idées nous allons prendre un 
exemple. Supposons qu'on doive trouver l'équation de la ligne abcd.... 
(Taf. V. Fig.2.) telle que a c soit une ligne droite, et cd... une parabole, Soit 
he l'axe des ordonnées et eg l'axe des abscisses, soit ef — 7, et exprimons en 
général par y = 4x+B, l'équation de la droite abe, et par y = y(C€x-- D) 
l'équation de Ia parabole cd. Il s'agit de trouver une fonction de x telle 
que depuis  — — co, jusqu'à æ = », elle devienne 4x+-B, et que depuis 
x — n jusqu'à x— co, elle devienne y^ (Cx+D). Il est clair qu'en ap- 
pellant f(x) cette fonction inconnue, on pourra faire f(x) = F(æ) -- p(x), 
pourvu que Z(x) soit égale à -4x --B depuis x = — co jusqu'à x = zn, 
et s'évanouisse depuis x = 7 jusqu'à x — x; et pourvu que «L(x) soit 
égale à Y(Cx+D) depuis «=n jusqu'à x — oo, et s'évanouisse depuis - 
-2-n jusquà x — —oo. Maintenant les fonctions F (x) et xL (x) restent 
continues entre les limites = — oo, xy — 7; x— n, x — co: donc il fau- 
dra les décomposer en deux facteurs dont l'un exprime la condition de 
discontinuité, et l'autre la valeur numérique de la fonction, On voit que 
si on multiplie 42-+-B par une fonction Q(x) telle qu'elle soit égale 
à l'unité depuis x = — jusqu'à «= 2, et qu'elle devienne zéro depuis 

-—n jusqu'à x = co, on aura d'abord la droite abc, et puis une valeur 
y — 0 pour toutes les autres valeurs de x: de même si on multiplie 
v(Cx+D) par une fonction Q,(x) telle qu'elle soit égale à l'unité de- 
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puis x = 7 jusqu'à x = ce, et qu'elle s'évanouisse depuis z-—7 jusqu'à 
jy z2—-oo, on aura la parabole cd et puis une valeur de y — 0. pour 
‘toutes les autres valeurs de x. Et comme ces valeurs de y — 0 n'ajoutent 
rien à la valeur des ordonnées, on aura enfin | 

fla) = F (a) 3-4 (9) = 9 (2 (4 4- B) -- 0 G2 V (C - D). 
Mais on a vu qu'on pouvait faire 

Dia) — GQ; Dur a Digs 

d'où il résulte enfin, que la fonction cherchée f(x) est donnée par l'équation 


fle) 20" 7 (4x 4-B)--0" y (Cx T D) 


Il faut observer cependant que pour la valeur x — 7, au lieu d'obtenir, 
comme on le devrait, f(”) = 4 n-|- B, on trouve f(n) = 0, parceque 0” 


aah 3 , e 
et OQ" sont toutes deux égales à zéro lorsqu'on fait x — 2: cependant 
on aura une valeur exacte même pour cette limite x — 7, en prenant 


pour Q(x) la valeur 1 — QV ^; car cette fonction donnera alors Q (x) — 1; 
pour toutes les valeurs comprises entre x —— 7, x= +-oo (en y compre- 
nant la valeur » — 2), et se réduira à zéro pour toutes les valeurs come 
prises entre x — 7, Y= oc. Ainsi on aura j 
fw) = (1—0"") (4x +B) 4-0" " v (Cx 4- D); 
et l'équation 
y = 1-0”) (4x 4- B) 40°" v (Cu 4- D) 
sera l'équation de la courbe a bcd.... qui est composée de la ligne droite 
abc et de l'arc de parabole cd.... : 


Toute la question consiste à trouver une fonction Z(x) telle qu'elle 
ait la valeur 1 entre les limites z — O0, x — a, et s'évanouisse entre æ =O, 
y — — oo, et entre x — a, «=o: car en multipliant X (x) par la fonc- 
tion (x) qui exprime la valeur de la fonction discontinue entre les deux 
limites x — a, x — 0, on aura Z'(x) (x), qui représentera une partie de 
la fonction discontinue entre les deux limites x» — 0, xr —2G, qu'on peut 
supposer être deux points où la fonetion totale cesse d'être représentée 
par la fonction (x); ou en d'autres termes, être deux points successifs 
de discontinuité. On peut trouver plusieurs valeurs de la fonction F(x), 
et ces valeurs different aux limites: ainsi la fonction 


x ax 
Fe) 03:0 
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donne F(a) = 0, pour «=0, et pour =a. La fonction 
Fl) 2(—0 7)(1—0"^7) 
donne F(xz)=1, pour les limites x — 0, x =a; la valeur 
~ F@ = (1-0) 0" | 
donne F(x)—=1, pour x — 0, et F(x) — 0, pour «=a. Enfin la valeur 


1 
F(x) = (0*--1) O41) donne F (x) —— LP 


pour x =O et pour »— 2; en observant toujours que toutes ces va- 
leurs de F(x) donnent F(x)—0 depuis z —0 jusqu'à x — — «v, et de- 
puis æ = a jusqu'à «= co: et qu'on a (x) —1 entre les limites «= 0, 
x == a: indépendamment des valeurs des limites que nous avons déjà dé- 
terminées. 

Au reste ces diverses expressions peuvent être considérées comme 
étant les limites d'autres fonctions dans lesquelles le zéro est remplacé 
par une quantité très petite. Si l'on exprime par d une quantité trés 
petite, Ja fontion O* sera la limite de la fonction d*; et celle-ci aura 
une valeur très petite ou très grande selon que x est positif ou néga- 
tif. Lorsque x—0, on aura d* — í. On voit de méme que la fonction 





1 *. * . 1 
OH est la limite de la fonction EE à 


en supposant toujours que d est une quantité très petite. 

Les fonctions que nous venons de considérer jouissent de plusieurs 
propriétés remarquables. Elles servent à transformer en fonctions expo- 
nentielles un grand nombre d'intégrales définies qu'on croyait irréductibles. 
Ainsi lon a 


0° est la limite de d", et que 


2 dgcosqx __ x fo x s p^ AA eT i bad ith 
U Re D. t.t (1—0 )e eri pi 


d'où l'on déduit ce rapport assez singulier: 
(A87 po (esi Er 
. = ex OF +. e (1 PW Q7) 


pL e 
= 


— 


= GET ui 
On voit par la formule précédente, que nos expressions s'appliquent 
à la theorie mathématique de la chaleur et quelles simplifient beaucoup 
l'expression de certaines fonctions, quon ne savait représenter que par 
Crelle's Journal d. M. Bd. X. Hit. 4. 41 
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des intégrales définies. Les formules qu'on obtient de cette manière sont 
trés simples, et rentrent dans l'algèbre ordinaire. Nous pensons même 
qui si au lieu d'exprimer les fonctions discontinues par des séries infinies 
ou par des intégrales définies, on les avait représentées d'abord par des 
fonctions du genre de celles que nous venons d'exposer, on aurait évité 
beaucoup. de disputes cc de malentendus sur les fonctions discontinues 
dont la marche et les propriétés ne sont, en dernicre\ analyse pas moins 
évidentes que celles des fonctions les plus simples. Mais nos expressions 
trouveront surtout une application utile dans la théorie des nombres. Car 
elles donnent, sous formes finies et par des exponentielles seulement, la 
valeur en nombres de. transcendantes numériques, dont on connaissait 
à peine quelques propriétés, et dont on ne pouvait avoir aucune expres- 
sion générale. D'ailleurs pour simplifier la question, nous éviterons les 
valeurs de 0° que nous avons considérées au commencement de ce mé- 
moire: ce qui rendra fout à fait élémentaires les recherches suivantes. 

Il est évident que Y 0 = 0* = 0; maintenant la fonction 0*** (dans 
laquelle x doit toujours être un nombre entier) sera évale à zéro tant 
que x restera positif, et deviendra infinie lorsque x sera négatif. Il ré- 


sulte de là que la fonction 
1 


Qit*-E1? 
sera égale à l'unité tant que x restera entier et positif, et deviendra égale 
à zéro lorsque x sera un nombre entier négatif. 

On sait que la somme des puissances m™* des racines de lé- 
quation z"— 1 — 0, sera égale à 7 ou à zéro, selon que le nombre 
= sera un nombre entier ou une fraction. Maintenant sr on divise l'é- 
quation proposée par x — 1, on aura 

Kaw baw. eet x4-1-—09, 
et il est clair qu’en exprimant par P,, la somme des as gs 7"* des 
racines de l'équation X = 0, on aura 1-]- P,, = 7, lorsque = est un nombre 
entier, et 1+P,—0, dans le cas contraire. Il s'agit maintenant d'ex- 
primer P, généralement en fonctions des coefficiens de l'équation X = 0. 
‚Nous avons démontré ailleurs *) qu'étant donnée l'équation 
X, = x” — a, 2" —a, 2" ....—a, = 0, 





*) Mémoires de mathématiques et de physique, iome I. p. 11. 


"^ Car on aura 
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si on exprime par $,, la somme des puissances 7n"** de ses racines, on aura 

(4) 8, = ma, time (a) + md te) 

(m — 3)a,. la; + 2,0, + a, (4; H- 2,(@,))].... +07 — £) a, 4, 4- ete. ; 
dans laquelle la loi de la formation des termes est manifeste, car le coeffi- 
cient 4, se forme en changeant 77 en £ dans tous les termes qui précédent 
(m—t)a„_,4,, et en égalant à l'unité (dans tous ces mêmes termes) les 
coefficiens numériques 77, 77 —1, m— 2, etc. f 
Pour appliquer cette formule avec succés dans les cas particuliers, 
il faut que les coefficiens @,, @,, a, etc. soient donnés en fonction des 
exposans des puissances de x qu'ils multiplient dans l'équation X, — 0. 
Cela est nécessaire surtout pour savoir à priori quels sont les termes de 
cette expression qui doivent s'évanouir, lorsque 77 étant plus grand que 7, 
on aurait des termes de la forme @,,, 2,.,, etc. qui manquent tous dans 
l'équation .X, — 0. Ainsi par exemple dans l'équation X = 0, il est clair 
que pour avoir la valeur de P,, il faut exprimer la condition que les 
coefficiens de X:— O sont tous égaux à l'unité, mais qu'il n'y en a que 
n: c'est-à-dire (si on compare les deux équations X — 0, X, — 0), que 
a ,=,=...=,=-—Jl; 

et que 

| Q, 4, = up nel 
Maintenant si l'on fait en général 

2 ee © on 
p.c 1-073 i»? 


on voit que cette valeur satisfera aux conditions énoncés précédemment, 


a 


n7 eec 1 c3 gl . 1 
; AR RCL ag. AER dala 
(tant que 7— p, ou méme lorsque 7 =p) et 
: ! 
ay = —IF0H = 0, 
lorsque 7 — p. 
Il résulte de là que 


1 PL. ind 
(B.) 1+P,=1—m, ee") oe pos) 


— (m—2). TH (aS m Ho (5) Le 


1 ( a 1 er )— ete.) 
RD Ge OR TOR ET | 
c». — etc. 
41* 
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et le second membre de cette équation sera égal à zéro ou à n, selon 
que 7 sera une fraction irréduetible, ou un nombre entier. 
7t 


Ce second membre est évidemment une fonction de m et de 7; si 
on le représente, pour abréger, par f(m, 7), il est clair que la somme 
des diviseurs de 7 compris dans la série des nombres 

a, a+ 1, a +2, oe. 0 +b, 
sera donnée par la suite ‘ 
x=a+b+1 
F (m, a) 4- F (m, a +1) J- F (m, a 4- 2)... - F(m,a -- 0) = = F(m, x). 
Cette suite contient b + 1 séries ARS entre elles et peut s'écrire de 
cette maniére: 


1 1 — 1t ) 
1 — mios — (m—1) ipu Do — etc, 


1 1 1 
a 1—71, 1-07 (m m 1). 1 1-Lr0cri-mn por) — — etc. 


e. e. LJ e e e e. e e . e e. e. e e. e e e e e e. . . 


1 1 d 
+ 1— m, t+ 1LO Em — (m = 15; "TOA san (rs) — etc. 


en substituant les valeurs de F (7, a); F(m, a--1).... etc. en nombres. 
Cette dernière formule qui, quant à la forme, a quelque rapport avec 
lexpression de Laplace pour les nombres de Bernoulli, sert à expri- 
mer en nombres ef en termes finis, la somme des diviseurs d'un nombre 
muploou gue qui sont compris entre deux limites données; transcendante 
numérique qu'on n'avait pu, jusqu' à présent, représenter d'aucune maniére 
en termes finis. Il est clair que si au lieu de la somme, on cherche le 
nombre des diviseurs de 77 compris dans la suite 
a, at, ces a +bs 
on aura b i eB 


xza+b+ı 
Lyme) + Fm et D u + met) = Z SF (m, 2), 
qu'on pourra réduire en nombres en eT. les valeurs de F "qm, a), 
F(m, a+-1) etc., que nous avons déjà trouvées. _ 

Pour obtenir la somme des diviseurs du nombre entier 77, qui ne 
surpassent pas r, on fera a — 0, b — r, dans la formule (B.): maintenant 
si on appelle /.(/7) cette somme des diviseurs de 7 qui ne surpassent pas 
r, on sait que le probléme de la partition des nombres peut se ramener 
à la détermination de /.(m). Car si l'on désigne en général par #7, (y) 
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le nombre de fois que le nombre entier y peut résulter de la somme de 
s termes de la série des nombres naturels 

1, 2, 3, 4, etc. 
et si l'on fait, pour abréger, y — = 4, on aura: 


(C) M.) HL 0 0 (D 402) (9-00) 4 et, ; 


et comme /,(u) peut toujours s'exprimer en nombres en termes finis, en 
fesant a — 0, à — s dans la formule (C.); le second membre de l'équa- 
tion uidoédento sera tout connu, et on aura, par conséquent, l'expression 
générale de M,(y): ce qui résout généralement le probléme de la partie 
tion des nombres, qu’on ne savait résoudre jusqu'à présent que dans les 
cas particuliers, lorsque y et s étaient donnés en nombres. 


On sait, par le théoréme de Wilson, que le produit 
1.2.3.4....(x—1) - 1 —J/ (x), 
sera divisible par æ lorsque x est nombre premier; et que cette division 
ne pourra pas s’éflectuer dans le cas contraire, Il résulte de là que si 
lon fait zm — f(x), n — x, dans la formule (B.), on aura: 


1 es ge a 
Dory (2). TER — (fx) —1)- °1-- 0*+5 i-o (oa) 


1 —1 1 -— 1 iH. 
—(f (ac) —2). "1 0676045 (5 am OF Iron (5) — etc. 9 
et cette expression aura pour valeur x, ou zéro, selon que —— i) d) est un 


nombre entier ou fractionnaire; ou bien (ce qui est la méme chis) Se^ 

lon quex est un nombre premier, ou uh nombre composé. Il résulte de 

là, que la somme des nombres premiers contenus dans la suite de nombres 
a, 0-1, kin de cove O+ 5, 

sera donnée par la formule: 


1 pen ] BE | 
1—f(@). os —(fa)—1). pons or) mid 


1 1 1 
+1 —f(a+1). TOR) —(f Quem —1). Apoc Gron yn ou pee ce) etc. 


(2.) 
ar en PRES — ete 
1-02 o ICH) FLOOR Lot 
qui est composée d'un nombre fini de termes; car chaque série partielle 
s'arróte nécessairement aprés un certain nombre de termes: puisque dans 
la formule (4.) on s'arréte dés qu'on trouve un coefficient extérieur égal 


" ^ 
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à zéro. Au reste il serait aisó de trouver une fonction discontinue telle, 
quelle exprimát la somme des nombres premiers, compris dans la suite 
5° A Lg . * . »,9 
sans qu'il fut nécessaire d'y ajouter aucune condition: on n'aurait, pour 
cela, qu'à faire 
= > (po) (om 
RTE 1 0"43=7 Mit 
au lieu de 
1 
Pour 504 Ori? 
dans la formule (4.). 
Si on voulait seulement le 207bre des nombres ptgraters compris 
dans la série 
| much. eed iie qd 
on obtiendrait ce nombre en divisant par a la première ligne de la for- 
mule (D.); par @-+1 la seconde, par a+ 2 la troisième: et enfin par 
a-b la dernière. 
Si l'on exprime par A, la somme des puissances 77"^ des racines 
de l'équation 
L'— y = 0, 


DT 


il est clair quon aura R, — 7 y", ou R,, = 0, selon que — est un nom- 
i n 


bre entier ou une fraction irréductible. TI résulte de ia que si l'on fait 
le produit 

(x? —y)(x" ^7 —y)(x"n-—».y)..:.(x^—»y)(x—y)zX, = 0, 
‘et quon appelle 77, la somme des puissances 77° des racines de l'équa- 
tion .X, — 0, on aura 


T, = y" TL ay +73 23 5 yp ratae UY, 
et les nombres a, ß, y,.... Wt seront sae les diviseurs de 7. 
Maintenant si on veut trouver un nombre premier plus grand que 
le nombre p, on fera (dans la valeur précédente de 75) nm — 1.2.3... 
...p+1; et il est évident que le moindre des nombres a, ß, y ... . ete. 
(autre que l'unité) sera un nombre premier plus grand que p. 


En effectuant le produit, on trouve (en pora ne =; s) 
= ("ya y). s (ey) | 


TN che IR a) got BE T Le (y — 29") o> — ete. 
= xau —a, 2 — aj? Sax gy ete. = 0; 
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et si on représente, comme nous l'avons déjà fait, par M,(g) le nombre 
de fois que le nombre 9 peut être formé par l'addition de ¢ termes diffé- 
rens pris dans la série 

1, 25,35 00.» 75 
on aura en général: 

a, = y M, (r) — y* M, (r) + ? (Joe. ty’ M, (r); 

et en substituant successivement les valeurs de 2,, @,, @;, etc. dans lex- 
pression (4.), on trouvera généralement la valeur de 7’, , et par suite on 
aura le plus petit des exposans «, Q, y, .... etc., qui sera un nombre 
entier plus grand que p. 

Si l'on fait y — 1, dans la valeur de X, — 0, on obtiendra (comme 
Euler la démontré): 


(ac — y) (a?— y). «(x " — y) = (x —1) (x*—-1) (22—4).. . .(z"—1) 


3s? 4-8 
= a pr tr a, tr? .... etc. = 0, 
et partant: 
M,(r)— M, (r —1) + M,_,(r—2) ...o +M,(r) => +1, ou bien = 0, 


2 
n T. On voit dont que le 
probléme de la partition des nombres peut se réduire assez simplement 
à une suite récurrente. 





selon que r est ou n'est pas de la forme 


La méthode que nous venons d'exposer, conduit nécessairement à 
trouver un nombre premier plus grand qu'une limite donnée; mais cepen- 
dant elle n'indique pas a priori, quel est le plus petit des diviseurs «, ß, 
y, etc.; et elle n'est pas, par conséquent, une formule générale. Car il 
faut réduire la valeur de 7,, en nombres pour connaître quel est le plus 
petit des nombres &, (2, *y, etc.; et par suite le nombre premier cherché, 
plus grand que p. Cependant, on peut trouver une formule générale de 
cette espèce, car si on fait, pour abréger, 1.2.3....p-]-1 — 77, et quon 
exprime en général par e,, la série 


1 1 —1. \ 
1 mn mA) po (EGS) 
1 EXC ut d 
— (m —2). 1-07 +3=mt2 (eR 14-0 (co) — etc. 
(que nous avons déjà démontré être égale à 7 ou à zéro selon que = 


est ou n’est pas un nombre entier), il est clair que 


ey Cas Ey * * + + Em 
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exprimeront tous les diviseurs de zz. Partant si l'on suppose que e, est 
le plus petit de ces diviseurs, il ny aura que ce nombre là qui rendra 
positives toutes les différences | 
€,— Ory nt ai ee 0 em 6,5 
car si e, n'était pas le plus petit des nombres ¢,, €; , €, «+++ Em» dans 
la suite des différences précédentes, il y aurait au moins une valeur nés 
gative. Il résulte de là que la fraction ! 
Bee 1 
Qste2—"1 HOT es CET ET er 18 Em + 012 4-1 

se réduira dans le dénominateur à l'unité lorsque e, est plus petit que 
tous les autres termes ¢,, e,, etc.; mais qu'elle aura au dénominateur au 
moins une valeur infinie dans le cas contraire; ce qui fera évanouir la 
fraction. Le terme 0*:71—* a été introduit pour éviter les valeurs de e, —l, 
e,— 0; ear ce terme devient infini dans ces deux cas, et fait évanouir 
la fraction. 

Si lon fait maintenant toutes les combinaisons possibles, on trou- 
vera la formule: 

€, 
a ON eee 
grace poten, ob m Oeste +d 
as TE, i MM ooo 06e M LL 
Gites sem 4 Gates em... stem Omi 44 
qui aura toujours pour valeur numérique e,, en supposant que e, est le 
plus petit des diviseurs de m (autres que l'unité): e, sera toujours un 
nombre premier plus grand que p. 

La formule que nous venons de trouver peut toujours se réduire 
généralement en nombres en termes finis; elle ne contient que les valeurs 
de p et des nombres inférieurs à p; les quantités ¢,, €; €, se. Em» 
sont connues ef peuvent s'exprimer en nombres; nous les avons introdui- 
tes dans notre formule pour en abréger et simplifier l'écriture. 
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Daly 


Uber eine besondere Art dualer Verhaltnisse zwischen 


Figuren im Raume. 
(Von Herrn 4. F. Moebius, Professor in Leipzig ) 








fu den vorliegenden geometrischen Untersuchungen bin ich zunächet 
durch einige, bei Beschäftigung mit der Statik erhaltene, an sich sehr ein- 
fache Resultate veranlafst worden. Ich fand nemlich, dafs von den zwei 
Kräften, auf welche ein System von Krüften im Raume immer reducirbar 
ist, und weiche im Allgemeinen nicht ia einer und derselben Ebene liegen. 
die Richtung der einen nach Willkühr genommen werden kann, dafs fer- 
ner, wenn die Richtung der einen Kraft durch einen gegebenen Punct 
geht, die Richtung in einer mit dem Puncie bestimmten und ihn enthal- 
tenden Ebene legen mufs, und dafs umgekehrt, wenn die eine Riehtung 
in einer gegebenen Ebene enthalten ist, die andere einen mit der Ebene 
gegebenen und in ihe begriffenen Punct trifft. Auf diese Weise entspricht 
also in Bezug auf ein System von Kräften jedem Punets des Raumes 
eine gewisse Ebene, jeder Ebene ein Punct, und jeder Geraden, als der 
Richtung der einen von zwei mit dem System gleichwirkenden Kriiften, 
eine andere. Gerade, als die Richtung der andern Krafi; und es entstehen 
somit zwischen allen Theilen des nie duale Verhältnisse, die im Allge- 
meinen von derselben Beschaffenkeit sind, als die in neuern Zeiten schon 
öfter behandelten Dualitätsverhältnisse ane Figuren, nur dafs hier die be- 
schrünkende Bedingung hinzukonimt, dafs die einem Puncte entsprechende 
Ebene durch ibn selbst geht, und dafs in jeder Ebene der ihr ent- 
sprechende Punct selbst liegt. 

Ich habe nun diese Verhültnisse, abgesehen von ihrem statischen 
Ursprunge, rein geometrisch zu behandeln gesucht, und theile, was ich 
gefunden, jetzt mit, in der Hoffnung, dafs mehrere aus jener speciellen 
Voraussetzung hervorgehende Beziehungen nicht ohne Interesse sein wer- 
den. Insbesondere dürfte die hier gegebene Construction von Polyédern, 
die zugleich in und um einander beschrieben sind, so wie das System von 
Linien, deren jede sich selbst zur entsprechenden hat, und welche bei 


einem System von Kräften die Axen sind, für welche die Momonten- 
Crelles Jonrnal d. M. Bd. X. H&. 4. 42 
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summe der Kräfte Null ist, einige Aufmerksamkeit verdienen. Zum Schlusse 
habe ich uoch den Zusammenhang erörtert, der zwischen diesen Duali- 


thisverhiltnissen und statischen Sätzen obwaltet. 


ern en ern. m rem en nme menu 


1. Seien », y, z und x’, y’, 2’ die recht- oder schiefwinkligen 


Coordiaten zweier Puncte P und P', und diese sechs Größen durch eine 
einzige Gleichung, < 
Pun eu 5, 

mit einander verbunden.  Giebt man alsdann den Coordinaten x», y, zZ 
oder a’, y', z/ bestimmte Werthe, so wird / == 0 eine Gleichung zwi- 
schen nur noch drei Unbestimmten x’, y’, z/ oder x, y, z Die beiden 
Puncte werden daher durch die Gleiehung in eine solche Abhängigkeit 
von einander gebracht, dafs, wenn der Ort des einen P oder P' bestimmt 
ist, der andere P' oder P in einer damit gegebenen Fläche liegt. 

2. Werde nun verlangt, dafs die Fläche, im welcher P' für einen 
bestimmten Ort von P liegt, stets eine Ebene sei, wo auch P augenom- 
men werde. Zu diesem Ende mufs 7 von der Form sein: 

Lal + iy’ + N: +0, 
wo L, M, N, © beliebige Functionen von x, y, z sind; und nach der 
Beschaffenheit dieser Functionen richtet sich die Natur der Fläche, m 
welcher für einen willkürlich segehonen Ort von P’ der Punet P begrit- 
fen ist. Soll daher auch letztere Flache stets eine Ebene sein, so müs- 
sen b, M, N, O lineäre Functionen von x, y, z, und daher die Gleichung 
F:==0 von der Form sein: ; 

(4)  (av--by-Foes--d)o'4F- (ax + My A- e'z4- d^) y' 

+ (ale by e"! Hd) at ta at b" y pels 4 d" = 0. 

Die Constanten &, 4, c, d, &, .... d als gegeben angenommen, 
entspricht alsdann jedem Puncte P ein Ebene p', als der geometrische 
Uri des Punctes P', uud jedem P' eine Ebene p, ais der Ort von P, st 


ferner eine lineäre Gleichung zwischen x’, y‘, = 


, als Gleichung der Ébene 
p^ gegeben, und setzt man die Coefficienten dieser Gleichuog den Coef- 
ficienten. derselben Coordinaten in (.4.) proportional, so erhält man drei 
lineäre Gleichungen zwischen x, y, =, aus deuen sich letztere Coordina- 
(cu. und damit der Punct P bestimmen lassen. Mithin gehört auch um- 


gekehrt jedem Puncte P' irgend einer gegebenen Ebene >’ einer uud der- 
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selbe Punct P, so wie jedem Puncte P einer Ebene p einer und derselbe 
Punct 7 zu. 


Hiernach hat man also zwei Systeme von Puncten und Ebenen, — 
das eine, dessen Coordinaten mit x, y, = bezeichnet worden, und welches 
5 heifse, das andere, S’, mit den Coordinaten x’, y’, z/, — und diese 
zwei Systeme stehen in einer solchen gegenseitigen Beziehung, dafs jedem 
Puncte P und jeder Ebene p des einen eine Ebene p' uud ein Punct P 
des andern entspricht, 

Der Kürze wegen wollen wir die einem Puncte entsprechende Ebene 
die Gegenebene des Punctes, und den einer Ebene entsprechenden Puuct 
den Gegenpunct der Ebene nennen, 


3. Zwischen einem Puncte und seiner Gegenebene, oder einer Ebene 
und ihrem Gegenpuncte findet demnach immer die Beziehung Statt, dafs 
die Coordinzten dieses Punctes und die Coordinaten irgend eines Punctes 
der Ebene der Gleichung (.4.) Genüge leisten. Und umgekehrt: Hat man 
zwei Puncte, durch deren Coordinaten die Gleichung erfüllt wird, so liegt 
jeder von ihnen in der Gegenebene des andern. 


Ist folglich P ein Pımet in der Gegenebene von P’, so wird durch 
die Codrdinaten von P und P' die Gleichung (.4.) erfüllt, und es ist auch 
P' ein Punct iu. der Gegenebene von P; oder mit andern Worten: Hat 
man eine Ebene p und einen darin liegenden Punct P, so liegt auch der 
Gegenpunct P’ der erstern in der Gegenebene p' des letziern. 

Liegen daher vier oder mehrere Puncte in einer Ebene, so müs- 
sen die Gegenebenen der Puncte den Gegenpsnet der Ebene in sich ent- 
halten, und sich daher in dieser) Puncte gemeinschaftlich schneiden. Und 
umgekehrt: Schneiden sich vier oder mehrere Ebenen in einem Puncte, 
so liegen die Gegenpuncte der Ebenen in einer Ebene, nemlich in der Ge- 
genebeue des Punctes. , 

Wir schliefsen hieraus weiter: Sind mehrere Puncte R, S, 7, .... 
zweien Ebenen p, g gemeinsam, liegen sie also in der Durchschnittslinie 
der beiden Ebenen, so muls auch die Gegenebene jedes der Puncte so- 
wohl den Gegenpunct P' der Ebene p, als den (' der Ebene ¢, mithin 
die Linie P’Q’, enthalten, d. h,, liegen drei oder mehrere Puncte in einer 
Geraden, so schneiden sich die Gegenebenen der Puncte ebenfalls in einer 
Geraden. Auf ühnliche Art wird der umgekehrte Satz bewiesen, dafs vou 


4€» X 
á x 


4 
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drei oder mehreren sich in einer Linie schneidenden Ebenen die Gegen- 
puncte gleichfalls in einer Geraden enthalten sind, 


So wie also jeder Punct seine Gegenebene, und jede Ebene ihren 
Gezenpunct hat, so entspricht auch jeder geraden Linie eine Gegenlinie 
dergestalt, dafs eines jeden in der einen Linie genommenen Punctes Ge- 
genebene die andere Linie in sich enthült, und einer jeden durch die eine 
Linie gelegten Ebene Gegenpunct in der andern sich findet. 


4. Ohne uns mit weiterer Entwickelung dieser zudem schon mehr- 
fach behandelten reciproken Verhiiltnisse aufzuhalten, wollen wir jetzt 
zwischen den beiden Systemen die specielle Beziehung annehmen, dafs 
jeder Punct P' des Systems S’ in seiner dem System S an- 
gehörigen Gegenebene p selbst enthalten ist, dafs also die Glei- 
chung (4.), da sie als Gleichung der Ebene p angesehen werden kann, 
auch dann noch besteht, wenn man x=x, y — y', z-—5' setzt. Dies 
giebt aber: 

ax Ae bly -- c" z^ + (bee!) ya! + (te) + (ab) y'-1- (d-1- 0^) xt 
“+ EAE Le D (d''-4-c'^^) z ‘at. d'/! = ze 05 
und da diese Gleichung für Jede beliebige Annahme des Punetes P’ oder 
(x, y', =) Gültigkeit haben soll, so mufs seyn: 
a=0, Val, c"-0, c= —b", o'"z-—c, bc—a 
al d'en — à, pit — i c = rites — d", d'/ z 0. 
Hiermit Wn sich die Gleichung (4) zusammen inc 
(—a'y test det (at bad) y'--(— ex + d'y +") 
— d x — d'y — d''z zz Q, 
oder weun wir, mehrerer Einfachheit willen, statt der Coefficienten 5", c, a’, 
d, d', d von jetzt an a, 5, c, f, g, & schreiben: 
(@.) isi et ET (ay—bx-ph)s!—fr—gy—hs = 0. 

Da, wie mas leicht wahrnimmt, diese Gleichung ungeiindert bleibt, 
wenn x, y, = mit x^, y', z' gegenseitig vertauscht werden, so liegt nun- 
mehr nieht allein, wie verlangt wurde, jeder Punct P’ des Systems 5° 
in seiner dem System 9 angehürigen Gegenebene p, sondern auch jeder 
Punct P des letztern Systems in seiner Gegenebene p' des erstern. Aus 
demselben Grunde erhellet ferner, dafs von zwei zusammenfalienden 
Puncten P und 7" des einen und andern Systems auch die Gegenebeuen 

usampieníalleu, wogegen im Vorigen dem Puncte (p, 9, r), wenu er, als 





“es LP Sr ia 
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dem System 5’ angehürig betrachtet wurde, eine Gegenebene zukam, deren 

Gleichung | | 

(a x A- by - p (2x + by +... )g+..== 0 

war, und demselben Puncte, als einem Puncte des Systems J, eine Gegen- 

ebene entsprach, deren Gleichung 16) 
(a x' fe a^y* + oe) pte (bc! dA- y 0.) gore HO. 

Durch die Gleichung (B.) sind demnach alle Puncte und Ebenen 
des Raumes in eine solche gegenseitige Beziehung gesetzt, dals je ein 
Punct und eine Ebene zusammengehören, und ersterer in letzterer ent- 
halten ist, Aller Unterschied zwischen den beiden Systemen S und 8° 
ist daher jetzt als sünzlich aufgehoben anzusehen. 

5. Nichts desto weniger aber werden die bei der allgemeinen 
Betrachtung in No. 3. gefundenen Sätze auch jetzt noch gültig bleiben. 
Ist daher p eine Ebene, und Q irgend ein in ihr liegender Punot, so ist 
auch der Gegenpuuct P/ von p in der Gegenebene g' von Q enthalten; 
und da jetzt P' in p, und Q in 9’ selbst liegt, so liegen P' und Q in dem 
gegenseitigen Durchsehnitte von p und 9‘, und wir können den Satz auch 
folgendergestalt ausdrücken : 

I. Wenn von zwei sich schneidenden Ebenen der Gegenpunct der 
einen in der Burchschnittslinie liegt, so ist darin auch der Gegen- 
punct der andern begriffen; und wenn von zwei Puncten die Gegen- 
ebene des einen den andern Punct trifft, so enthält auch die Gegene 
ebene des andern den orstern Punct. 

Hieraus folgern wir eben so, wie vorhin, weiter: 

IT, Von mehreren in einer Ebene liegenden Puncten schneiden sich 
die Gegenebenen in einem Punste, welcher in ersterer Ebene. biegt 
und ihr Gegenpunct ist. 

IH. Von mehreren sich m einem Puncte schneidenden Ebeuen liegen 
die Gegenpuncte in einer Ebene, welche ersteren Punet enthält und 
seine Gegenebene ist. 

IV, Alle geraden Linien des Raumes lassen sich paarweise als Linien 
und Gegenlinien zusammennehmen, und jedes dieser Paare besitzt 
der Eigenschaft, dals von allen in der einen Linie genommenen Punc- 
ten die Gegenebenen die andere Linie in sich enthalten, dafs also 
jeder Punet der einen Linie die durch ihn und die andere Linie 
gelegte Ebene zu seiner Gegenebene hat, und dafs eben so umge- 
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kehrt der Gegenpunet einer jeden dureh die eine Linie gelegten 
Ebene der Durchschnitt der Ebene mit der andern Linie ist. 

Y, Eine durch zwei Puncte gezogene Gerade hat daher den Durch- 
schnitt der Gegenebenen der Puncte zur Gegenlinie, und von der 
Durchschnittslinie zweier Ebenen ist die Linie, welche die Gegen- 
punete der Ebenen verbindet, die Gegenlinie. 

Eine unmittelbare Folgerung aus diesen Eigenschaften der Gegenlinien 
ist noch: 

VL Von mehreren in einer Ebene liegenden Geraden schneiden sich 
die Gegenlinien in einem Puncte der Ebene, nemlich im Gegenpuncte 
der leizteren; und von mehreren in einem Puncte zusammentreffen- 
den Geraden sind die Gegenlinien in einer durch den Punct gehenden 
Ebene, in der Gegenebene des Punctes, enthalten. 


6. Um uns diese Sätze durch ein Beispiel noch deutlicher zu 
machen, wollen wir die Gegenpuncte der drei Coordinatenebenen zu be-. 
stimmen suchen. i: 

Die Gleichung zwischen x’, y', z' für die Ebene der y, z ist: 
x'=0, was auch y’ und =’ für Werthe haben mögen. Hiernach müssen 
in (B.) die Coelficienten von y‘ und z/, und die Summe der mit: 25 y^, 
nicht behafteten Glieder Null sein; also: 

CH—-as +g = VU, 
ay —bx + = 
fx + gy them 0 

Multiplieirt man diese drei Gleichungen resp. mit h, —g, a und 

addirt sie, so kommt: (af-+4g-+ ch)a = 0, also 


h g 
z=0, und daher y == — —, = —, 
: a ü 


Dies sind demvach die drei Coordinsten des Gegenpunctes der Ebene der 
y, 2 Wir wollen ihu 4 nennen; wegen «== liest er, wie gehörig, in 


der Ebene selbst. 
Auf gleiche , Art ergeben sich die Coordinaten des Gegenpunctes 


B der Ebene der z, x: 


h 
Jie mW s = 0, s==— Ts 
und des Gegenpunctes C der Ebene der x, y: 
© : Uu Av. 
eu, ye, ze0; 








B P ut 
» 
"b^ "t p 


cat agp UC INE. 
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von denen B in der Ebeno der z, >; C ia der Ebene der x, y enthalten ist. 

Sámmtliche drei Puncte aber liegen in der Ebene, welcher die Gleichung 
fe tey -hs = 0 

zukommt. Diese Ebene ist nach IH. die Gegenchene des Punctes, in 

welchem sich die {drei Ceordinatenebenen schneiden, also des Anfangs- 

punctes J/ der Coordinaten. Auch reduciet sich in der That, für x’ == 0, 

y =0, = =0, die Gleichung (B.) auf fx d- gy d- 5 z — 0. 

Endlich sind von den Axen der x, y, z vesp. die Linien 5 C, CA, 
AB die Gegeulinien. 

7. Die wenigen bis jetzt erhaltenen Resultate reichen hin, um 
ein System auf besagte Weise sich cutsprechender Puncte und Ebenen 
ohne weitere Hilfe des Caleuls construiren zu können. Da nemlich die 
Winkel, welche die Coordinatenebenen mit einander machen, ganz will- 
kürlich sind, so lege man durch einen Punct 77 (Taf. V. Fig. 3.) nach 
Belieben drei Ebenen «, 6, y, als Coordiaatenebenen. In « und ß nehme 
man willkürlich zwei Puncte 4 und B, weiches die Gegenpuncte dieser 
Ebenen seien. Durch die Lage von .4 sind die Verháitnisse A:a, £:e, 
und durch B die Verhältnisse 4:5, f:5, also durch beide Punete die Ver- 
hältnisse zwischen f, g, ^, a, b bestimrat 

Man lege durch 4, B, M eine neue Ebene p; sie ist die Gegen- 
eheae von #7, und enthält in ihrem Durchschnitte mit der Ebene y den 
Gegeppunct von y. Man nehme dalıer in diesem Durchschaitte von & 
mit y beliebig einen Punct C, als Gegenpunet von y. Mit ihm ist noch 
das Verhültnifs gegeben, in welchem c zu f oder ¢ steht; und da so- 
mit die Verhältnisse zwischen allen sechs in der Gleichung (B.) vorkom- 
menden Constantea bestimmt sind, so mufs es möglich sein, auch für 
jeden andern Punct D seine Gegenebene 0, und für jede Ebene ö ihren 

Gegenpunct D zu bestimmen, 

8. a. Liege der gegebene Punet D, dessen Gegenebene gesucht 
werden soll, zuerst in dem Durchschnitte der Ebenen Q und y, oder in 
Cy, wenn wir, der Kürze willen, den Durchschnitt zweier Ebenen durch 
Nebeneinanderstellung cer die Ebenen bezeichnenden Buchstaben aus- 
drücken. Da von £ und y die Gegenpuncte resp. B und € sind, so ist 
naeh V. von der Linie C; die Gegenlinie BC, und folglich nach IV. von 
D die Gegenebene BCD, Auf gleiche Art ist CAD oder ABD die Ge- 
eenebene von D, wenn D in ya oder @ sich befindet, 
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b. Eben so erhellet, dafs, wenn der Punct D in einer der drei 
Linien BC, CA, AB liegt, seine Gegenebene durch ibn und resp. durch 
By, ya, «D gelegt werden muls. 

c. Sei jetzt der Punct D willkürlich genommen, Man lege durch ihn 
und durch die drei Linien BC, C4, AB die Ebenen BCD, CAD, ABD, welche 
die Linien Gy, yo, «G resp. in A’, B’, C' schneiden, so sind dies die 
Gegenpuncte jener drei sich in D schneidenden Ebenen (IV.), und folg- 
lich (EL) 4’, BY, C' mit D in einer Ebene, welche die Gegenebene von 
D, und daher die gesuchte 8 ist. 

De D selbst in 6 liest, so bitten zur Bestimmung von d schon 
zwei der drei Puncte .4', B’, C’ hingereicht. Dafs auch der dritte in Ü 
mit enthelten ist, führt uns zu einer merkwürdigen Eigenschaft unserer 
Figur. Diese besteht, wenn wir sie etwas aufmerksamer betrachten, aus 
zwei Tetroëdern 4! B/C' M und ABCD. Das erstere ist von den UR 
Elichen a, 2, y, à begrünzt und um das andere umschrieben, weil c, ß, y, 9 
resp. die Puncte A, PB, C, D, als ihre Gegenpuncte, enthalten, Zugleich 
aber ist es in das andere eingeschrieben, weil 4’, B', C, M die Go. 
puncte der Flächen BOD, CAD, ABD, ABC des andern sind, Hier- 
mit haben wir also zwei Tetraéder, deren Jedes in das andere zugleich 
um- und eingeschrieben ist, und wir kónnen nun die vorhin gedachte 
Eigenschaft folgendergestalt i in Worte fassen: | 

Vs enn von zwei Tetraédern 4’ 8/C/M uud ABCD die vier Ecken 

, B', C', M des einen in den vier Flächen BCD, CDA, DAD, 
Pur des 2 dann; und drei Ecken, 4, B, C des andern in den Flichen 
BOM, C'MA', MA‘B des erstern liegen, so liegt auch die vierte 
Ecke D des andern in der vierten Fläche 4’ 2’ C^ des erstern, und 
das eine Tetraéder ist in Bezug anf das andere zugleich um- und 
eingeschrieben. 

d. Die Gegenebene von D kann ouch dergestalt gefunden werden, 
dafs man durch D und die Linien By, y«, #ß drei Ebenen Dn Dya, 
Daß legt. Schneiden diese die, Linien BC, C4, AB resp. in 4", B^, C", 
so sind dies (IV.) die Gegenpuncte der 3 Ebenen, und die droit T ie 
C^, D zu legende Ebene wird (UI.) gleichfalls die Gegenebene von 2 sein. 

Man bemerke indessen, dafs, da die 3 Ebenen a, ß, y den Punct 
M gemeinschaftlich haben, und sich daher die 3 Ebenen DQy, Dya, Daß 
in der Geraden DM schneiden, die Gegenpuncte 4”, B^, C" der letztern 
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Ebenen gleichfalls in einer Geraden, in der Gegenlinie von DM, liegen. 
Durch diese drei Puncte allein wird daher noch nicht die Gegenebene von 
D bestimmt, wohl aber schon durch irgend zwei derselben und den Punct 
D selbst. Da übrigens ein Punct nur eine Gegenebene haben kann, so 
müssen 4, B^, C" mit 4’, B', €' in einer Ebene enthalten sein; und 
da erstere drei Puncte resp. in den Linien BC, CA, AB liegen, so sind 
sie nichts Anderes, als die Durchschnitte der Seiten des Dreiecks 4BC mit 
der Ebene Z'B'C', woraus wiederum hervorgeht, dafs 4, B^, C^ in einer 
Geraden liegen, nemlich in dem gegenseitigen Durchschnitte der Ebenen 
ABC und A'B'C', 

9. Wir gehen jetzt zu der umgekehrten, aber ganz analog zu 15- 
senden Aufgabe fort: Für eine gegebene Ebene d den Gegenpunet D 
zu finden, 

a. Wenn die Ebene 0 durch eine der sechs Linien BC, CA, AB, 
By, yc, e geführt ist, so liegt ihr Gegenpunct daselbst, wo sie resp. 
von By, ya, aß, BC, CA, AB geschuitten wird. 

b. Hat die Ebene 0 irgend eine andere Lage, so schneide sie die 
Linien By, yo, «f in den Puncten 4‘, B', C’, Von diesen drei in 9 lie- 
genden Puncten sind 4/BC, B'CA, C'AB die gene. deren gegen- 
seitiger Durchschnittspunct mithin (IL) ebenfalls in © liegt und der ge- 
suchte Gegenpunct D von 0 ist. 

Da à und die 3 Ebenen 4‘BC, .... sich in D schneiden, so sind 
schon zwei dieser Ebenen nebst ö hinreichend, um D zu finden, Auch 
gewahrt man leicht, wie diese Construction oleichfalls zu dem obigen Satze 
yon den in und um einander beschriebenen Tetraëdern hinführt. 

c." Noch ein Verfahren, um für eine beliebige Ebene 0 den Ge- 
genpunct zu finden, besteht im Folgenden. Schneide 5 die Linien BC, 
CA, AB in den Puncten 4”, B", C", Man lege durch letztere und durch 
By, Ya, «@ die Ebenen 4'Ry, B'ya, C'"z(3, so sind dies die Gegen- 
ebenen von 4, B^, C", und schneiden sich daher in einer geraden Li- 
nie, weil 4”, B", C" in einer Geraden, in dem Durchschnitte von à mit 
ABC, liegen. Jede dieser beiden Linien ist mithin die Gegenlinie der an- 
dern; und da die letztere Gerade in der Ebene $ liegt, so muls der Durch- 
schnitt der erstern Geraden mit Ó der Gegenpunct von D sein. 

10. Dals und wie zu einem gegebenen Tetraéder ein zweites con- 


struirt werden kann, welches in Dore auf das erste zugleich ein- und 
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umschrieben ist, habe ich bereits in einem kleinen, im III. Bande dieses 
Journals, Seite 273 etc., befindlichen Aufsatze gezeigt. Mit Hilfe der eben 
entwickelten Theorie sieht man aber leicht, wie diese Construction sich 
verallgemeinern läfst, und wie es möglich ist: 
zu irgend einem gegebenen Polyéder ein anderes zu 
construiren, welches eben so viel Ecken und Flächen, 
als das erstere Flichen und Ecken, hat, und dessen 
Ecken in den Flüchen des erstern liegen, dessen Flä- 
chen aber die Ecken des erstern in sich enthalten. 
Sei, um diese Aufgabe zu lösen, S eine Ecke des gegebenen Polyé- 
ders, a, Q, y, .. . . seien die in S in der Ordnung, wie sie aufeinander 
folgen, zusammenstofsenden Flächen, so dafs a mit @, ß mit y, ws. We 
eine gemeinsame Kante hat. Man suche von e, (3, y, .... die Gegen- 
puncte, welche 4, B, C, .... heifsen; und construire damit das Vieleck 
ADC....; dieses wird eben sein und in seiner Ebene den Punct 5 mit 
enthalten, da «, Q, y, .... im Puncte S zusammentreffen. Auf gleiche 
Art construire man um jede andere Ecke des Polygons ein Vieleck. Von 
den Seiten aller dieser Vielecke wird nun jede zweien Vielecken zugleich an- 
gehören; die Seite 4B des Vielecks 4BC...., um S z. B., wird auch 
eine Seite des Vielecks um die Ecke 7' sein, wenn von der Kante des 
Polyéders, in welcher die Flächen « und ß an einander grenzen, und 
welche S zum einen Endpunct hat, der andere Endpunct 7’ ist. Alle die 
somit erhaltenen Vielecksflächen hängen daher als Flächen eines neuen Polyé- 
ders zusammen, und dieses zweite Polyéder ist rücksichtlich des erstern zu- 
gleich ein- und umschrieben zu nennen: eingeschrieben, weil seine Ecken 
4, B, .... in den Flächen a, ß, .... des erstern liegen; umschrieben, 
weil seine Flächen 4BC...., etc. den Ecken S, etc. des erstern begegnen. 
Überhaupt, sieht man, findet zwischen beiden Polyédern eine solche 
gegenseitige Beziehung Statt, dafs die Ecken, Kanten und Flächen des 
einen die Gegenpuncte, Gegenlinien und Gegenebenen der Elichen, Kan- 
ten und Ecken des andern sind. Einem Tetraéder entspricht in dieser Be- 
ziehung wiederum ein Tetraéder, einem Hexaéder ein Octaéder, einem 
Dodekaéder ein Ikosaëder, und umgekehrt, einem Octaéder ein Hexae- 
der u. s. W. | en | 
11. Zur weitern Verfolgung unserer über reciproke Verhältnisse an- 
gestellten Untersuchungen wollen wir jetzt von einer.mit der Ebene der y, z 
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parallelen Ebene den Gegenpunet zu bestimmen suchen. Die Gleichung 
einer solchen Ebene zwischen den Coordinaten x‘, y, z’ ist: x’= einer 
constanten Länge 7, welches auch die Werthe von y‘ und z' sein mögen. 
Die Coefficienten von y^ und z^ in (B.) müssen daher Null sein; also - 
€x—aGz4l-£g20, ay-—bx-J-A-0, 
und aufserdem 
l(bz—cy 4A- f) —fx—gy-—hz-o. 
Aus diesen drei Gleichungen lassen sich die Coordinaten des gesuchten 
Gegenpunctes bestimmen; es sind dies also die Gleichungen dreier Ebe- 
nen, welche sich in dem Gegenpuncte schneiden. Da nur die dritte Glei- 
chung den Abstand / der gegebenen Ebene von der Ebene der y, z ent- 
hilt, so gehóren die zwei ersten Gleichungen auch dem Gegenpuncte je- 
der andern mit der Ebene der y, z parallelen Ebene an. Die Gegen- 
puncte aller mit der Ebene der y, x parallelen Ebenen liegen daher in 
einer geraden Linie, deren Gleichungen 

cx—0z+g=0 und oy —bx-- A —0 
sind. Auf gleiche Art sind die Gegenpuncte aller mit der Ebene der 
%, x parallelen Ebenen in einer Geraden enthalten, deren Gleichungen 

ay—bx+h=0 und bz—cy+f=0 
sind. Letztere Gerade läuft aber mit der vorigen parallel, da jede von 
beiden parallel mit der durch den Anfangspunct der Coordinaten gelegten 
Geraden ist, welcher die Gleichungen 
à] CX——aGz-—0,ay-—bx-—0, also auch bz—cy — 0, 
oder, was dasselbé ist, die Proportionen 

eıy:ız = abc 

zukommen. Da nun die Annahme der Coordinaten ganz der Willkühr 
überlassen ist, so schliefsen wir: 

Vil. Die Gegenpuncte von drei oder mehreren einander parallelen Ebe- 
nen liegen in einer geraden Linie, und die geraden Linien, in wel- 
chen die Gegenpuncte von zwei und also auch mehreren Systemen 
paralleler Ebenen liegen, sind sämmtlich einander parallel. 


So mufs z.B. die Gerade, welche die Gegenpuncte der mit der 
Ebene der x, y parallelen Ebenen verbindet, mit ersteren Parallellinien 
ebenfalls parallel sein, was auch eine der vorigen ähnliche Rechnung so- 
gleich zu erkennen giebt. Die Gleichungen dieser Geraden sind nemlich 

! bz—cy--f—90 und ex—az--g-—0. 
43 * 


328 27. Moebius, über Figuren un Raume. 


Die allen diesen Parallellinien zukommende Richtung ist demnach 
bei jedem System von Ebenen und Puncten, die man in die gegenwär- 
tige Beziehung zu einander gesetzt hat, einzig in ihrer Art. Wir wollen 
sie deshalb die Hauptrichtung des Systems nennen. Sie ist in der Glei- 
chung (B.) durch die Verhältnisse zwischen den Coefficienten 2, b, c ge- 
geben, Coefficienten , die, weun das Coordinatensystem ein rechtwinkliges 
ist, den Cosinussen der Winkel der Hauptrichtung mit den Axen der z, 
y, z proportional sind. | 


12. Nehmen wir mit dieser Hauptrichtung die Axe der = parallel 
an, so werden & und 4 — 0, und die Gleichung (B.) erhält die einfachere 
Gestalt: 

(f — ey)a' (eter) y' A —fa—gy—hs=0. 
Die Gleichungen für die Gerade, welche durch die Gegenpuncte der mit 
der Ebene x, y parallelen Ebenen geht, werden damit 
f—cy 2:0 und g+tex=0. : 
Nehmen wir daher noch diese mit der Axe der z jetzt parallele Gerade 
zur Axe der z selbst, so werden nächst @ und à auch noch f und g — 0, 
und die Gleichung (8.). gewinnt damit folgende einfachst mögliche Form: 


(C) xy'—yx'— k(s— 2) 
wo À statt des vorigen = gesetzt worden. 


Für eine mit der Ebene x, y parallele Ebene, deren Gleichung 
z/— n, hat man hiernach zy’— y x’ = k(n—z), und folglich «= 0, y —0, 
z— n, d.h. der Gegenpunct der Ebene ist, wie gehörig, ihr Durchschnitt 
mit der Axe der + Ist aber die Ebene, deren Gegenpunct bestimmt 
werden soll, parallel mit der Ebene der y, z, und daher a’ = ihre Glei- 
chung, so wird: x y/—4y = k(z/—2), oder was dasselbe ist: 

Aya lke, also 5 E = 0, Pire Bn | 
d.h. y und = müssen unendlich grofs sein und sich wie # zu / verhalten. 


Der Gegenpunct der Ebene liegt mithin in ihr unendlich entfernt nach 
einer durch das Verbältnifs 5:7 bestimmten Richtung. — Ist die gegebene 
Ebene die Ebene der y, = selbst, also 7 — 0, so hat man blofs y unendlich 
grofs zu nehmen, und der Gegenpunct liegt folglich in unendlicher Ent- 
fernung nach der Richtung der Axe der y. Letzteres fliefst übrigens auch 
schon daraus, daís im der Axe der y, in welcher sich die Ebenen der 
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y; = und der x, y sehneiden, der Gegenpunct der letztern Ebene, der An- 
fangspunct der Coordinaten, liegt. Denn nach I. mufs dann in derselben 
Axe auch der Gegenpunct der erstern Ebene enthalten sein. — Auf gleiche 
Art findet sich der Gegenpunct der Ebene der z, x unendlich entfernt in 
der Axe der x. 

Da nun bei dem jetzigen Coordinatensystem die Axe der z allein 
eine bestimmte Richtung hat, die Richtungen der beiden andern Axen 
aber beliebige sein kónnen, so folgern wir: 

VII. Jede mit der Hauptrichtung parallele Ebene hat einen unendlich 
entfernten Gegenpunct; und, umgekehrt, ist die Gegenebene eines un- 
endlich entfernten Punctes mit der Hauptrichtung parallel, 

Denn nimmt man x, y, z, unendlich grofs und in gegebenen Ver- 
hültnissen a:5:c stehend an, so wird die Gleichung (C.): ay— bx’tke 
— 0, und gehört somit einer der Axe der z parallelen Ebene an. 

. . Ziehen wir eine Ebene noch in Betracht, welche parallel mit der 
Axe der x ist, und daher die Gleichung z/—ay'/-]-5 hat. Diesen Werth 
von z' in (C.) substituirt, erhalten wir 

ry’ —y a —k(ay!-- b —z), 

und hieraus x= ah, y — 0, 2 — 6, als Coordinaten des Gegenpunctes der 
Ebene. Weil y — O, so liegt dieser Punct immer in der Ebene 4, x, 
wie auch die mit der Axe der x parallele Ebene gelegt sein mag. We- 
gen der Unbestimmtheit der Axe der x ziehen wir hieraus den Schlufs: 

IX. Von zwei oder mehreren mit einer und derselben Geraden paral- 
lelen Ebenen liegen die Gegenpuncte in einer und derselben mit dies 
ser Geraden und mit der Hauptrichtung des Systems parallelen Ebene. 


13. Die jetzt durch Analysis gewonnenen Sätze VIL, VIII. und 
IX. lassen sich aus den früheren Sätzen I, . .. . IV., auch durch einfache 
geometrische Betrachtungen ableiten, 


a. Da nach IE. von mehreren Ebenen, welche sich in einem Puncte 
schneiden, die Gegenpuncte mit dem Durchschnittspuncte in einer Ebene 
liegen, von welcher letzterer Punct der Gegenpunct ist, und da mehrere 
sich in Parallelen schneidende Ebenen auch als solche angesehen werden 
"können, die sich in einem unendlich entfernten Puncte schneiden, so müs- 
sen die Gegenpuncte mehrerer sich in Parallelen schneidenden Ebenen in 
einer mit den parallelen Durchsehuittslinien ebenfalls parallelen Ebene ent- 
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halten sein, deren Gegenpunct unendlich entfernt nach der durch die 
Parallelen bestimmten Richtung zu liegt. -- | | 

b. Da ferner von Ebenen, welche sich in einer und derselben Ge- 
raden schneiden, die Gegenpuncte ebenfalls in einer Geraden liegen (IV.), 
so müssen auch dann noch, wenn erstere Gerade unendlich entfernt liegt, 
und damit die Ebenen einander parallel werden, die Gegenpuncte dersel- 
ben in einer Geraden liegen. 

c. Man denke sich jetzt zwei Systeme von Ebenen; die Ebenen 
jedes dieser Systeme seien unter sich, aber nicht mit denen des andern 
parallel. Die Gerade, in welcher die Gegenpuncte des einen Systems lie- 
gen, heifse a, die Gerade für die Gegenpuncte des andern Systems, 5. 
Da nun auch je zwei dem einen und andern System angehürige Ebenen : 
sich in Parallellinien schneiden, so müssen nach (¢.) die Gegenpuncte 
simmtlicher Ebenen, also auch die beiden Geraden c. und 5, in einer 
Ebene liegen, und folglich sich schneiden, oder einander parallel sein. ; 
Schnitten sich aber a und J in einem Puncte 4, so wäre dies der ge- 
meinschaftliche Gegenpunct zweier Ebenen des einen und andern Systems. 
Mithin wiiren auch diese zwei sich schneidende Ebenen die Gegenebenen 
eines und desselben Punctes 4, welches nicht möglich ist. Es sind da- 
her a@ und à mit einander parallel, und mit ihnen folglich auch jede 
andere Gerade, welche die Gegenpuncte irgend eines dritten Systems 
paralleler Ebenen enthält. Wir nannten die gemeinschaftliche Richtung 
dieser Parallellinien die Hauptrichtung des Systems. 

d. - Umgekehrt: Von zwei Puncten 4 und P, welche in einer 
Parallele mit der Hauptrichtung liegen, sind die Gegenebenen « und B 
einander parallel. Denn wiiren sie es nicht, so lege man durch B eine 
Ebene (’ parallel mit « Der Gegenpunct von P’ mülste dann derjenige 
sein, in welchem Q/ von einer durch 4 mit der Hauptrichtung gelegten 
Parallele getroffen wird, folglich B selbst. Mithin hitte B zwei verschie- 
dene Gegenebenen, @ und (', welches nicht möglich ist. 

e. jede mit der Hauptrichtung parallele Ebene y hat einen un- 
endlich entfernten Gegenpunet. Denn seien 4 und B zwei Puncte in 7, 
welche in einer mit der Hauprichtung parallelen Geraden liegen. Die Ge- 
genebenen z und ß von 4 und B sind folglich mit einander parallel, und 
es sind daher auch die Linien a und 4, in denen y von & und ß geschnit- 
ten wird, zwei Parallellinien. Nach I. mufs nun der Gegenpunct von 7 
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sowohl in @ als in 5, und daher in unendlicher Entfernung nach einer 
durch diese Parallelen bestimmten Richtung liegen. 

Man kann hierbei noch bemerken, dafs alle Ebenen überhaupt, de- 
ren Gegenpuncte in einer mit der Hauptrichtung parallelen Ebene y liegen, . 
diese Ebene in Parallellinien schneiden; denn jede dieser Ebenen muls 
durch den unendlich entfernt liegenden Gegenpunct von y gehen. 

f. Ist die Richtung gegeben, nach welcher ein unendlich entfern- 
ter Punct liegt, und soll die Gegenebene desselben gefunden werden, so 
lege man drei Ebenen «, (2, y parallel mit dieser Richtung, bestimme die 
Gegenpuncte 4, B, C derselben, und es wird ABC die verlangte Gegen- 
ebene sein, — Nimmt man, wie es dabei müglich ist, « und (2 mit ein- 
ander parallel, so wird 4B mit der Hauptrichtung parallel, und es ist da- 
her ABC eine mit der Hauptrichtung parallele Ebene. So wie also jede 
mit der Hauptrichtung parallele Ebene einen unendlich entfernten Gegen- 
punct hat, so ist auch umgekehrt die Gegenebene eines unendlich entfern- 
ten Punctes der Hauptrichtung parallel. 

Wir fügen noch hinzu: 

X, Von einem nach der Hauptrichtung zu unendlich entfernt liegenden 
Puncte Z/ ist die Gegenebene gleichfalls unendlich entfernt, hat aber 
keine bestimmte Lage und, umgekehrt, liegt von Jeder unendlich ent- 
fernten Ebene u der Gegenpunct unendlich entfernt nach der Haupt- 
richtung. 

Der erste Theil dieses Satzes erhellet daraus, dafs, wenn « irgend 
eine mit der Hauptrichtung nicht parallele Ebene, und 4 ihr Gegenpunct 
ist, die Linie 47/ sich als parallel mit der Hauptrichtung betrachten lälst, 
und folglich die durch 7 parallel mit « gelegte Ebene die Gegenebene 
von u ist. Um sich von dem umgekehrten Satze zu überzeugen, bemerke 
man, dafs, wenn & eine mit u parallele, nicht unendlich entfernte Ebene, 
und 4 ihr Gegenpunct ist, der Gegenpunct der Ebene u ihr Durchschnitt 
mit einer durch 4 der Hauptrichtung parallel gezogenen Geraden sein muls. 

14. Da die Hauptrichtung einzig in ihrer Art ist, und daher in 
Bezug auf dieselbe in der Lage der Ebenen und ihrer Gegenpuncte eine 
gewisse Symmetrie herrschen dürfte, die symmetrischen Eigenschaften 

einer Figur aber sich am bequemsten durch Anwendung eines rechtwink- 

ligen Coordinatensystems entwickeln lassen, so wollen wir jetzt irgend eine 
die Hauptriehtung rechtwinklig treffende Ebene zur Ebene der x, y neh- 
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men, und zur Axe der z, wie vorhin, diejenige Parallele mit der Haupt- 
richtung wählen, welche die Ebene der x, y in ihrem Gegenpuncte trifft. 
Die Gleichung zwischen den Coordinaten x’, y', z' für die Ebene p, 
welche den Punct (x, y, +) oder P zum Feu hat, ist alsdann die 
bereits in No. 12. erhaltene Gleichung (C.). 

Liege nun der Punct P zuvörderst in satel Ebene ‘der x, y selbst, 

sei also z — 0, und daher die Gleichung für p': 

x y'—»yax = E e, 

Sie wird, wie gehörig, erfüllt für «’= x, y'— y, 2'— 0, und für «’=0, 
y'=0, z#=0, d.h. die Ebene p' geht durch ihren Gegenpunct P und 
durch den Bifanespiihel M der Coordinaten, letzteres darum, weil P in 
der Ebene der x, y liegt, und diese den Punct M zum Gegenpunete hat. 
(Vergl. 1.) Da also von jedem in der Ebene der x, y enthaltenen Punete 
P die Gegenebene durch die ihn mit M verbindende Linie MP zu legen 
ist, so braucht man zur villigen Bestimmung dieser Gegenebene nur noch _ 
den Winkel zu kennen, den sie mit der Ebene der x, y bildet. 

Man setze deshalb à: — rcosQ, y —rsinQ, x' —r'cosQ', y'—r' cosQ', 
wo also r den Abstand des Punctes P von M, Q den Winkel von MP mit 
der Axe der x, und r’; ©‘ dasselbe für die Projection irgend eines Punc- 
tes der Ebene p' auf die Ebene der x, y bezeichnen. Die Gleichung 
wird hiermit: | 

rr'sin(Q'—qQ) =f ', folglich = = ow 

Nun ist r’sin(®’— ©) nichts Anderes, als das Perpendikel, welches 
in der Ebene der x, y, von der Projection (x, y^) eines Punctes (x^, y^, =’) 
der Ebene p' auf die Linie MP oder den D dau pe von p' mit der 


Ebene der x, y gefällt wird, und daher —— XU qum Vos gg der Tangente des 


Winkels, welchen p/ mit der Ebene der x, y macht. Diese Tangente ist 
aber, voriger Gleichung zufolge, — L , und somit der noch zu wissen nó- 
thige Winkel hóchst einfach bestimmt. 


Nennen wir demnach die jetzige Axe der z, oder die Gerade, 
welche durch die Gegenpuncte der die Hauptrichtung rechtwinklig treffen- 
den Ebenen sich legen läfst, die Hauptlinie des Systems, und erwägen, 
dafs jede darauf normale Ebene zur Ebene der x, y genommen werden 
‚kann, so können wir das erhaltene Resultat folgendergestalt in Worte fassen: 


z! 
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XI. Die Gegenebene eines Punctes enthält das Perpendikel, welches 
von dem Puncte auf die Hauptlinie gefüllt wird, und macht mit der 
Hauptlinie einen Winkel, dessen Cotangente diesem Perpendikel pro- 
portional ist. ] 


Von allen Puncten, welche gleichweit von der Hauptlinie entfernt 
sind, also in der Fläche eines um die Hauptlinie als Axe beschriebenen 
Cylinders liegen, machen daher die Gegenebenen mit der Hauptlinie gleiche 
Winkel nach einerlei Seite. Von Puncten in ungleichen Entfernungen 
von der Hauptlinie macht die Gegenebene des nühern den grófsern Win- 
kel, und wührend die Entfernung von Null bis in das Unendliche wüchst, 
nimmt der Winkel von einem Rechten bis auf Null ab.. Vergl. VIII. 


Der Satz Xi. lehrt zunächst, wie, mit Hülfe der Hauptlinie, eines 
gegebenen Punctes Gegenebene bestimmt werden kann. Soll umgekehrt 
einer gegebenen Ebene p Gegenpunct gefunden werden, so lege man durch 
den Durchschnittspunct der p mit der Hauptlinie eine auf letzterer perpen- 
diculare Ebene. In der Durchschnittslinie dieser Ebene mit p wird als- 
dann der Gegenpunct von p liegen, und darin von der Hauptlinie in einem 
Abstande sein, welcher der Cotangente des Winkels von p mit der Haupt- 
linie proportional ist. 


15. Es ist noch übrig, die zwischen Linien und ihren Gegenlinien 
obwaltenden dualen Verhültnisse etwas nüher zu betrachten. In No.5. 
VI. haben wir gesehen, dafs von mehreren in einer Ebene enthaltenen 
Linien die Gegenlinien sich gemeinschaftlich in dem Gegenpuncte der Ebene 
schneiden. Seien jetzt a, 5, c, .. .. mehrere Linien, welche einer und 
derselben Ebene nur parallel sind. Man lege parallel mit dieser Ebene 
durch 2,2, c,.... die Ebenen a, 9, y, . . . ., und seien 4, D, C,.... die 
Gegenpuncte derselben. Da nun die Gegenlinien von a, b, c, . .. . resp. 
durch 4, B, €, .. . . gehen (IV.), und 4, B, C,. .. . in einer mit der Haupt- 
richtung parallelen Geraden liegen (VIL), so schliefsen wir: 

XH. Sind mehrere Linien einer und derselben Ebene parallel, so wer- 
den ihre Gegenlinien von einer und derselben Geraden getroffen. 
Diese Gerade ist parallel mit der Hauptrichtung, und trifft die Ebene 
in ihrem Gegenpuncte. 


Ist c^ die Gegenlinie von a, und legt man durch « und durch einen 


unendlich entfernten Punct 4 der a’ eine Ebene, also eine Ebene parallel 
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— mit a’ , so ist diese die Gegenebené von 4 gv. ), und mit der Hauptrich- 
tung parallel (VIII.); folglich: 
XU. Jede mit einer Linie und ihrer Gegenlinie zugleich parallele 
Ebene ist auch mit der Hautrichtung parallel. 
XIV. Von jeder mit der ee parallelen Geraden ist die Ge- 
genlinie unendlich entfernt. | 


Denn jede durch eine solche Gerade gelegte Ebene hat einen un- 
endlich entfernten Gegenpunct (VIII.). 


16. Hine besondere Aufmerksamkeit verdienen diejenigen Linien, 
mit denen ihre Gegenlinien identisch sind. Zu einer gegebenen Linie c 
wird nach V. die Gegenlinie gefunden, wenn man von zwei durch 2 ge- 
legten Ebenen « und ß die Gegenpuncte 4 und BD bestimmt; die Gerade 
AB ist alsdann die gesuchte Gegenlinie. Gesetzt nun, dafs der Gegen- 
punct 4 der einen von beiden Ebenen, «, in « selbst liegt, so liegt nach 
I. auch der Gegenpunct B von ß, — so wie der Gegenpunct jeder an- 
dern durch @ zu legenden Ebene, — in c.  Mithin fällt dann die Linie 
a mit ibrer Gegenlinie selbst zusammen. 


Heifse eine solche mit ihrer Gegenlinie zusammenfallende Linie 
eine Doppellinie. Von ihr können wir vermöge I., Il. und III. so- 
gleich folgende Sätze aufstellen: 

XV. Von einer jeden durch eine Doppellinie gelegten Ebene liegt der 
Gegenpunct in der Doppellinie, und eine Doppellinie ist in der Ge- 
genebene eines jeden in ihr liegenden Punctes enthalten. 

XVI. Jede in emer Ebene durch ihren Gegenpunct gezogene Gerade, 
und jede durch einen Punct gelegte und zugleich in der Gegenebene 
des Punctes enthaltene Gerade ist eine Doppellinie. 

XVII. Liegen zwei Doppellinien in einer Ebene, so ist ihr gegensei- 
tiger Durchschnitt, der auch unendlich entfernt sein Lr der Gegen- 
punct der Ebene. 


Denn dieser Gegenpunet mufs nach XV., sowohl in der einen, als 
in der andern Doppellinie liegen. Es folgt hieraus weiter: 

XVIII. Alle in einer Ebene liegenden Doppellinien schneiden sich in 
einem Puncte, und umgekehrt sind alle durch einen Punct gehenden 
Doppellinien in einer Ebene enthalten, 

indem sonst wegen XVII. dieser eine Punct mehr als eine Gegenebene hätte. 
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17. Das System der Doppellinien erfüllt hiernach den ganzen Raum. 
Denn in jedem Puncte des Raumes schneiden sich unzählige Doppellinien, 
die aber insgesammt in einer Ebene liegen, und in jeder Ebene giebt es 
unzühlige Doppellinien, die aber alle in einem Puncte zusammentreffen. 

Ist eine Linie durch ihre Gleichungen gegeben, und verlangt man 
zu wissen, ob sie zu dem System der Doppellinien gehört, so untersuche 
man, ob die Coordinaten zweier ihrer Puncte, für x, y, z und x‘, y’, +" 
in der Gleichung (C.) substituirt, der Gleichung Genüge leisten. Denn 
(z', y', s') ist in dieser Gleichung ein Punct der Ebene, welche (x, y, +) 
zum Gegenpuncte hat, die Linie aber, welche zwei solche Puncte verbin- 
det, ist eine Doppellinie (XVI.). Seien daher 


(): 942221070) tre 
die zwei Gleichungen einer Geraden. in in ihr liegender Punct ist (a, 6, 0). 
Setzt man demnach in (C.) a’= a, y/— b, z/—0, so kommt 
(c) ay—ba=ks, 
als Kiedis der Gesenebene des Punctes (a, P 0); und in dieser Ebene 
mufs die Linie liegen, wenn sie eine doppelte sein soll, Die Gleichung (c.) 
und eine der beiden (a.) und (2.) sind daher die zwei allgemeinen Glei- 


chungen einer Doppellinie. Auch kann man die Gleichung 
1 1 k 


Pa — 


u 15, 3 rab! 

welche durch Elimination von x, y, z aus (a.), (b.), (c.) hervorgeht, als 
die Bedingung aufstellen, unter welcher die durch (a.) und (2.} ausge- 
drückte Linie eine Doppellinie ist. 

Nimmt man in (C.) die zwei Puncte (x, y, 2) und (x', y’, z^) ein- 
ander unendlich nahe an, setzt also A —=x-+dr, us we, so geht (C.) © 
über in: 

(D) zdy—ydx=kdz. 

Dies ist also die allgemeine Differentialgieichung einer Doppeliinie. 
Und in der That kommt man auch; wenn man (a.) oder (4.), und (c.) 
differentiirt, und hierauf die willkürlichen Constanten a, b, c eliminirt, auf 
diese Differentialgleichung zurück. 

18. Sei a eine Linie, welche eine von ihr verschiedene Linie o' 
zur Gegenlinie hat, und A, 4’ zwei in a, a’ beliebig genommene Puncte, 
so ist von A die Gegenebene 4a‘ (IV.), und iue AA! eine Doppelliuie 
(XVE), d. h. 

44 * 
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XIX. Jede, eine einfache Linie und ihre Gegenlinie zugleich. schnei- 
dende Gerade ist eine Doppellinie. 
Ist ferner 7 eine Doppellinie und ¢@ eine einfache Linie, welche von 
] geschnitten wird, so ist von der Ebene /a, als einer durch / gehenden, 
der Gegenpunct in 7 enthalten (XV.). Zugleich aber muls der Gegen- 
punct der Ebene /a, als einer durch « gelegten, in der Gegenlinie von @ 
liegen (IV.); folglich mufs 7 diese Gegenlinie schneiden; d. h. 
XX. Eine Doppellinie, welche eine einfache Linie schneidet, trifft auch 
die Gegenlinie der einfachen. | 
Aus diesem Satze, in Verbiudung mit dem vorhergehenden, lälst 
sich ein merkwürdiger dritter ableiten. Sind nemlich a, 5 zwei einfache 
Linien, c', 4’ ihre Gegenlinien, und 7 eine Gerade, welche a, 4, a’ zu- 
gleich schneidet, so ist / wegen der Begegnung mit a und «' eine Dop- 
pellinie, und als solche mufs sie, weil sie & trifft, auch 5" schneiden; also: 
XXI. Hat man zwei Linien und ihre Gegenlinien, so wird jede Gerade, 
welche dreien dieser vier Linien begegnet, auch die vierte treffen. 
Vier solche Linien können daher immer als eben so viel verschie- 
dene Lagen einer ein hyperbolisches Hyperboloid erzeugenden Gera- 
den angesehen werden. 


Zusammenhang zwischen den bis jetzt erläuterten recipro- 
ken Verhältuissen und zwischen Sätzen der Statik. 
19. Seien, wie in Nr. 7., «, ß, y (Fig. 3.) drei sich in M schnei- 
dende Ebenen, 4, B zwei beliebige Puncte in «, ß, und C ein beliebiger 
Punct in dem Durchschnitte der Ebenen y und MAB. Nach den Rich- 
tungen «2 und ZB lasse man zwei Kräfte wirken, die man mit [«@] und 
[4B] bezeichne. Die Kraft [20] zerlege man nach den Richtungen MA 
und «y in zwei andere, [7747] und [ey], welches immer möglich ist, da - 
letztere Richtungen und «( in einer Ebene liegen und sich in einem Puncte 
M schneiden. Übrigens mag unter der Kraft [4] auch eine negative 
oder eine nach 4M gerichtete verstanden werden können, und Gleiches 
gelte auch von den übrigen auf dieselbe Weise bezeichneten Krüften. 
Hiermit sind nun die anfänglichen zwei Kräfte [20] und [4B] in 
drei verwandelt: [oy], [/4.4], [4B]. Von diesen haben die beiden letz- 
ten eine durch 4 gehende und in der Ebene MAB enthaltene Resultante. 
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Welche aber von allen durch 4 gehenden und in MAB liegenden Linien 
die Richtung dieser Resultante ist, hiingt von. dem Verhältnifs zwischen den 
Intensititen der anfänglichen zwei Kräfte [2/9] und [4B] ab. Wir wol- 
len daher dieses Verhältnifs so bestimmt annehmen, dafs AC selbst die 
Richtung der Resultante ist; und somit haben wir die anfänglichen Kräfte 
[49] und [45] auf [2] und [AC] reducirt, welches uns folgende zwei 
Sütze giebt: 

a) Hat man zwei Kräfte, deren Richtungen « ?, AB nicht in einer Ebene 
liegen, und eine Richtung «y, welche mit der einen «ß der beiden 
erstern in einer Ebene « liegt, und daher mit «(2 einen Punct M ge- 
mein hat, so ist es immer müglich, die zwei Kräfte in zwei mit ihnen 
gleichwirkende zu verwandeln, von denen die eine die Richtung ay 
hat. Die Richtung der andern geht alsdann durch den Punct 4, in 
welchem die Ebene « von der Richtung 4B getroffen wird, und ist 
in der durch 77 und AB zu legenden Ebene enthalten. 


b) Sind von den Ebenen c, fj, y die Gegenpuncte 4, D, C, und daher 
AB von af, und AC von ay die Gegenlinie, so ist es immer mög- 
lich, nach den Richtungen «(2 und 4B zwei in solchem Verhältnifs 
zu einander stehende Kräfte wirken zu lassen, dafs sie in zwei an- 
dere nach den Richtungen «'j und 4C verwandelt werden können. 


‚Haben nun die Kräfte [20] und [4B] ein solches Verhältniß zu einander, 
so lälst sich ferner zeigen, dafs überhaupt, 


c) wenn von irgend zwei mit ihnen gleichwirkenden Kräften R und A" 
die eine in einer gegebenen Ebene © liegt, die andere den Gegenpunct 
der Ebene trifft, à 


Denn seien C’ und B’ zwei beliebige Puncte in «ß und «y. Nach 
a) lassen sich nun [20] und [4B] in zwei andere Kräfte Q und Q' ver- 
wandeln, von denen, wenn, wie wir annehmen wollen, die eine Q die 
Richtung C’B’ hat und daher «@ in €‘ schneidet, die andere Q' in der 
Ebene C'A4B, also in der Gegenebene von C' liegt. Weil aber [a 2] und 
[A4B] gleichwirkend mit [oy] und [4C] sind, und «y von C'B' in &' ge- 
schnitten wird, so ist Q’ aus gleichem Grunde in der Ebene B'A4C oder 
der Gegenebene von B’ enthalten. Die Kraft Q^ hat daher zu ihrer Rich- 
tung den Durchschnitt der Ebenen C’4B und B’AC, d. i, die Gegenlinie 
der Linie C'B' oder der Richtung von Q. 
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Sei nuu von den zwei Krüften R und R', welche mit [@ß] und 
[AB], folglich auch mit Q und Q' gleichwirkend sein sollen, die eine À 
in einer beliebig gegebenen Ebene ó enthalten. Schneide diese Ebene 
die Linien «@ und ey in €' und E', und werde daher À von der Rich- 
tung C'B' der Q getroffen. Nach e) geht alsdann die Richtung von Z, 
durch den Punct, in welchem die Ebene 0, welche R und Q gemein- 
schaftlich enthält, von Q^ geschnitten wird. Weil aber Q’ die Gegenlinie 
von Q ist, so ist dieser Punct der Gegenpunct der Ebene 0, wie zu er- 
weisen war. Wir ziehen hieraus noch die Folgerung: 

d) Von zwei Kräften À und R‘, welche mit [a2] und [4B], oder mit P 
und P', wie [46] und [45] von jetzt an heifsen mögen, gleichwir- 
kend sein sollen, kann die Richtung der einen im Allgemeinen nach 
Willkühr genommen werden. 

e) Von den Richtungen zweier mit P und P' gleichwirkenden Kräfte . 
R und AR‘ ist die eine die Gegenlinie der andern. : 

Denn man lege durch Z zwei Ebenen 0 und e, deren Gegenpuncte 
D und E seien, so mufs nach c) die Kraft Z/ sowohl durch D als durch 
E gehen; DE ist aber die Gegeulinie von À. Eben so erhellet, 

f) dafs umgekehrt, wenn «’ die Gegenlinie von c ist, sich immer zwei 
nach e und a’ gerichtete Kräfte angeben lassen, welche mit P und P' 
gleiche Wirkung haben. 

£) So wie endlich, wenn À in einer gegebenen Ebene liegt, Zt‘ den 
Gegenpunct dieser Ebene trifft, so ist auch ungekehrt, wenn À durch 
einen gegebenen Punct D geht, A’ in der Gegenebene des Punctes 
entbalten. 

Denn da AR’ die Gegenlinie von À ist, so ist die durch D und A‘ 
gelegte Ebene die Gegenebene von D. 

20. Aus diesen Sätzen erhellet nun zur Genüge der innige Zu- 
sammenhang, welcher zwischen den im Vorigen bebandelten dualen geo- 
metrischen Verhältnissen und einigen ganz elementaren statischen Sätzen 
Statt findet. Auch begreift man leicht, wie umgekehrt aus den Elemen- 
ten der Statik jene rein geometrische Theorie abgeleitet werden kann. 

In Bezug nemlich auf zwei Kräfte P, P', deren Richtungen nicht 
in einer Ebene liegen, entspricht Jeder Geraden eine andere Gerade der- 
gestalt, dafs sich immer zwei nach ihnen gerichtete Kriifte angeben las- 
sen, welche mit P und P'gleichwirkend sind. Es entspricht ferner jedem 
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Puncte eine gewisse ihn enthaltende Ebene, und jeder Ebene ein in ihr 
liegender Punct, so dafs, wenn von zwei mit P und P" gleichwirkenden 
Krüften die eine den Punct trifft, die andere in der Ebene enthalten ist, 
und umgekehrt. | 

Mit diesen rein statisch erweisbaren Sätzen sind die Begriffe von 
Gegenliaie, Gegenebene und Gegenpunct festgestellt, und hieraus lassen sich, | 
wiewir bereits in Nr. 13., 15., 16. und 18. gesehen haben, die übrigen 
Eigenschaften dieser. dualen Verhältnisse ohne Zuhülfenahme eines neuen 
Princips herleiten. — Im Folgenden sollen noch einige besonders merk- 
würdige Beziehungen zwischen beiderlei Verhältnissen, den geometrischen 
und den statischen, näher erörtert werden. 

21. Dafs von den Richtungen der zwei Kräfte À, A", welche mit 
P, P' gleichwirkend sein sollen, die eine nach Willkühr genommen werden 
kann, gilt nur im Allgemeinen. Ausgenommen sind davon zuerst alle mit 
der Hauptrichtung parallelen Richtungen, indem, wenn À damit parallel 
wäre, die Kraft 2?’ unendlich entfernt (XIV.), und daher nicht construir- 
bar sein würde. 

Um die statische Bedeutung der Hauptrichtung auszumitteln, erwäge 
man, dafs nach XIII. die. beiden Ebenen, von denen die eine mit P und 
P'/, die andere mit R und A’ parallel ist, — folglich auch der gemein- 
schaftliche Durchschnitt der beiden Ebenen, — mit der Hauptrichtung paral- 
lel sind. Werden daher die vier Kräfte P, P', R, R‘ parallel mit ihren 
Richtungen an einen und denselben Punct getragen, so wird der Durch- 
schnitt der Ebenen PP’ und RR’ gleichfalls mit der Hauptrichtung paral- 
lel sein. Alsdann aber ist, einem bekannten Satze der Statik zu Folge, die 
Resultante von P und P' einerlei mit der Resultante von R und A‘, und 
hat mithin den Durchschnitt der Ebenen PP' und 77" zu ihrer Richtung. 
Die Hauptrichtung ist daher in statischer Hinsicht diejenige, mit welcher 
parallel die Resultante der Krüfte P und P’ oder zweier ihnen gleichwir- 
kender läuft, nachdem diese Kräfte parallel mit ihren Richtungen an einen 
und denselben Punct getragen worden. 

Hieraus fliefst noch auf eine andere Weise die Unmöglichkeit, À 
mit der Hauptrichtung parallel zu nehmen. Denn hätte À diese Richtung, 
so würden À und ZX’, an einen und denselben Panct getragen, in dieselbe 
mit der Hauptrichtung parallele Gerade fallen, und müfsten daher in ihrer 
ursprünglichen Lage entweder auf eine einzige Kraft reducirbar, oder ein- 
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ander gleich, parallel und entgegengesetzt, d. i, ein Kriiftepaar im engern 
Sinne, sein. Keines von Beidem aber ist möglich, weil P und P' nicht 
in einer Ebene liegen sollen, i 

22. Von den Richtungen, welche zwei mit P, P' gleichwirkende 
Kräfte erhalten können, sind zweitens noch die Doppellinien ausgenom- 
men, oder diejenigen Linien, welche P und P' oder irgend zwei andere 
Kräfte À und À’, worauf P und P' reducir worden, zugleich schneiden 
(XIX.). Denn sind S und $/ zwei mit P und P', also auch mit 2 und 
h', gleichwirkende Kräfte, so sind À, R’ und —S auf eine einzige Kraft 
= 15’ reducirbar. Dieses ist aber offenbar nicht möglich, sobald À und À, 
welche nicht in einer Ebene liegen, von S zugleich geschnitten werden, 

Die Doppellinien haben aber eine andere merkwürdige statische Ei- 
genschaft, welche darin besteht, dafs im Bezug auf jede dieser Linien, als 
Axe, die Summe der Momente von P und P' =0 ist, Denn ist s eine 
Doppellinie, 7 eine sie schneidende einfache Linie, und r’ die Gegenlinie 
der letztern, so wird nach XX. auch r‘ von s getroffen; nach 19. f. aber 
lassen sich P und P’ in zwei nach r und r‘ gerichtete Kräfte R und A’ 
verwandeln. Da also die Richtungen der À und A' von s zugleich ge- 
troffen werden, so ist für s als Axe das Moment von À sowohl, als von 
R‘= 0, also auch die Summe dieser Momente = 0, folglich auch die Summe 
der Momente der damit gleichwirkenden Kräfte P und P'— 0. 

Unter allen in einer Ebene liegenden Axen ist daher für diejeni- 
gen, welche den Gegenpunct der Ebene treffen, und unter allen durch 
einen Punct gehenden Axen für diejenigen, welche zugleich in der Ge- 
genebene des Punctes liegen, die Summe der Momente = O0 (XVIII). 
Für jede andere durch den Punct gelegte Axe ist, wie ich hier nur hi- 
storisch erwiihne, die Momentensumme dem Sinus des Winkels propor- 
tional, welchen die Axe mit der Gegenebene des Punetes macht; am grófs- 
ten also für diejenige Axe, welche auf der Gegenebene normal steht. Die 
kleinste unter allen grüfsten Momentensummen kommt aber derjenigen 
Axe zu, welche mit der Hauptlinie des Systems (14.) zusammenfillt, Man 
vergleiche deshalb das am Ende von Poinsot's Statik befindliche Me- 
moire sur la composition des momens et des aires. 

23. Werden zwei nicht in einer Ebene enthaltene Kräfte P, P’ paral- 
lel mit ihren Richtungen an einen Punct verlegt und dann zu einer Kraft 
7 vereinigt, so entsteht durch diese Verlegung eine Krüftepaar U, — Z, 
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welches in Verbindung mit 7' dieselbe Wirkung, als P und P', hervor- 
bringt. Legt man nun in der Ebene von Z,— U durch den Punct D, 
in welchem die Ebene von 7' geschnitten wird, eine beliebige Gerade, so 
wird diese die Kräfte 7, U, — / immer zugleich treffen. In Bezug auf 
eine solche Gerade ist daher die Summe der Momente von 7, U, —JU, 
—0, mithin auch die Momentensumme von P und P'— 0, folglich die 
Gerade eine Doppellinie (22.) und der Punct D der Gegenpunct der Ebene 
von U, — J. Wie also. auch die Kräfte P, P’ in eine einfache Kraft 
und ein Paar verwandelt werden migen, so trifft erstere die Ebene des 
Paares stets in ihrem Gegenpuncte. Auch ist die Richtung der erstern 
Kraft immer der Hauptrichtung parallel, da, wenn 7, U, —/ an einen 
Punct getragen werden, U und —Z sich gegenseitig aufheben und nur 
T' als Resultante übrig bleibt. Vergl. Nr. 21. 

Ein Kräftepaar kann man, ohne seine Wirkung zu ändern, nicht 
nur in seiner Ebene beliebig verlegen, sondern auch in jede andere damit 
parallele Ebene bringen. Verlegt man daher das Paar Z/, —U aus seiner 
anfänglichen Ebene in eine damit parallele, so mufs auch letztere Ebene 
von 7' in ihrem Gegenpuncte geschnitten werden, in Übereinstimmung 
mit dem Satze (VIL), dafs die Gegenpuncte paralleler Ebenen in einer 
mit der Hauptrichtung parallelen Geraden liegen. 

24, Ich müfste den Leser zu ermüden fürchten, wollte ich noch 
von allen übrigen im ersten Theile dieser Abhandlung enthaltenen Sützen 
die entsprechenden statischen Theoreme in Betracht ziehen. Ich begnüge 
mich daher, auf den XXI. Satz noch aufmerksam zu machen, welcher, 
statisch ausgedrückt also lautet: Sind zwei Kräfte gleichwirkend mit zwei 
andern, oder — was hier auf dasselbe hinauskómmt, — 

Sind vier Kräfte mit einander im Gleichgewicht, so trifft jede Ge- 
rade, welche den Richtungen dreier derselben ‚begegnet, auch die Rich- 
tung der vierten. 

Dies folgt auch höchst einfach aus der Theorie der Momente. Denn 
in Bezug auf eine Axe, welche die Richtungen von drei Kräften trifft, 
ist das Moment jeder dieser Kräfte — 0. Da nun die 4 Kräfte im Gleich- 
gewicht sein sollen, und mithin die Summe ihrer Momente für jede Axe 
null sein mufs, so mufs in Bezug auf jene Axe auch das Moment der 
vierten null sein. Dieses ist aber nicht anders möglich, als wenn jene 
Axe die Richtung der vierten ebenfalls schneidet. 
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28. 
Rapport sur deux mémoires de Mr. J. Liouville, 
ayant pour titre: 
Mémoires sur la détermination des intégrales dont la valeur est algébrique. 
Commissaires M. M. Lacroix, Navier et Poisson, rapporteur, 


* 
(Suivi d'une note de M. Liouville sur l'objet des deux mémoires. ) 








lues formules différentielles dont on connait , sous forme finie, les inté- 
grales indéfinies, se réduisent aux fractions rationnelles, à un petit nombre 
de formules que l'on rend rationnelles par des transformations très simples 
et à quelques autres que l'on ramène à des différentielles intégrables à 
la manière des monomes, par le procédé connu de l'intégration par par- 
tie. Ces intégrales ont été données par Leibnitz et les Bernoulli, dés 
l'origine du calcul intégral. Leurs successeurs se sont ensuite beaucoup 
occupés des formules qui se présentent aprés celles là, dans l'ordre appa- 
rent de simplicité et particulièrement des formules qui comprennent Pare 
d'ellipse, auxquelles Legendre a donné le nom de fonctions elliptiques, et 
d'une autre sorte d'expressions connues sous la dénomination de différen- 
tielles binomes, que l'on ne sait intégrer que dans des cas trós particu- 
liers. Des efforts nombreux et variés n'ayant conduit à découvrir aucune 
nouvelle” intégrale indéfinie, il y a lieu de croire que les intégrales dont 
on s’est tant occupé, n'existent pas sous forme finie, Toutes fois, nous 
ne connoissons encore aucune formule différentielle pour laquelle on ait 
démontré l'impossibilité de son intégrale exacte; et, cependant, ce genre 
de propositions négatives serait le complément des méthodes du calcul 
intégral, car, ce qu'on peut demander, c'est d'obtenir les intégrales, 
quand elles existent, ou de s'assurer rigoureusement qu'elles n'existent 
pas. La même remarque s'applique aux équations différentielles: le nom- 
bre de celle que lon sait intégrer sous forme finie, sans le secours des 
intégrales défiuies, est extrómement limité; et, néanmoins, il n'y a aucune 
équation différentielle dont on soit certain que son intégrale est impossible, 
Mais, ce qui peut paraître singulier, on est plus avancé à cet égard, par 
rapport aux équations aux différences partielles, quoiqu'elles soient d'une 
nature plus élevée que les simples équations différentielles. Laplace a 
donné pour intégrer les équations aux différences partielles, linéaires et 
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du 2° ordre, une méthode dont le caractére particulier est de faire con- 
naitre lintégrale générale, toutes les fois qu'elle existe sous forme finie, 
ou de prouver qu’elle n’existe pas, ce qui a lieu plus souvent. 

Dans les deux mémoires que M. Liouville a envoyés à lacadé- 
mie, il s'est proposé de déterminer les cas où les différentielles algébriques 
admettent ou n'admettent pas des intégrales algcbriques et de trouver ces 
intégrales, quand elles existent, par un procédé direct et uniforme. Mais, 
lorsqu'une formule donnée n'admettra pas une intégrale algébrique, il n'en 
faudra pas conclure que son intégrale soit impossible sous forme finie, 
car, indépendamment des expressions algébriques, entières ou fraction- 
naires, rationnelles ou irrationnelles, cette forme comprend encore les ex- 
ponentielles et les logarithmes, et conséquemment, les fonctions trigono- 
métriques et les arcs de cercle que l'on sait transformer en exponene 
tielles et. en logarithmes imaginaires, C'est de cette manière, par exem- 
ple, que les fractions rationnelles sont toujours intévrables sous forme 
finie, tandis que leurs intégrales né sont algébriques que quand leurs dé- 
nominateurs ne renferment que des facteurs multiples, En se bornant 
à considérer les intégrales algébriques des formules différentielles dont il 
s’est occupé, M. Liowville n'a done pas résolu complètement le problème 
de la possibilité ou de l'impossibilité absolue de leur intégration sous forme 
finie; mais ses recherches, dans une matière difficile et importante, nous pa- 
raissent dignes de l'attention des géomètres et nous allons en rendre compte, 
autant qu'il sera possible de le faire sans le secours des notations algébriques. 

L'auteur suppose, d'abord, ce qui est toujours possible, qu'on a 
transformé la différentielle algébrique en une autre, où tous les exposans 
de la variable sont entiers et positifs; il appelle ensuite irrationnelle de 
premiére espèce, toute fonction algébrique dans laquelle les radicaux por- 
tent sur des fonctions rationnelles; il nomme de même zrrationnelle de 
seconde espèce, toute fonction algébrique dans laquelle les radicaux por- 
tent sur des quantités rationnelles ou sur des irrationnelles de premiere 
espèce et ainsi de suite. L'auteur fait voir aisément que la forme la plus 
générale d'une irrationnelle de première espèce, est la somme d'un nombre 
quelconque de termes, dont chacun est une fonction entière divisée par le 
produit d'une semblable fonetion et d'un radical portant sur une troisióme 
fonction entióre, et il détermine, de méme, la forme la plus générale de 
chaque espèce dirrationnelles. Cela étant, il considère séparément cha- 

45 * | 


344 28. J. Liouville, intégrales doni ta valeur est algébrique. 


que terme d'une différentielle exprimée par une irrationnelle de premiére 
espéce; puis il démontre que son intégrale algébrique, si elle existe, ne 
peut renfermer d'autres radicaux, que celui qui est contenu dans le terme 
dont il s'agit. En effet, en égalant la différentielle de cette intégrale, à 
la différentielle donnée, on aura une équation, au moyen de laquelle on 
pourra éliminer de lintégrale un des radicaux différens de celui qui se 
trouve dans la différentielle; en différentiant de nouveau l'intégrale, aprés 
cette première élimination, ct égalant le résultat à la différentielle donnée, 
on obtient une nouvelle équation au moyen de laquelle on peut éliminer 
de l'intégrale un second radical; et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on en ait 
fait disparaitre tous les radicaux différens de celui que renferme le terme 
différentiel que l'on considère. Cela fait, on trouve aisément, quabstrac- 
tion faite de la constante arbitraire, lintégrale de chaque terme d'une 
irrationnelle de premicre espóce, ne peut étre qu'un polynome divisé par 
le produit d'un autre polynome et du radical contenu dans le terme donné; 
en sorte que la question est réduite à déterminer ces deux polynomes ou 
à prouver qu'ils n'existent pas. L'auteur, après avoir donné la démon- 
stration que nous venons d'indiquer, fait voir qu'elle s'étend aux irration- 
nelles des ordres supérieurs au premier, et qu'on peut toujours déterminer 
la forme la plus générale de leurs intégrales, si elles existent olgébique- 
ment. On peut ajouter qu'une série d'éliminations, pareille à la précé- 
dente, servirait aussi à faire disparaître les exponentielles et les fonctions 
trigonométriques, sil en existait dans l'intégrale d'une différentielle algé- 
brique; d'où il résulte, que ees transcendantes ne sauraient entrer dans 
l'intégrale d'une semblable différentielle; mais le même raisonnement ne 
s'applique point aux logarithmes, et aux ares de cercle isolés, qui disparais- 
sent d'eux mêmes par la difiérentiation; et, en effet, les intégrales connues 
de la plupert des différentielles algébriques, renferment des logarithmes 
ou des arcs de cercle isolés, c'est-à-dire, multipliés ou divisés par des 
quantités constantes.  , 

M. Liouville ayant donc réduit l'intégration sous forme algébrique, 
de chaque terme d'une irrationnelle de première espèce, à la détermina- 
tion de deux polynomes de degrós inconnus, il s'esí ensuite occupé de 
cette détermination. 

Dans un premier cas, il démontre que « ces polynomes n'existent 
pas; ensorte que Vintégrale de la différentielle donnée, qui comprend. par 


28. J. Liouville, intégrales dont la valeur est algébrique. 345 


exemple, les fonctions elliptiques de la troisième espèce, est impossible 
sous forme algébrique. Dans un second cas, les deux polynonres se ré- 
. duisent à un seul; et l'auteur montre que ce polynome unique doit satis- 
faire à une équation différentielle donnée, linéaire et du premier ordre, 
dou i! résulte qu'il est toujours facile de le déterminer ou de s'essurer 
quil n'existe pas, non plus que l'intégrale algébrique de la formule pro- 
posée. Ce second cas comprend les fonctions elliptiques de la première et 
de la seconde espèce; et il eut été à désirer que M. Liouville les eut choi- 
. sies pour exemples de l'application de sa méthode, ce qui l'aurait, sans doute, 
conduit à prouver l'impossibilité de ces fonctions sous formes algébriques. 

L/auteur s'appercevra aussi aisément que les démonstrations relati- 
ves à ces deux premiers cas, pourraient être un peu simplifiées, sans s'écar- 
ter des principes quil a suivis. Avant de passer au cas général, l'au- 
teur considére encore un cas particulier dans lequel sont comprises les 
différentielles binomes, Venant enfin au cas général, dont l’auteur a bien 
fait de ne s'occuper qu'après avoir considéré spécialement les cas qui mó- 
ritaient une attention particulière, il montre que l'intégrale algébrique dé- 
pend, comme dans le second cas, de la détermination d'un polynome 
d'après une équation différentielle, linéaire et du premier ordre: problème 
quil est toujours facile de résoudre, ou dont on peut aisément reconnaître 
l'impossibilité, 

Telle est l'analyse du premier mémoire de M. Liouville, envoyé à 
Vacadémie le 7. X” dernier et dans lequel il annoncait déjà l'extension 
qu'il donnerait à ses recherches dans un mémoire subséquent. L'acadé- 
mie a recu, en effet, un second mémoire de l'auteur sur le méme sujet, 
dans une de ses dernières séances et nous a également chargés de lui en 
rendre compte. 

Ce second mémoire est divisé en deux parties: dans la première, 
l'auteur se propose de résoudre ce probléme: Etant donnée une équation 
différentielle, linéaire et d'un ordre quelconque, dont les coéfficients sont 
des fonctions entiéres, déterminer les intégrales particuliéres de cette 
équation, qui peuvent étre exprimées par des fonctions rationnelles, en- 
tières ou fractionnaires, ou s'assurer que l'équation donnée n’admet pas 
dintégrale de cette forme. Cette question ne présenterait aucune diffi- 
culté, si l'intégrale demandée devait être une fonction entière; mais elle 
devient beaucoup moins facile, quand il s'agit d'une fonction fractionnaire, 
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dont les deux termes peuvent ótre des polynomes de degrés inconnus. 
M. Liousille en donne la solution dans le cas d'une équation différentielle 
du premier ordre; il la résout encore dans le cas du second ordre; ce 
qui exige alors une discussion minutieuse des diverses circonstances qui 
peuvent se prósenter. Cette discussion s'ótendrait et se compliquerait en- 
core davantage dans le cas du 3" et deviendrait, peut-être, impraticable 
pour les équations différentielles des ordres supérieurs. Aussi, l’auteur 
s'est-il borné à considérer les équations différentielles du premier et du 
second ordre et s'est-il contenté d'ajouter que la méthode qu'il a suivi 
conviendrait également aux autres équations; ce que nous croyons, en 
effet, quant aux principes de cette méthode et sauf la complication crois- 
sante des calculs qui peut tenir, au reste, à la nature méme de la question. 
Dans la seconde partie de son nouveau mémoire, M. Liouville con- 
sidère une différentielle rationnelle par rapport à la variable indépendante, 
et à une fonction implicite de cette variable, donnée par une équation 
algèbrique d'un dégró quelconque dont les coefficients sont des fonctions 
rationnelles de cette même variable. TI démontre, par les considérations 
déjà exposées au commencement de ce rapport, que son intégrale algébri- 
que, si elle existe, ne peut contenir d'autres irrationnelles que les puis- 
sances de la fonction implicite d'un dégré inférieur à celui de l'équation 
donnée. Il reste donc seulement à déterminer les coefficiens de ces di- 
verses puissances qui peuvent être des fonctions fractionnaires de la veria- 
ble indépendante. L/auteur fait voir que ces inconnues doivent satisfaire 
à un nombre égal d'équations différentielles, linéaires et du premier ordre, 
que l'on peut réduire par l'élimination de toutes les inconnues, moins une, 
à une équation linéaire de l'ordre marqué par leur nombre et dont tous les 
coefficients sont des fonctions rationnelles et entières. Ce résultat s'étend éga- 
lement aux intégrales algóbriques des formules différentielles exprimées par 
des irrationnelles de première espèce ou d'une espèce quelconque relative- 
ment à la variable indépendante, et à une ou plusieurs fonctions impli- 
cites, et, de cette manière, l'intégration sous forme algébrique des diíIó- 
rentielles algóbriques considérées sous le point de vue le plus général, se 
trouve ramende à la solution du problème dont l'auteur s'est occupé dans 
la premiére partie de son second mémoire, Si donc on regarde ce pro- 
blóme comme résolu, les méthodes de M; Liouville appliquées à une dif- 
férentielle algébrique proposée. conduiront toujours à son intégrale algé- 
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brique ou à la conséquence certaine que la différentielle proposée n'est 
pas susceptible d'une pareille intégrale. 
Nous pensons que les deux mémoires de ce jeune géométre, déjà 
connu par d'autres travaux, méritent l'approbation de l'académie; et nous 
proposons d'arróter qu'ils seront imprimés dans le recueil des savans 
étrangers. 
Signé à la minute: Navier, Lacroix et Poisson, rapporteur. 
L'académie adopte les conclusions de ce rapport. 
| | - Certifié conforme: 


Le sécrétaire perpétuel 
pour les sciences mathématiques 


PF. Arago. 





Note sur la détermination des intégrales dont la valeur 
est algébrique. 
(Par Mr. Joseph Liouville à Paris.) 





x 


1. 

Lies mémoires que J'ai présentés à l’Académie des Sciences de Paris le 
7. Décembre 1832 et le 4. Février 1833 ont pour objet de résoudre le 
probléme suivant: Etant donnée une fonction guelcongue algébrique de 
x, explicite ou implicite, savoir y, trouver une méthode exacte gui per- 
mette de décider si elle a ou na pas pour intégrale une fonction ex-. 
plicite ou implicite algébrique, et gui conduise en outre à la valeur de 
Jy dz, toutes les fois que cette quantité est exprimable algebriguement. 
Le rapport de M. Poisson fournit une idée générale de la méthode que j'ai 
suivie dans mes deux mémoires. . Mais j'ai pensé qu'il pouvait être bon 
d'y joindre cette courte note dans laquelle je traiterai quelques unes des 
questions dont je me suis occupé. "Toutefois il ne faut pas voir dans le 
présent écrit un simple extrait des mémoires dont jai fait mention tout 
à l'heure. Désirant au contraire éviter un double emploi, je me suis 
attaché à présenter ici ma théorie d'une manière nouvelle, sinon dans 
son ensemble, au moins dans ses détails, et Jy ai méme fait plusieurs 
additions qui me semblent utiles, J’entre en matière. 
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durs i Ir. 

Soit y une fonction algébrique, explicite ou implicite, de la va- 
riable indépendante x. On peut toujours regarder y comme la racine 
d'une équation algébrique de la forme: 

1. »y"—Ly'-——....—My—Nzz0, 
L, .... M, N désignant des fonctions rationnelles de x; et il est égale- 
ment permis de supposer l'équation (1.) irréductible, c'est-à-dire telle 
que y ne puisse être racine d'aucune autre équation rationnelle de degré 
moindre. Cela posé, on veut obtenir l'intégrale /y dx toutes les fois que 
cette intégrale est exprimable algébriquement. Or Abel a démontré dans 
le journal de M. Crelle (tome IV., page 264) un théoréme général sur /a 
forme dont l'intégrale d'une fonction algébrique quelconque donnée est 
susceptible, en supposant cette intégrale exprimable par des fonctions 
algebrigues, logarithmiques et elliptiques. Si Yon restreint ce théorème 
au cas particulier dont il s'agit ici, on verra qu'il peut s'énoncer de la 
maniére suivante: à 

Théorème. Si l'intégrale [ydx est exprimable algébriguement, 
sa valeur est égale à une certaine fonction rationnelle de x et de y, en 
sorte que l'on pourra poser: 

; — Fix, y) 
Jis oq, y) 
F(z,y) Q(x,y) étant des polynomes entiers par rapport à x et y. 

Mais les deux quantités y et x étant lices entr'elles par ds ins 
(1.), il résulte des principes de T'Algóbre: 

1°. Qu'il existe un facteur rationnel Ÿ(x, y), entier par rapport 
à y et tel que le produit 





P(e, y) iG, Y)» 
se réduise à une simple fonction rationnelle de x, d'où il suit que la 
valeur de /y dx, savoir | 
fy4« — Flay) _ — Py) V (c, y) 
q(xy) — pr) Wey)? 
peut toujours être mise sous une forme entière par rapport à y, et quil 
est permis de poser en conséquence 
[ydo e acBy yy ++... 
a, D, y, 0, +... étant des fonctions rationnelles de x. 
2°. Que la valeur de /y dx ayant été écrite ainsi sous forme en- 
tióre, on peut en éliminer, au moyen de l'équation (1.), toutes les puissances 
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de y dont l'indice est supérieur à a—1, de manière qu'il reste simple- 
ment une égalité de la forme: 
2. fydm=atBybyy toy... payer. 
Ainsi l'on a ce beau théorème: 
Théoréme. Si "intégrale fydx est exprimable aigébriquerient 
sa valeur sera de la forme 
2. fydx =atBy+tyy toy +... bayer, 
&, Ps Y 0, .... A étant des fonctions rationnelles de x, et p. désignant 
le degré de l'éguation irréductible (1.) dont y est la racine. 
III. 
Puisque l'équation (1.) est irréductible, si l'on désigne par F, G, .... H 
des fonctions rationnelles de x, on ne pourra avoir 
F4+Gy+..... Hy! = 0, 
à moins qu'on n'ait identiquement 7j =0, G=0,.... H — 0: sans cela 
en effet, y serait racine d'une équation de degré fries ce qui est contre 
Phypothése. En partant de ce principe, on détermine aisément les coef- 
ficients rationnels «, Q, y, 0, .... ^, ou du moins on réussit à prouver 
qu'ils n'existent pas. 
Différenciant en effet l'équation (2.), nous obtiendrons: 
da dp d do | di A 
quo rom Ma ctae OR quc de à 
—(B+2yyF30y +. + (o Day | 


L’équation (1.) différenciée fournit d'autre part: 


d dN 

ue 
Me OR Aas ont i Sg. joy pim 
dx Se I 


La valeur de 2 étant une fonction rationnelle de x et y peut être mise 
(comme on l'a vu pour celle de /y dx) sous une forme entière par rap- 
port à y; effectuez ensuite le produit 

| (B-E2yy $30 +... (6 —1)Ay*7) &, 

et chassez en, au moyen de l'équation (1.), toutes les puissances de y 
dont l'indice est égal ou supérieur à a: par là vous donnerez à ce pro- 


duit la forme: ; 
A+By+Cy+Dy' +....- Fy", 
A, B, C, D, .... E étant des fonctions rationnelles de x, 2, y, à, .... A, 
Crelle’s Journal d. M. Bd X. Hft. 4. 46 
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Jinéaires par rapport aux inconnues By Oy s ^5 et dans lesquelles « 


n'entre pas. & 
Dos cela DERI] om u étre écrite ainsi : 





d Indes pr 
<< Sly + ede poe A = 0; 
AP S +0| +2 +E 


et l'on en conclut: . i b pw MN : 
| D) d 

2*4 0, SÉ. -B—1220, 72-0 0, 12 4D=0, 1.+ t pERRO 

Ces équations sont en nombre # égal à celui des inconnues ; et celles- 
ci doivent avoir des valeurs rationnelles, toutes les fois que [ydx est une 
quantité algébrique. Tout revient donc à résoudre cette question: Etant 
donné un systéme de p équations linéaires du premier ordre, à coëfft- 
cients rationnels, contenant [ inconnues, trouver les intégrales particu- 
lières exprimées par des fonctions rationnelles de x, qui satisfont à ces 
éguations, ou prouver qu il mexiste pas de telles oin Cette ques- 
tion une fois résolue, il est clair que le probléme énoncé en téte de la 
présente note, n'offrira plus aucune difficulté. En effet, ou l'on obtiendra 
pour æ, (2, y, 0, .... ^ des valeurs rationnelles convenables, et on aura 

[y dy —a-F By A yy* boy RAY 

ou l'on démontrera que ces valeurs rationnelles n'existent pas, d’où l'on 
conclura que l'intégrale /y dx n’est pas exprimable sous forme algé- 
brique. Cette question importante de l'intégration des équations linéaires 
en quantités rationnelles, est résolue dans mon second mémoire, mais il 
me serait impossible de développer, ici la méthode dont jai fait usage. 
Seulement j'en donnerai plus bas un exemple trés simple. 


IV. 

Il est nécessaire de démontrer que nos équations ne rentrent pas 
les unes dans les autres, c'est-à-dire que si par, exemple l'on élimine ß, 
y, 9, 2... ‘, l'équation finale en &, obtenue par cette élimination, ne sera 
jamais identique... En effet si une pareille circonstance pouvait se présen- 
ter, le: nombre: des équations deviendrait inférieur à celui des inconnues, 
et notre méthode: se trouverait en défaut. Mais on peut prouver que cela 
n'a jamais lieu.. La démonstration dont il s'agit, n'ayant point été inséré 


dans mon mémoire, je crois devoir la transcrire ici. 
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Je vois une que chacune de. nos équations contient une seule 

d 
da^ dx 
A, DB, C, etc. jui indépendantes de ces différentielles, Tel est le carac- 
tère propre des équations que nous considérons; caractère sur lequel je 
vais m'appuyer, pour prouver qu'en éliminant B, y; dv. À, on ne tom- 
bera pas sur une identité, 

Il suffit, pour établir cette proposition, de considérer le cas parti- 

culier où il y a quatre inconnues e, 2, y; 0; car la marche du calcul est 
la méme, lorsque le nombre des inconnues est plus considérable. 


des différentielles 75 , etc.; car les quantités désignées par les lettres 


d 
Dans le cas partioulier dont nous parlons, les valeurs de =, DE , 


dy dé « 1 ee 
dx» qq Sont comprises. dans la forme,-un peu plus générale que voici: 
£2 —.P + Qa + RB + Sy + T6, 


12 Pt Qu + RE + Sy + T3, 

ct uL p" + Q"a + RMB -- S^ +7", 

dó 

Lm Mes Pie Oe + RMB + Die 7 0, 

P, P', etc. désignant des quantités rationnelles en x: ces coefficients peu- 

vent être: nuls, mais non pas indéterminés ou infinis.. Cela posé, voici 

quelle marche on pourra suivre pour éliminer 2, y, 0. | 
L'élimination sera toute faite si l'on a 2220, 8 —0, 7'— 0, ce 

qui pourra arriver dans certains cas Die Alors & sera donnée 


par l'équation 
zx p 4 0% 


qui ne peut jamais étre wid 
. Si les quantités R, S, 7' ne sont par toutes les AE niilles, si 7 
par exemple est différent is zéro, différencions la première:des équations 
(4.) et remplaçons, dans le second membre de l'équation différentielle 
dB dy Su 
? dx? 

de 0, tespesion valent | TL Rem 

1 de P4-Oa-L REA Sy 

JP Ree AT IR 

D V. 
et faisons Ja méme substitution dans la seconde et la troisième des équa- 
46 * 


ainsi obtenue, 77 = par leurs valeurs: gubetituopa en outre, au lieu 
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tions (4.): il est clair que par ces opérations, nous formerons trois égali- 
tés de la forme: 








d^« da 
da? =P +92 + RP +SYH TI: 
dp / / 4 4 ,d 
5. = =F+la+RKß+Sy+ 7 
d ‘4 a MC aa ud 
TE P LORD + Sry TT 


Les coefficients P,, P/, etc. sont des quantités rationnelles en x qui peu- 
vent être nulles, mais non pas infinies ou indéterminées. 
Si l'on a 4, 0, S,—0, l'élimination dont nous nous occupons 
est terminée, puisque « se trouve fournie par l'équation 
d'c da 
da? = P,+Qıe + 1152» 
qui ne peut jamais étre identique. 

Si les quantités R,, S, ne sont pas toutes deux nulles, si S, par 
exemple n'est pas — 0, différencions la première des équations (9.), puis, 
d fe 
dx 
en outre au lieu de y l'expression idulvalénte 

Las FAR PET 

30-7 Sr ax" $, 
et faisons la méme substitution dans la seconde des équations (5.). Nous 
obtiendrons ainsi deux équations nouvelles: 
d'en d* c 
m = P049 Mi 84-8, HT) 
d IB E t / / ,d&« re d*« 
dx ER P+Qa+RB+S + Ti aus 
dans lesquelles P,, P/, etc. sont des coefficients rationnels qui ne peus 
vent pas être infinis ou indéterminés. 

Si l'on a À, — 0, notre élimination est hows puisque « doit sa- 
tisfaire à l'équation non identique 

ad’ a 
dx? RS TE LL dx dat 
Mais si À, n'est pas — 0, il faut EET la premiére des équations (6.) 
Dota ° 
et remplacer ensuite par sa valeur, et 8 iu l'expression 


P,--0, 44-5, 25 47, 575 
de i 2 dx” 


1 
Es H,'da? R, 


apres la differenciation, remplagons "m < par leurs valeurs; substituons 


6. 












— — 
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Cela conduira à une équation définitive de y forme : 

d'« da d'a 

dat jT Qe Bs 7 RES qus DA st T; da? 
P,, Q,, etc. étant des fonctions rationnelles déterminées de x. Cette équa- 
tion est l'équation finale en «, et il est évident qu'elle ne peut jamais étre 





identique, puisque le coefficient de oe ~ est l'unité. 

Il est aisé de voir que la marche du calcul restera la móme dans 
le cas général où il y a & inconnues. L'équation finale en & ne sera donc 
jamais identique. Cette équation finale est Benstalemenf: de l'ordre p, mais il 
est bon d’observer que dans certains cas elle s’abaisse à un ordre moindre. 

Ve 

C'est par exemple ce qui arrive quand l'équation (1.) se réduit à 

une cui à deux termes de la prd 

y" — NV = 
N étant une fonction rationnelle de x. 5) dio éxaminer en détail ce cas 
particulier. La valeur A y est alors y — Ye N, et la quantité qu'il s’agit 


d'intégrer est y d x = V N.dx. Or si l'on pose 
frise = at By tyy t 0y tee bay, 


? s , ern? = , ^ , A e P dy 
puis si l'on différencie cette égalité, et qu'après avoir remplacé 57 par 


sa valeur dN 
| dy _ T dx 
de — uN^ 


on égale à zéro les coefficients des diverses puissances de y, réunies dans 
le premier membre, on obtiendra 








doe. 
are 
Ex 
d B At 
da RUN. des a 
dN 
dose do 
dx Em : 
an Aire — 0 
dx BEN sf Tend 


— = 
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La premiére de ces équations nous donne 
& == constante. 
Celles qui contiennent y, J, .... À prouvent en outre que l'on peut prendre 
y=0, 020, .... ^— 0. Pour le faire voir, considérons par exemple 
l'équation ou entre y, savoir 
| 2s 
2 2y y" M = 0, 
Comme elle est du premier ordre, on peut l'intégrer, et il vient 
C 
T 
Mais cette valeur devant être rationnelle, il est clair que la con- 
stante arbitraire C doit être nulle, d'où l'on tire y — 0. On prouvera de 
méme que à —0, N D. 
Il résulte As cette discussion que la valeur de f: y dx ou plutôt de 
fv V N.dx ne peut être que de lo forme 


ike VNV.dx= BY JV + constante, 
Q étant une fonction rationnelle de x qu'il faut déterminer. : 
; VI. | 
Pour cela j'observe que JV étant une fonction rationnelle de x, si 
l'on représente par Q son dénominateur et par P son numérateur, P et Q 
étant des fonctions entióres, on aura 





Nic 
4 ERA 
dou 
# Hs A P P 
VM s VS "p Y (Po. 0) 
^ . md 
c'est-à-dire (Pe. Q) 
y P 
V UY, Se = 
j VT 
en posant P^7,0 = 7, De même il viendra 
|i aes P 0 3 
BY AN = B = vn. 
VT VET 


pourvu que l'on représente par une seule lettre ? le produit BP. D'après 
cela, on obtiendra 


u , Pd 
/ VN.dx = [= ie n ed Em constante, 
YT 
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§ étant une fonction rationnelle déterminée par l'égalité 


| dd 0 dT 
7 PR T ne 0e 
. qui se déduit de la précédente par la différenciation. 
Maintenant je dis que 9 est non seulement une fonction rationnelle, 
mais méme une fonction entière de x. En effet si 9 n'est pas un poly- 
nome entier, on pourra toujours exprimer 0 par le quotient de deux fonc- 


. eo‘ * . . . X Á, # 
tions entières X et Y, c'est à dire faire =, la fraction = étant ré- 


duite à sa plus simple expression. Pour prouver que § est un polynome 
entier, il suffit de faire voir que Y ne contient pas la variable x, ou en 
d'autres termes, que nul facteur linéaire x + & ne peut diviser Y. Or, 
soit, sil est possible, x + a un facteur qui entre c fois dans Y; et posons 
en conséquence 
Y= Z(x+a), 

Z étant une fonction entière non divisible par x-]-e: je vais montrer que 
cette hypothèse conduit à une absurdité, 


On en conclut en effet 
dX dz 
x 46 dg mp Up 


P Z(x-ray? dx Zatajeri + Z'(x--a) — 
En portant ces valeurs dans l'équation (7.), on trouve 


2 a TXZ dX dZ XZdT 
8. ZPTatoy = — I + TER) EE 


La forme de cette équation prouve que 7XZ doit être divisible 
par x-]-2; et comme il est évident que ce binome ne peut diviser ni X, 
ni Z, il en résulte qu'il doit diviser 7. Pour fixer les idées, supposons 
quil le divise 77 fois, et faisons 
L = (x+a)".R 

d’ou: 

dT i aR e^: 

PEUT (x + a) sy bt mR) *, 
Substituons au lieu de 7' et en leurs: valeurs: dans l'équation (8.),. divisons 


la ensuite par (x+ a)", et il nous sera aisé de lui donner la forme 
2 o dX dZ\. XZ dR (|, m\ XZR 
P Ware AE RC gra) (2) 


E Mate . z-a' 
Or cette dernière égalité est évidemment absurde; car, pour qu’elle put 
subsister, il faudrait que le produit XZR fut divisible par x +4, et cela 
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n'a pas lieu puisque le facteur premier æ—+@ ne divise aucune des trois 
quantités X, Z, R. Done Y ne peut pas contenir æ: donc Ü est une 
fonction entière. Ainsi me voilà conduit à ce théorème: 

Théorème, Si l'équation 


dé 6 dT 
7: PT = pe m ids 


. * en LÀ 7 
n'est satisfaite par aucune valeur entière de 0, l'intégrale vk y N.da — 





Pd ° , . . 
y : © nest pas exprimable algebriguement. Et dans le cas contraire, on a 
LAIT 





u 
MALE = {== — P + Constante, 





VITRO eg 
VIE, 
À la seule inspection de l'égalité 
Pace 0 
OS eas constante, 
yT VT 


il est aisó de comprendre que, toutes les fois qu'elle a lieu, le polynome 
entier 9 est d'un degré supérieur d'une unité au degré de P; en sorte 
que si P est, comme nous le supposerons, du degré 7 —2, 6 ne peut 
être que du degré n — 1. On se convaincra de la vérité de cette propo- 
sition, si l'on développe les deux membres de léquation en séries ordon- 
nées suivant les puissances de x, et si l'on observe que les premiers termes 
de ces séries doivent étre les mémes de part ef d'autre. Il résulte de là 
que pour savoir si l'équation dont il s'agit est possible, il sufiit de faire 
= Act Barth... +Cx2+D, 
20 = (n — 1) Aw? 4- (n — 2) Ba? et CO, 

puis de substituer ces valeur dans (7.) et de chercher sil y a moyen de 
satisfaire à cette équation, en déterminant convenablement les constantes 
ALB aco HD? | | 

La règle commode à laquelle je viens d'arriver pour intégrer la 
quantité différentielle 9 N.d x, quand la valeur de f y WV.dax est algébri- 
que, se trouve dans mon premier mémoire. Je l'ai découverte dans l'ori- 
gine par des calculs beaucoup plus composés. Elle me semble étre dé- 
montrée ici d'une manière extrêmement simple; et je crois qu'elle pourrait 
être introduite dans les cours en dans les traités élémentaires de calcul 
intégral, d'autant plus que le théoréme établi à la fin du No. V. peut étre 
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dé montré tout de suite par des considérations directes dont le principe 
est: suffisamment indiqué dans le rapport de M. Poisson. 


VIII. 
Revenons à l'équation 
7i PT — TE DIOR E 
& da 
afin d'examiner d'une maniére pehérale dans quels cas elle peut être 


satisfaite par une valeur entière de 0. D'abord si le degré de P est n — 2, 


, , n 
on a vu que le degré de 0 sera n —1. Par conséquent on atra E cis. 


Il faut donc déduire de l'équation (7.) la valeur de 77 d ; et l'égaler à zéro, 
sil est possible. 


Or on a: 
edt 
dé dx oC 
A DOE gi AT ds P. 
Si l'on différencie cette égalité et que dans le second membre on rem- 


4 I diffe . . dG : "M L C4 * 
place, apres la différenciation, 77 par la valeur que nous venons d'écrire, 


2 


d^ 0 : 
on trouvera pour ——; une valeur de la forme 


dx 

EE 

= p,0 + a. 
En différenciant de nouveau, il viendra semblablement 
d* 0 
TUE DTE psi + 935 
et en général 
d" 0 





E ü s 
dum 7 Pn) 


Il est aisé de trouver p, et 9,° En eílet on peut former la valeur de 
d^ 

de deux manières qui doivent mener au même résultat: la pre- 
dam 


miére consiste à prendre 
d" 
E: d ac nda m um zi Ü meis 


m 
et la seconde, à différencier d'abord © ji. Ce qui donne 


dt: 0 dem d d d» 
n em. 0 d P» Ap P 
d amt dx dx dx 
+ x dé p e * , . 
puis à remplacer 7- par sa valeur. En opérant ainsi, on démontre ai- 
sément que jp, et c, doivent satisfaire aux équations aux différences 
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aT | 
dx ues 
Pi = u ape "d^ 





d e 
mtr = ue Pm* ; . 
Les valeurs de p, et o, sont ne. nee par la double condition 
de satisfaire aux équations que nous venons d'écrire, et de se réduire, 
dT 


? . * T: 
quand on y Tait 7 —1, à p, = zT 9, = P: ces dernières conditions ré- 





sultent de ce que 


dé h ' 
DUET JA TT PTE 


En partant de là on obtient: 


u 
1" dWET 
Pn = MR dam? 
d P rm dn-r (P ET Op) 
SN RER D 
Om dan i EX ur dx" A 


Je dois faire observer que les limites r= 2, r= m relatives à la somme 
Ev y ajuent que l'on doit prendre successivement r2, r9, .,.. 
jusqu'à r == m inclusivement, de telle sorte que l'on aurait ; 


rzm 
zf0-f0 TÁQ) +... + fan). 
Lorsque 772 — 1, cette somme doit étre regardée comme — 0. Je n'entre 

7 e s. \ , , 
pas dans les détails du calcul par lequel on arrive à nos formules géné- 

« " Q fq . 
rales: la raison en est qu'on peut tout de suite vérifier leur exactitude 
à posteriori; mais je remarque que lorsque l'on y pose 7? — 2, la se- 
conde se simplifie, En effet puisque P est, par hypothèse, un polynome 
entier du degré 7 —2, on a d^" P =O, et il reste seulement 
A 
Li dX B 


By oe Hu = da^ ? i ^ 


VT 
“sh thes, gq' "Up psa) 
Gn = s MORET D 
En adoptant ces valeurs de p,, 7,, nous aurons 
VU. 
à ER zb One 


da^ 


ho 
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0 ME , * . 
- à zéro, il nous viendra 


| ^ 
Egalant done a 


0 = d^ . 
r Pa 
Mais cette valeur de 9 ne peut être admise qu'autant qu'elle four- 


nit réellement pour 9 une valeur entière de degré n — 1. On a par con- 
séquent ce théoréme: 


Théorème. Si la quantité T nest pas un polynome entier de 


n 


degré n—1, l'équation (7.) n'a pas d’integrale entière, et par suite la 


vio. 19, A ) Q , B 
quantité f YN. da n'est pas exprimable algebriguement. Et dans le 
cas contraire on a — 1. et 


Pn 
YN.d & 
Vy V.dx = ——*—-+- constante. 
PaVT - 

Ce dernier théorème renferme implicitement tout ce qui est relatif 
aux fonctions irrationnelles de première espèce. Quant à l'intégration des 
fonctions algébriques en général, je renverrai à mes deux mémoires qui 
- doivent être imprimés dans le recueil des savants étrangers et dans le 
22% cahier du Journal de l'école polytechnique. 

Paris, 1” Mars 1833. 
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29: 
Discours 
prononcé aux funérailles de M. Legendre, 


par M. Poisson, président du bureau des longitudes. 


Messieurs, 


Lorsque nous perdons un de nos confréres les plus avancés en age, nos 
regrets sont adoucis par la pensée quil a moins souffert à ses derniers 
moments, et qu’affaibli par les années, il s'est éteint sans douleur. Cette 
consolation nous manque aujourd'hui: la maladie qui a terminé les jours 
de M. Legendre dans sa 81° année, a été longue et douloureuse; mais il 
en a supporté les souffrances avec courage et sans se faire illusion sur 
leur fatal issue; avec une résignation que devaient lui rendre bien difficile, 
ie bonheur quil trouvait dans son intérieur, et les soins et les voeux dont 





il était entouré. 

Notre confrère a souvent exprimé le désir qu'en parlant de lui, il 
ne füt question que de ses fravaux, qui sont, en effet, toute sa vie. Je 
me conformerai religieusement à sa volonté, dans cet hommage que je 
viens rendre, au nom de PAcadémie des Sciences *) et du Bureau des 
Longitudes, au géométre illustre, au doyen de la science, dont le monde 
savant va pleurer la perte. Habitué à l'étude de ses ouvrages, la tâche 
qui m'est imposée, me sera facile à remplir; en parlant devant vous, Mes- 
gieurs, je ne craindrai pas d'entrer dans des détails où vous ne trouverez 
que des citations pour éloges. 

M. Legendre débuta deus la carrióre des sciences par un de ses 
plus beaux Mémoires. Depuis peu de temps, Lagrange avait soumis au 
calcul’ la question importante de l'attraction des sphéroïdes, dója traitée 
synthétiquement par Newton et Maclaurin. Sans craindre que ce grand 
analyste eût épuisé la matière, M. Legendre choisit cette même question 
pour le sujet de ses premières recherches: elles furent heureuses; et la 
réduction en série, dont il fit usage, donna naissance à des théorémes 





, FJ En labsence de M. 4rago,. actuellement à Metz, pour les examens dont 
il est charge. 
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qu'on a étendus ensuite, mais qui sont encore à présent la base de la 
théorie générale à laquelle on s'est élevé, Le travail du nouveau géomè- 
tre fut apprécié alors comme il devait l'étre: dans l'année 1783, ou les 
sciences perdirent Huler et Dalembert, il ouvrit à M. Legendre les por- 
. tes de cette Académie des Sciences de Paris, si fameuse en Europe, et 
dont il comptait encore parmi nous quatre de ses anciens coníréres *). 
Le second Mémoire de M. Legendre eut pour objet une question non 
moins importante et qui était liée à celle dont il s'était d'abord occupé: 
it y donna la première et la seule solution directe, connue jusqu'à pré- 
sent, du probléme de la figure d'une planéte homogéne et supposée fluide; 
et bientôt aprés il étendit ses recherches au cas général d'une planète 
composée de couches hétérogènes. A la même époque, il lut à l'Acadé- 
mie un Mémoire sur le calcul aux différences partielles, dans lequel il ex- 
pose plusieurs moyens d'intégration, qu'il applique à différents exemples. 
Ayant pris part à une opération astronomique, qui avait pour objet de lier 
le méridien de Paris à celui de Greenwich, il fut conduit à s'occuper de 
questions de trigonométrie; et la science y gagna uu théoróme d'une 
grande utilité, sur la mesure des triangles trés-peu sphériques, tels que 
ceux qui sont tracés à la surface de la terre. Les Mémoires de la pre- 
mière classe de l'Institut renferment aussi d'autres recherches de M. Le- 
gendre, relatives aux triangles sphéroïdiques, qui ont été précédées de l'ou- 
vrage sur le calcul d’un arc du méridien, publié en commun avec Welambre. 
L'Académie des Sciences de Berlin proposa pour sujet de prix, la 
question du mouvement d'un projectile dans l'aie; M. Legendre concourut, 
et le prix lui fut décerné. Si j'ajoute encore que notre confrère est au- 
- teur d'une méthode pour le calcul des orbites des cometes; que c’est à 
lui que les sciences d'observation sont redevables d'une règle de calcul 
quil a nommée Méthodes des moindres carrés des erreurs, et dont La- 
place a montré tout l'avantage probable sous le rapport de la précision 
des résultats; si je rappelle les nombreuses recherches qu'il a faites, à dif- 
férentes époques, sur deux sortes d'intégrales définies, nommées par lui 
intégrales Euleriennes; si je dis, en outre, qu'il a coopéré au calcul des 
grandes tables de logarithmes , construites sous la direction de M. Prony, 
il y a prés de 40 ans, et toujours restées inédites; et si je nomme enfin 








*) MM. de Cassini, de Jussieu, Desfontaines et Tessier. 
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ses Éléments de Géométrie, où l'auteur a remarqué, le premier, un genre 
d'égalité dont la considération, négligée jusque là, était nécessaire pour 
rendre complétes les démonstrations qu'on suivait depuis Euclide: vous 
trouverez sans doute, Messieurs, que fous ces titres justifient pleinement 
le rang élevé que M. Legendre occupait dans les sciences. Cependant, 


je n'aurai pas encore parlé des deux genres de recherches qui ont été 


pour lui un objet de prédilection, sur lesquelles il. est tant de fois revenu 
pendant sa longue carricre, et qu'il a terminées par deux grands ouvrages, 
ou sont réunis en corps de doctrine, tout ce qu'l a fait et tout ce que 
nous savons sur la théorie des nombres et sur la théorie des fonctions 
elliptiques. Les questions relatives aux propriétés des nombres, isolées 
de toute application, n'ont qu'un seul attrait, à la vérité bien puissant sur 
les mathématiciens: Pextréme difficulté qu'elles présentent, et que notre 
confrère a souvent vaincue, en prenant pour modèles, dans cette partie, 
les deux grands géomètres qui lui inspiraient le plus d’admiration, Euler 
et Lagrange. Le Traité des fonctions elliptiques renferme des tables numé- 
riques de ces quantités, calculées par l'auteur et qui seraient, à elles seules, 
un travail immense. Depuis long-temps, il n'y avait que lui qui s'occu- 
pàt de cette théorie, lorsque M. Abel et M. Jacobi montrèrent, à leur 
début, qu'on pouvait encore, aprés Euler et aprés M. Legendre, faire des 
découvertes capitales dans sa science chérie. Vous n'avez pas oublié, 
Messieurs, quel bonheur il en éprouva; avec quel abandon, avec quelle 
effusion il l'exprimait: cette science, où ses deux jeunes émules l'ont suivi, 
il en parlait comme d’une création qui lui apparaissait toute nouvelle. 
Toutefois il ne resta pas en arrière de leurs travaux; et quoiqu'il fut alors 
presque octogénaire, le troisióme volume de son ouvrage, publié depuis 
moins d'un an, contient toutes leurs découvertes et les développements 
quil a su y ajouter. Cette satisfaction d'avoir trouvé deux successeurs 
dignes de lui, ne fut pas long-temps complète; les sciences perdirent M. 
Abel, bientót aprés qu'il se fut fait connaitre. 

M. Legendre a eu cela de commun avec la plupart des g&ometres 
qui l'ont précédé, que ses travaux n'ont fini qu'avec sa vie. Le dernier 
volume de nos Mémoires renferme encore un Mémoire de lui, sur une 
question difficile de la théorie des nombres; et peu de temps avant la 
maladie qui l'a conduit au tombeau, il se procura les observations les plus 
récentes des cométes à courtes périodes, dont il allait se servir pour ap- 
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pliquer et perfectionner ses méthodes. C'est une chose bien digne de re- 
marque, et aussi, bien consolante, de voir que quand les forces physi- 
ques nous abandonnent, les forces intellectuelles conservent encore toute 
la vigueur nécessaire pour s'occuper de spéculations difficiles. L'histoire 
des sciences en offrait déjà plusieurs exemples: dans un âge presque égal 
à celui que M. Legendre a atteint, Lagrange est mort en publiant une 
seconde édition de la Mécanique analytique, double de la première; La- 
place, en achevant le cinquième volume de la Medcanigue céleste; et Euler, 
à la fin d'un calcul sur la force ascensionnelle des ballons, qui occupaient 
alors le public et les savants. 

Telle est l'énumération des travaux de tout genre qui ont rempli, 
sans aucune interruption, la vie entióre du géométre célèbre dont la perte 
vient encore s'ajouter à toutes celles que l'Institut a faites pendant l'an 
dernier. A un intervalle de moins d'une année, Cuvier a été enlevé 
aux sciences naturelles, et Legendre aux sciences mathématiques; la 
mort, dans sa cruelle "qe a frappé au faite les deux divisions de no- 
tre Académie. 
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30. | 
Theorie der Kettenbrüche und ihre Anwendung. 


(Fortsetzung des Aufsatzes No. 1. im ersten, No. 10. im zweiten und No. 18. im dritten Hefte dieses Bandes.) 
(Von dem Herrn Dr. Stern, zu Göttingen.) 





Viertes Capitel. 


Summirung der Kettenbrüche. 
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Die Frage nach der Summe oder dem Werthe eines gegebenen Ketten- 
bruchs kann nur dann besondere Schwierigkeiten darbieten, wenn dieser 
Kettenbruch ein unendlicher ist. Die Werthe endlicher Kettenbrüche findet 
man durch Reduction nach $.5., daher sind letztere von den folgenden 
Untersuchungen ausgeschlossen. Es sollen ferner nur solche Kettenbrüche 
betrachtet werden, deren Zühler und Nenner ganze Zahlen sind, da alle 
übrigen Kettenbrüche *) auf Kettenbrüche dieser Art zurückgeführt wer- 
den können (§.18.), und zwar wird stillschweigend angenommen, dafs 
die Theilnenner, den ersten etwa ausgenommen, alle positiv sind ($. 19.). 
Ramer de 

Um aber Dunkelheiten und Widersprüche zu verhiiten, ist es hier, 
wie bei den Reihen, nöthig, den Sinn des Wortes Summe und die Be- 
deutung des convergirenden und divergirenden Kettenbruchs ge- 
nauer zu bestimmen. Es wurde früher gezeigt ($. 28.), dafs man statt 
eines jeden Kettenbruchs F(e,c,) auch | 

a -- F(a, a,) —a -|- F (e, @,) — F (a, a.) +-.... F (0, a,,) — F (a, a) 
schreiben kann. Setzt man zur Abkürzung i 
F(a,0,) —azzr, F(a, a;) — F(a, a.) —nr,, .... F(a,a,) — FG, Ons) —r45; 
so ist | | 
F(o,a,) =a+-r+rn +r+.... 

Ist nun dieser Ausdruck so beschaffen, dafs er niemals über alle Gränzen 
hinaus wächst, so viel Glieder r, r,, r,, .... man auch zu dessen Bil- 
dung anwendet, sondern im Gegentheil immer zwischen angebbaren end- 
lichen Gränzen enthalten ist und sich einem bestimmten Werthe unbe- 





*) Wofern sie aus rationalen Grüfsen gebildet sind. 
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griinzt nühert, so heifst der Kettenbruch ein convergenter, und dieser 
bestimmte Werth heifst die Summe des Kettenbruchs. Wiichst aber 
der Ausdruck a +r+r,+r,.... über jede angebbare Gränze hinaus, wenn 
mau nur eine hinlängliche Anzahl von Gliedern zu dessen Bildung anwendet, 
so heifst der Kettenbruch ein divergenter. In diesem Sinne hat also 
ein divergenter Kettenbruch keine Summe. Würde man dagegen unter 
Summe eines Kettenbruches nur einen Ausdruck verstehen, aus welchem 
sich durch gewisse Operationen dieser Kettenbruch entwickeln lifst, in 
welchem Sinne das Wort oft in Rücksicht auf Reihen gebraucht wird, 
so würde der divergirende Kettenbruch eben so wohl wie der conver- 
girende eine Summe haben können. Ein solcher Ausdruck soll aber im 
Folgenden nicht die Summe, sondern die erzeugende Function des 
Kettenbruchs heifsen, 
94. 
Ein Kettenbruch (a, c,,) = F(a+b,:a. + b,:a,etc.), in welchem 


[^T Pry » . . o, 
nur positive Grófsen vorkommen, ist immer convergent; setzt man Fase 
; 257m 
» . LJ e» v) b 
== M, so ist M eine positive Grófse, also I(a, c,,) = a d- ———. und da- 


a, = DT 


her /(a, a,) dn b,. Je mehr Glieder man zur Berechnung anwendet, 
a 


desto nüher kommt man dem wahren W erthe, und es ist leicht zu bestim- 
men, wie weit man in der nühernden Berechnung vorgeschritten ist ($. 11.). 

Sobald ein Theil 7/(2,,4,,,) eines Kettenbruchs Z'(a, «,,,) eon- 
vergirt, so convergirt auch der ganze Kettenbruch. Denn es sei die Summe 
des Kettenbruchs F(a,, @n4,)==M, so kann man statt #(a,a,,,) den 
endlichen Kettenbruch /(a-5,:a,--.... 3 b,,: M) setzen, dessen Summe 
durch Reduction gefunden werden kann.  Hieraus folgt, dafs wenn die 
ersten Theilzäbler eines Kettenbruchs positiv oder negativ sind, von einer 
gewissen Griinze an aber nur positive Theilzihler vorkommen, der Bruch 
convergirt. Ein solcher Kettenbruch hat mit einer Reihe Ähnlichkeit, die 
anfangs wenig, dann aber schnell convergirt. Wendet man zur nähernden 
Berechnung nur die ersten Glieder an, so kann man sich sehr weit vom 
wahren Werthe entfernen. Geht man aber in der niihernden Berechnung 
weiter fort, so dafs man auch einen Theil des Kettenbruchs zu Hilfe 
nimmt, in welchem alle Theilzähler positiv sind, so wird man dem wah- 


ren Werthe desto näher kommen, je mehr Theilbriiche man zur Berech- 
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nung anwendet, und zwar werden alsdann die Resultate abwechselnd 
kleiner und grófser als der wahre Werth sein, 
55. | 
Sind alle Theilzähler negativ, so wird der Bruch convergiren, wenn 
jeder Theilnenner c, grifser ist als der dazu gehörende Theilziihler 5,. 
Denn es sei der Bruch F(a, 2,,,) — F(a—b :a,—b,:a,—b;:a;....) ge- 
geben; man betrachte einen beliebigen Theil desselben: 
Fa, a) == F (a —,:a, — 4: 05... — 0, :0,). 
Ist nun allgemein 0, 7 ),, so ist: 





bm ee 1 Bm "es. Be n = > Dm ı A 1 bi : > a 


An — a a—1 
b, De 0 9 m—ı Am by, "2 0 3 mem m-a 3 
am—: — Am—ı — — 
An am 


und führt man auf diese Weise fort, so findet man 
b, «i 


oi Ber 95 py b >0? 
a, etc. a, —— 
a, etc. 

also F(a—b,:a —b,:a, az e. Der Kettenbruch ist also zwischen 
zwei angebbaren Grünzen eingeschlossen, d. h. er convergirt, und ist einer 
positiven Grófse gleich, die zwischen c — 1 und « liegt. Nur in dem be- 
sonderen Falle, wenn jeder Theilnenner den dazu gehörenden Theilzähler 
um eine Einheit übertrifft, d. h., wenn allgemein ¢@,, = 5, + 1 ist, ist der 
Werth des Kettenbruchs genau a —1. “Denn er ist alsdann = 

F[a —8, : (b, + 1) — 5: (5, 4-1) — b: (5s tT Auch 


nun ist 


b, b, 
WT MX j also {= Te ae 
CET b b, +11 b i+ tee b bs LT 
Eben so hat man aber auch 1 = wee 2 1 = ———— us. w.; sub- 


b. E141? best a 
stituirt man daher allmiilig diese Werthe der Einheit, so findet man 
— F[b,:(b, 4- 1) — 44: (b, -E 1) — 55: (5 -]- 1)....]; 
und daher ist der angegebene Bruch — o — 1. 
Wären einige der Theilzähler positiv, so würde die Convergenz 


noch. deutlicher sein, und zwar brauchte dann der zum negativen Theil-. 


zühler 5, gehörende Theilnenner c,, auf welchen ein positiver Theilziihler 
ba folgt, nur = 5,, zu sein, denn es wäre schon in diesem Falle 


be «t1 bin 
erg, En buda >0 und a, , — aui "Lic boi > En — 1, 


"m C ur 
woraus das Übrige wie früher folgt. Man sieht zugleich, dafs-der positive 


, 
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Theilziihler 5,,, auch grifser wie @,,, sein darf, nur müssen die Theil- 
nenner grüfser als die Einheit sein, denn wäre z.B. «,.,— 1, so wäre 


b, . ee b, -— 
Q4 —— ein üchter Bruch und = 0, — — 1. 
ri eic mr P eto 
» m ^ 
56. 


Kettenbrüche, in welchen auch negative Theilzühler vorkommen, 
wenn sie überhaupt convergiren und allgemein Q7 b, +1 ist (oder wenn 
b, positiv ist, auch 2,>a,), haben eben sowohl wie Kettenbrüche mit 
nur positiven Theilzählern die Eigenschaft, dafs man sich dem wahren 
Resultate desto mehr nühert, je mehr Theilbrüche man zur Berechnung 
der geniiherten Resultate anwendet. Denn man bemerke, dafs auch in 
diesem Falle Zähler und Nenner eines späteren Nüherungswerthes bezüg- 
lich größer sind «ls die eines früheren, in Zeichen a, aj,, > 4, %3 
@,, 0:4, > Go 3 nimmt man nemlich an, es sei wirklich o, à; 7 4, %] 1,5 SO 
hat man 2, 0,4, == @4,.@, Gt bin. @, an... ($. 0.). Gilt das obere Zei- 
chen, so ist an und für sich klar, dafs «,2;,,7» 3, @ ist, gilt aber das 
untere, so dafs 5;,, negativ ist, so hat man nach der Voraussetzung 


Ga 77 bi4,-+1, folglich, da a, 0; 7» a, 4; ,, auch @, @)4,>>¢, a. Es ist aber 
m b M m 
der Zähler des Bruches a — — oder a, a, — «a, —b,*) grifser als @ oder 
a 


1 
a, a (da a,>b,+1 ist), also allgemein 2,0;,,7» 2, 0;. Man könnte eben 
so beweisen, dafs überhaupt @.¢,,>>@, 0, ,, und well aj, 0, = an, 015 
A711, Om — Em) @4,5 SO hat man auch Q1; Om > Cyr Qin» da Amy Um) Air 
ist. Hieraus kann man wie in $. 11. beweisen, dafs F{a, a,)—F(a, a;,;) 
kleiner ist als (a, 0„)—F(a, a), woraus die Wahrheit unserer Behaup- 
tung folgt. 


: 57. 

Durch diese Eigenschaft werden aber diese Brüche keinesweges 
zur nähernden Berechnung eben so tauglich wie die Brüche mit nur posi- 
tiven Theilzählern. Bei letzteren nemlich sind jede zwei auf einander fol- 
gende Nüherungswerthe abwechselnd grüfser oder kleiner als der wahre 
Werth des Kettenbruchs, mithin gehören die ersten Ziffern, die beiden 
gemeinschaftlich sind, sicher auch dem wahren Werthe an, wodurch man 





*) In dem besonderen Falle, wenn a=1 und a, — b,--1 wäre, hätte man 


aa, —b, = a, alsdaun könnte man zeigen, dafs a, a, >a, a, ist. 


48 * 


La 
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ein bestimmtes Maals für den Grad der erhaltenen Annäherung hat. Wäre 
dagegen z.B. der convergente Kettenbruch « (a, On) = F (a —b,:0,—5,:0,.) 
mit durchaus negativen Theilzühlern gegeben, so würden alle Näherungs- 
werthe grüfser als der wahre Werth sein, und man würde daher von 
keiner Ziffer mit Bestimmtheit angeben kónnen, ob sie dem wahren Werthe 
angehörte. Denn setzt man zur Abkürzung F(b,: ¢,— b3: @;— by: a.) = M, 
F(b:a,—b,:0,;) — M,, F(b,:a,—b;:0;) = d Ue S. A so ist — 

b b b b, 
da M, M,, i u.s. w. positive Grölsen sind Ga 58 x also 

by b 





S. Wes 








wins i EN etl iain ie a 2b 
G oe pcan): een eae, te sm 
2 ee} 
DE ae AN b u. S «We 
a;,—— 2d, Sr Oh b, 
TEE 3 a, — D, 


Man kann aber in diesem Falle zu jedem Näherungswerthe noch einen 
anderen Bruch finden, welcher kleiner als der wahre Werth ist, so dafs 
dieser wieder zwischen zwei Grünzen eingeschlossen ist, und daher die 
nühernde Berechnung eben so sicher wie bei den Kettenbrüchen mit nur 
positiven Theilbriichen angestellt werden kann. Denn da M, M,, M, 
u.s. w. echte Brüche sind, so hat man 











b, b 
G-— Iu <a DEIN Y e Ce hs Mat b, 3 0 
t^ a, —1 rur 83 — M; | 
Die ersten Ziffern, welche den Brüchen 
b b b b 
a = und g— —L., a—— b, md c—— b, U.S. We 
à i a; —1 EN. ONE a; — —— 
> a;—À1 


gemein sind, gehüren also auch dem wahren Werthe an. Die Brüche 





b ee . . 

GÀ aic b, eeee könnte man zur Unterscheidung mittel- 
RT Ou. pt ; 

Aa 7 





bare Niherungswerthe nennen. 





Es sei z. B. der Kettenbruch — = F(1-1:3-1:5=1:7-1:9 eto.) … 


(§. 48.) gegeben; die Theilnenner sind sämmtlich grüfser als die entspre- 
chenden Theilzähler, daher convergirt der Bruch, und man findet: 


Nüherungswerthe, Mittelbare Naherungswerthe. 
9 LC AS 1 1 
= = 6,6666666 eeae 2 = 0,5000000 eese 
3 t 





; 
$ 
j 
7 
E 


Pr” 


y uw nr a nn 
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Näherungswerthe. Mittelbare Näherungswerthe. 
B= 00428571... À = 00363636. 
MU —.90421052.... agp em 00419753. 
BIT... = 0,6490911 .... 
Hieraus folgt ARE due < 0,64209' 97.. . à Es 


tang t > 0,65420911 . .. ., 
(77 964209 ...., und man bat auf diese Weise 





es ist also bestimmt - 

den Werth des sot Lo schon auf 5 Dezimalstellen genau gefunden. 
1 

Der wahre Werth ist 1557407 7 0,642092 .... Dafs bei den Kettenbrü- 


chen mit blos negativen Theilzihlern die Nüherungswerthe sümmtlich grö- 
[ser als der wahre Kettenbruch sind, könnte man auch aus $. 9. bewei- 
sen. Man schreibe denselben auf folgende Weise 

EF (a+ (—5)):a, d- (—0,):0,....) 2 F (a, 0); 


80 ist 
| F(a, a ) —F(a,a;) = pcs m x TE mU E on Pipe 
Ay, Ame Ex 5 Ql 
wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem die Anzahl 
der Theilzihler 5,....5;,, ungerade oder gerade ist. In Jedem Falle ist 
also F(a,a,)—F(a, a) negativ oder F(a,a)>F(a, a Gm)? da 42,145, 055 
Q, , 05,5 0 , & positive Grölsen sind ($. 55.). 
$5996 

Wären die Theilzühler alle negativ, und nicht allgemein «a, > 5,4, 
so würde daraus noch nicht folgen, dafs der Kettenbruch zur Berechnung 
untauglich würe, sondern im Gegentheil, wenn auch unter den ersten 
"Theilzihlern manche die entsprechenden Theilnenner übertreffen, sobald 
sie nur von irgend einem 5, an gerechnet, sämmtlich kleiner als die ent- 
sprechenden Theilnenner sind, so wird der Bruch von dort an nach $. 55., 
und daher auch der ganze Kettenbruch nach $.54. convergent sein; wenn 
daher auch die ersten Glieder keine genügende Resultate zur nühernden 
Berechnung bieten, so kann man doch so viel Theilbrüche zu Hülfe neh- 
men, dafs auch ein Theil der auf 4, folgenden sich darunter befindet, 
und so mit Hülfe der mittelbaren Näherungswerthe immer Gränzen fia- 
den, zwischen welchen das wahre Resultat liegt. Hieraus folgt, dafs jeder 
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Kettenbruch zur nähernden Berechnung tauglich ist, bei welchem die 
Theilzihler einen bestündigen Werth haben, wihrend die Theilnenner 
ins Unendiiche fortwachsen, weil man, wie grofs auch der Werth der 
Theilzähler angenommen wird, immer an einen Theilbruch kommt, von 
welchem an gerechnet, die Theilzähler kleiner als die Theilnenner sind. 
Dies ist z. B. der Fall bei dem Kettenbruche 


T — F(1—12£:3—10:5—1£:7—1£:9....) ($.48.). 


tangt 
Setzt man ¢ = 2, so ist 


2 = F(—4:324:5-—4:724:9.::3. 


tang 
Der erste Theilzihler 4 ist grófser als der Theilnenner, die übrigen Theil- | 
zühler aber sind sämmtlich kleiner als die entsprechenden Theilnenner, 
daher wird sich der Bruch 1—4 sehr weit vom wahren Resultate ent- 
fernen, je mehr Theilbriiche man aber zur Berechnung anwendet, desto 
nüher kommt man dem wahren Resultate. Fängt man die Rechnung an, 
so findet man | 





Nüherungswerthe. Mittelbare Naherungswerthe. 
ee PEE 1 Aes — 4,0000000f. «| 
dio pulito gro sist — 1 2 — 2 10000000...” 

59 b 25 AUS sp 
Uem = — 0,9076923.... WO be es — 0,9259259... 
495 JM ; Estatus 2 
1,544 = — 0,9149722.... "418 = — 0,9159663.... 
2745209 155 EU, BIT 
— 5691 — - 0,9153048 eosee x TES 2575 mau d TURRIS Quoad nf . 
Hieraus folgt , 


2 709153048... 
ang? <0,9153398. ... 





also 
2 - 
tang 2 rom — 0,9133 ecce 
der wahre Werth ist 
9 
"RNs LE adalah oie rt d 
2,1850404.... 1 Uo LIL ane ae 


59. ay te ae 
Nach den Kettenbriichen mit blofs negativen Theilziihlern werden 
noch diejenigen besondere Berücksichtigung verdienen, bei welchen die Theil- 
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zühler abwechselnd positiv oder negativ sind, die also durch 
F(a, a,,) = F (a — b,:a, +b,:a, — b, 103+ dies.) 
angedeutet werden können. Zur Convergenz ist nur erforderlich, dafs 4 b,, 
b, bsy .... bezüglich nicht gröfser als 0,,@,,Q;.... sind, dagegen kön- 
nen b,, 0,.... grülser als @,, a,.... sein ($.55.); sollen aber die Nähe- 
rungswerthe bestimmt dem Kettenbruche immer näher kommen’, so mufs 
0,, 055 05... größer als b,, b,, 5; .... u.s. w. sein ($. 56. ), und zwar 


b 
rg die zwei ersten Nüherungswerthe F (a,.3,) — a — —, F(a, a,) = 
a, 


a — a des b, kleiner, die zwei folgenden grölser als der wahre Werth sein, 


und iberhaugt werden diejenigen Nüherungswerthe, welche 4s +1, 4s+ 92 
Theilzihler enthalten, kleiner, dagegen diejenigen die 45, 4s +3 enthal- 
ten, grüfser als der wahre Werth sein. Denn schreibt man den Ketten- 
bruch auf folgende Weise: 


F (a, Om) = F[a + (—5,):a, 4- by: 0, (— 09): 5 4-0: Gao), 
so ist allgemein 
F(a, @,)—F (a, (1j) zer Ales Ame Vide —b, Sure Lalehrr), 


Qa,,Am:Qa,,@ 
wo die oberen oder unteren Zeichen zu nehmen sind, je nachdem die 
Anzahl der Theilzähler 2,. 2... . 2; ;, ungerade oder gerade ist ($. 9.), oder je 
nachdem / gerade oder ungerade ist. Daher wird 7(2,a,,) — F (a, a) positiv 
sein, wenn / = 1, 5,9 .... oder = 2, 6, 10 .... ist, dagegen negativ, wenn 
1—3,7,11.... oder = 4,8,12.... ist, wie behauptet wurde. Wenn 
man daher zur nühernden Berechnung nur den zweiten und dritten, vier- 
ten und fünften, sechsten und siebenten Nüherungswerth u.s. w. anwen- 
den will, so kann man diese Kettenbrüche eben so sicher, wie die mit nur 
positiven Theilzihlern anwenden, weil zwischen zwei solchen Nüherungs- 
werthen immer der wahre Werth liegt; will man dagegen alle Nüherungs- 
werthe benutzen, so mufs man wieder zwischen dem ersten und zweiten, 
dritten und vierten u. s. w. einen mittelbaren Näherungswerth einschalten. 

Wäre der Kettenbruch in der Form F (a -- b,: «, — b,: @, ++ 05:45...) 
enthalten, so müfste 4,, b,, 2, u. s. w. kleiner als &,, a,, €; U.S. w. sein, 
und es würden alsdann die Näherungswerthe kleiner oder grüfser als der 
Kettenbruch sein, je nachdem sie 45, 4s-+1, oder 4s 4-2, 4s +3 Theil- 
zühler enthielten, was man wieder aus der Formel 
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die O70 , an.b,.— b, aby) Metis) 


a, Om «0, „al 


F(a, a,) — F(a, aj) = 
ableiten kann. Man mufs auch hier wieder eine ähnliche Bemerkung machen, 
wie in ($. 58.), dafs nämlich der Kettenbruch zur Berechnuug tauglich ist, 

wenn auch nur von einer gewissen Grünze an die Theilzühler kleiner als 
die dazu gehörenden Theilnenner mes Br. sei z.B. der sait 


= 1+é + + gt 
gegeben (wo e die Basis der natürlichen Logarithmen arte) Setzt 


man in Form. 4. (6. 48.) a=R, b—1, c=, 2. a wo À eine 
unbegrenzt grofse Zebl bedeutet, so wird 


e = O(k, 1, 1, 4), 
und (ebend. Form. 4.) 
er: 1—t: Gd 1—£:14 £i ete] = 
F(1:1—217:1-4-::2—1:3 +2: 22:5 2 - 6:2). 


Dieser Bruch wird also unter allen Umstünden convergiren, weil man, wie 


grofs auch ¢ angenommen wird, immer an einen Theilbruch kommt, von 
welchem an gerechnet, alle negativen Theilzähler kleiner als die ent- 
sprechenden Theilnenner sind. 
Setzt man £ == 1, so folgt hieraus: 
LIFQ—1:14-1:2—1:3 4 1:2—1:5 4 1:2 ete), 
und man "findét: 
Näherungswerthe. ' Mittelbare Naherungswerthe. 


j= LI 0,0000000 eeee 
€ r . o 3 LI 0,5000000 «ese 


so, 3333353 0... 
SD 0,3750000 .. . « 
MM. 4. = 0,3636363 
TT JUG oeee 
45 770, 43684210. .,. ^ 
33 — 0, 3678160...» 
* RH BRENT UR , : tp == 0,3679425 «45269 
95 = 0,3678756 ecooes 
also 
1 150 3678756. 
e ei 3679245.. 
uud daher 1 


Fer T 0,367 e v? 9 


e 


Der wahre Werth ist 


PRIN ^ d. RES nO 


rs - my, e mer 
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1 

Ein Kettenbruch, in welchem die Theilzähler abwechselnd positiv und 
negativ sind, wird auch convergiren, wenn die den positiven Theilzihlern 
entsprechenden Theilnenner fortwührend wachsen, während die negativen 
Theilzihler und die dazu gehörenden Theilnenner beständig dieselben blei- 
ben. Einen Bruch dieser Art kann man z. D. aus 

e'-—Fü:l—£1:12-2:2....) 
ableiten, denn setzt man — statt £, so erhält man 


etm d es Fi d—H2 4 3162 65—12.. » Je 


D 0,3678794 eeae 


Wie grofs man aber auch ¢ in dem letzten Kettenbruche nimmt, immer 
wird man an einen, einem positiven Theilzähler entsprechenden Theil- 


er t . c m d 
nenner kommen, der grófser als — ist, daher wird — _ £ eben so wohl 


2 
positiv sein als —, ünd es wird überhaupt von dort an der Kettenbruch 
convergiren. 
60. 

Seltener werden Kettenbrüche vorkommen, in weichen die Zei- 
chen auf eine weniger regelmäfsige Weise abwechseln. Immer aber wer- 
den sich die Niherungswerthe dem wahren Werthe mehr und mehr nähern, 
sobald die negativen Theilzähler kleiner als die entsprechenden Theilnenner 
sind, und man wird bei einem jeden Näherungswerthe durch die Forme! 


F(a, An) me F(a, Qi) an Alpe, Gm (E b,). (+b,) C As (Eby) 


Q, 5 Qm 0,, A 

entscheiden können, ob er grüfser oder kleiner als der wahre Werth ist. 
61. | 

° Man kann das in $. 55.— 60 Gesagte noch auf eine andere Weise 

ableiten. Statt nemlich die Kettenbrüche mit negativen Theilzählern un- 


1 - ee b 
mittelbar zu betrachten, kann man sie, vermöge der Formel — — 5 i as 
m 


d rn zh b, ($.19.), in andere verwandeln, die nur positive 
An — bn 


Zeichen enthalten, also nothwendig convergiren. Enthält der Kettenbruch 
F(a,a,,) nur negative Theilzähler, ist er also =: F(a — b,:0,— bz: Gy 000+), 
so giebt die Verwandlung 
Fla, a,) = F[(a—1) -1:1 + 4,:(a, — 5, — 1) 4- 5,:(0 — tb —1)....]. 
Crelle's Journal d. M. Bd. X. Hft.4. 49 
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Hieraus sieht man, dafs , wenn dieser Bruch durchaus positiv sem soll, 


b, 
0,7» b,-]-1 sein muls ($. 55.), dafs ferner die Brüche a — rot ^: b 
^ 1 


1 


u. s. w. sämmtlich größer als der wahre Werth sind ($. 57.), denn ihnen 


entsprechen die Brüche 


F[(a —1) 4-1:1-1- 2, : (a, —5, — 1) 4- 1:1], 


F[(a — 1)4-1:1 4-2, : (e, 5,1) 4 1:1 5,:(2,— 5, —1) HA 1] u 8c; 


die sümmtlich grüfser als der wahre Werth sind. Dagegen entsprechen 


die mittelbaren Nüherungswerthe ge Zi > © — 2 b, us. w. den 
à AME Cad x 





a, — 1 


Brüchen F[(ez —1)--1:1-1- 2,:(v,— 0, —1)], 

F[(a —1)--1:1 1-2, :(@,—b, —1) 41:14 0,:a,— 5, —1] u. 8. Wey 
die kleiner als der wahre Werth sind. Man erhiilt daher durch diese Ver- 
wandlung dieselben Näherungswerthe, wie durch das in ($. 57.) gezeigte 
Verfahren, nur ist letzteres kürzer und daher in der Anwendung vorzu- 
ziehen. Auf ähnliche Weise könnte man auch die übrigen im Frühern ge- 
fundenen Sätze ableiten; jedoch ist es unnöthig, hierbei länger zu verweilen. 

62. 

Sobald nicht, von einer gewissen Gränze an, alle Theilzähler klei- 
ner als die entsprechenden Theilnenner sind, so hört bei den Kettenbrüchen 
mit negativen Theilzihlern die Gewilsheit, dafs sie convergiren, auf (ein- 
zelne Fälle wie in $. 59. ausgenommen), keinesweges aber werden solche 
Kettenbrüche bestimmt divergiren. Man wird sich von der Convergenz 
oder Divergenz eines solchen Kettenbruchs am besten überzeugen, wenn 
man das Gesetz aufsucht, nach welchem die Näherungswerthe gebildet 
werden. Soll der Bruch F(e+b,:a,+b,:0,....) divergiren, also = + œ 
sein, so wird auch F(+b,:0,+5,:0,..)=+%, und F(a,+b,:0....) 
— 0 sein; man hat daher nur zu untersuchen, ob die Näherungswerthe 
des letzteren Kettenbruchs so beschaffen sind, dafs ihre Nenner in einem 
viel grófseren Verhültnisse wachsen als die Zihler, so dafs zuletzt ihre 
Quotienten, d.h. die Nüherungswerthe, unter jede angebbare Zahl her- 
untersinken oder — 0 werden. Ist dies nicht der Fall, so wird 

E(ad ia, wh. s .) 
' einen bestimmten Werth haben. Es sei z.B. der Kettenbruch 


1 = ..7(1-5) 
4 etc. ; 


TEC ET m "n - 
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gegeben, und es soll untersucht werden, ob er divergirt. Man untersuche 


daher, ob der Bruch DE m = 0 ist; sucht man seine einzelnen 
4 etc. 
Nüherungswerthe, so findet P 
ip gu. 1. N) 8 4..5(4—3) 04 BO) 7 
1? dS VE — 2 518—323) at * > 685 8) 7547 Dr PNIS 


Man ER hieraus, dafs die Zähler der N re sich alle auf 
Eins reduciren, während die Nenner ins Unendliche fort wachsen, daher 
ist allerdings der Werth des Kettenbruchs 


a —0,':odér 1—2. 3 = — 0, 
4 etc. 3 elc, 
d. h. der letzte Bruch divergirt. 
. 3 
Aus der Gleichung 2 — EAT A =0, folgt > 4 =2, oder 
i 4 etc. 4 etc. 
43.5 £23 ma iini ki u.s.w. Hieraus kann man nach Ana- 
pi 2 oo = 3 
5 elc, 6 etc, 
‘ ; m __m—1. : 2. 
logie schlielsen, dafs _m+1 ,, nz —— ist (wo 77 eine ganze positive 
D t m+2 


Zahl bedeutet), und es ist leicht, die Wahrheit dieses allgemeinen Ausdrucks 
darzuthun. Angenommen, er sei für irgend einen Werth von 7 richtig, so 
wird er auch für den Werth 77 --1 gelten. Denn man hätte in diesem Falle 








Boni =P, folglich, wenn man m—Ztt mx setzt, —"-= 
Tm m m—2 m--1 etc. m— x 
m--í etc. 
+ + 1 
= 5 oder x — , d. h. — ee iomk2 = = , wie verlangt wurde. 
E m2 etc. RT 
Da nun wirklich für die Werthe 77 — 1, 2, 3,4, 5, «++. m. m+i = ma 


m -]-1 etc. 
ist, so gilt der Ausdruck auch für alle folgenden Werthe von 77. 


Man hiitte den Werth dieses Kettenbruchs auch auf folgende einfache 
Weise finden können. So wie nemlich ($. 27.) gezeigt wurde, dafs die zwei 
Kettenbrüche /(a:a-]-a:a,--0,:0, 1- 0,:Q03....) und PF(a,:a, -]- 0,:0,....) 
gleich sind, so kann man auch darthun, dafs die beiden Kettenbrüche 
F(1:1—1:0,—a,:0,— 0,:05....) und Z'(a,:0, — @,2 0,— 05:0;.. .«) gleich 
sind. Nun folgt aus $.55., F'(m—n:(m + 1)— (m 4-1): 0n 3-2)....) 
—m-—1: setzt man daher e, — z, a, — m 4-1, a — m 4-2 u. s. w., so ist 
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Fi: t—tL:m—m:(m 4-1) — (m 4-1): md...) 
Eo 24 Hm m (m-- 1): (m 1) 0-L2) (mM) sets] 


CNET m—2 





wie schon gefunden wurde. 





Es wäre auch leicht, aus dem gegebenen Werthe = 1 den entspre= 


chenden Kettenbruch F[m:m— (m -- 1): (m 4-1)... pio abzüleiten : man be- 
Lm m1 


m— 1 m 








k E = M PE ji L 
merke nur, dafs = nian d J Au.) ‘ist; hieraus. ‚folgt — zx n4- TES Eee, 
1 2 1 
m-rt = m--2 7»1—2 u. S. We Substifuirt man nun statt - , a E uU. S, We 
m m--2 — VN Mr 1 


ihre gefundenen Werthe, so erhält man aus der Aa —— 5 en bale 


Minen 


m —1 





den gesuchten Kettenbruch. 
(Fortsetzung folgt.) 
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i9. IV. 


264. Note sur le théorème relatif à une certaine fonction transcendante, 
démontré dans No. 22. cah. 3. du présent volume. Königsberg, le 
26. Novbr. 1332. . . . E . e. ons e e . * * . ° . . 9, IV. 


C. G. Sauer, zu Naumburg a. Q. 


265. Einiges über die Integration der Differentialgleichung der zwei- 
ten Ordnung (P faffschen) 


x* (a bac") d* y' 4- x (c4- ex") dy'dac + (f gx") dac? = Mdx’. 
Naumburg a. Q., im Mai 1827. . e e + + 4 e +. e e. € . 2 I. 
Th. Scheerer, Stud. math. zu Berlin. © 
266. Beweis einiger geometrischen Sätze. . . . . . 2 . . . ed 6 1 


Dr. Schellbach, zu Berlin. 
267. Über den Ausdruck n= login ol We ee NON A 


Dr. H. EF. Soherk, Professor an. der Universität 
zu Halle. 


268. Lehrsatze über den Zusammenhang von Combinationen mit Va- 
riationen und Jener unter einander. o ee: ©. € e v e 7e CE e e 00 L 
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269. Uber einen allgemeinen, die Bernoullischen Zahlen und die 
Coefficienten der Secantenreihe zugleich darstellenden 
Ausdruck. Q4 qu PSG vu NL 

270. Bemerkungen über die Lambertsche Reihe 

x as x x ü 
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. ° . . + [y 4. 








271. Über die Integration der Gleichung D = (a+ Bx)y. . . .10. 


272. Bemerkungen über die Bildung der Primzahlen aus einander, . 10. 


Dr. Friedr. Schmeilser, Professor und Prorector 
| des Gymnasii zu Frankfurt a. O. 
273. Über die Theorie der Kugeldreiecke.  : 4. 2:0 + . 10 


Dr. G. v. Schmidten, Prof. d. Math. zu Kopenhagen. 


274. Versuch über die Integration der Differential- Gleichungen. . 1. 
275. Sur un principe général dans la théorie des séries. MW. ^E TAN: 


Dr. E. J. Scholtz, Prof. an d. Universität zu Breslau. 


276. Über Reihen, durch welche hühere Potenzen des Bogens durch 
den Sinus ausgedrückt werden. 


e + e LA . . . * * . * . ° 


Dr, Sohncke, zu Königsberg in Preufsen. 


277. Motus corporum coelestium in medio resistente, Regiom. 4. Novbr. 
Ne i 


La LA € La LA € LA * * u. + * . L1 3 + . 
Specht, Cand. phil. zu Berlin. 
278. Annäherangs - Construction des Kreis- Umfanges und Flächen- 
Rad te ea es + OR Oe 
279. Zweite Annäherungs - Construction des Kreis- Umfanges. . . . 3. 
Dr. Stein, Professor der Mathematik zu Trier, 
gestorben im Jahre 1831. 


280. Über die Vergleichung der verschiedenen Numerations- Systeme. 1. 


Dr. J. Steiner, Professor der Mathem. zu Berlin. 


281. Einige geometrische Sätze. Berlin im November 1825. , . . . 1. 
282. Einige geometrische Betrachtungen. Berlin, im März 1826. . . 1. 
283. Fortsetzung dieser Betrachtungen. . - . = 2 2 + … . + we 1. 
284. Einige Gesetze über die Theilung der Ebene und des Raumes. . 1. 
285. Leichter Beweis eines stereometrischen Satzes von Euler. Nebst 
einem. Zusatze zu Satz X. S.48. im 1. Hefte dieses Journals. -. 1. 
286. Verwandlung und Theilung sphärischer Figuren durch Construction. 
EEUU WIR | us PEE iion i duret cm a Ce LBS 
287. Auflósung eiuer geometrischen Aufgabe. (Tom. XVII. p. 284. der 
Annales de mathém. von Gergonne.) Berlin, im Mai 1827. . 2. 
288. Zwei polygonometrische Sätze. um. +: . 2 2 + … « + + + X 
289. Auflösung einer Aufgabe aus den Annalen der Mathematik von 
Herrn Gergonne. 2. 
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Band. Heft. 

290. Bemerkungen zu der zweiten Aufgabe in der Abhandlung No. 17. 
Band B. Heft 2. . p à . e... . w ie 3 e B as . . . . ry 3. | II. 
201. Anmerkungen zu dem Aufsatze Band3. No. 18. . . . + . 3... II. 
j M do 
is . a2 M. 
299. Aufgaben und Lelrsüze. . . ..: u lee + + + + + (9 II 
3. IL. 


v. Steinheil zu Munchen. 


RAUS LED LUS Mihi Sarina iecur mca cou ar OOM ae à i 


Dr. Stern, Universitüts- Docent zu Güttingen. 


994, Bemerkungen über höhere Arithmetik. . . . + . . . . . 6. IL 
905. Uber die Summirung gewisser Kettenbrüche. 1. 29 07, HER, 1. 
996. Observationes in fractiones continuas. (Epitome dissertationis 


mense Mart. anni 1829 script.) + . - + + e + 1 o II. 
997, Bemerkungen zur höheren Arithmetik. In Folge eines Aufsatzes 

von Herrn Th. Clausen im 2. Hefte des 8. Bandes dieses Journais 

8 EIER FE Se I. 


298. Remarques sur un théorème énoncé par Mr. Fourier. Le 20, Août 


1330, OT SE bide. dca ai cp ge ER Le el NAS RER DE 


tb. ^ud. 

999, Theorie der Kettenbrüche und ihre Anwendung.. . . . 10. „U. 
Mie | 10. IL 

(Die Fortsetzung folgt.) t0. IV 

300. Uber Summirung gewisser Reihen. Göttingen, im September 1831. 10. ILI. 
301. Théoremes et problemes. EE: 7. 3. ra d ME Ure Soa pn 


Strehlke, Professor zv Danzig. 
302. Über den Krümmungshalbmesser der Kezelschnitte. . Em. c 9, V. 


Theremin, capitaine du génie des voies de 
communication à Irkoutsk en Sibérie. 

303. Recherches sur la figure et le mouvement d'une bulle d'air, dans 

un liquide de densité constante ; question proposée par l'Académie 

Royale de Bruxelles pour le concours de 1828. ‚A Ircoutsk, le 20. 


Octobre. 1829 4. hi 51." MW 1 & di 
Dr. Unger, Professor zu Erfurt. | 


304.' Rin geometrischer Beweis, dafs, wenn R und r die Halbmesser 
der in und um ein Dreieck beschriebenen Kreise bedeuten, und D 
die Entfernung der Mittelpuncte dieser Kreise von einauder bezeich- 
pei; Tj MORE — 2o FEM ST COME MOORE Re Mi DE 4, IV. 
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305. Lehrsatze und Aufgaben. «+ 4| esso un nott om oto tot ET 


Zornow, Professor am Kneiphofschen Gymnasio. 
zu Königsberg in Preufsen. 


306. Demonstration. de la solution du probléme de Malfatti, donnée 
par Mr. Steiner p. 178. du tome I. cah. 2. . ie 
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307. 


308. Nachrichten von Buchern,, . . , , 
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309. Theorie der Hebelwage von Quintenz. . 
310. Bemerkung über ein Polyeder. NIE cem EN A or MI P SS S 
311. Beweis des Lehrsatzes No. 16. im 2. Hefte 3. Bandes dies. Journals. 
312, Auflösungen der Aufgabe No. 19. S. 99. im 1. Hefte 2. Bds. d. Journ. 
313. Von der Zerlezung symmetrischer Polyeder. In Folge des Lehr- 
satzes S. 100. 4ter Band dies. Journals. . . . . . . . . 
314. Deux théorémes sur les noinbres. A ee tore, e. 
315. Beweis eines Lehrsatzes vom Fünfecke. In Folge der Aufstellung 
desselben S. 396. 4. Bd. 4. Hft. dies. Journals. . . . . . 
219. Time sur lestnombrest Meuse «eR o 1, JA, 
317. Bemerkungen über die im 3. Hefte des 5. Bandes dies. Journals un- 
ter No. 22. enthaltene Auflösung der Aufgabe No.6. Bd. 3. Hft, 1. S. 99. 
318. Théorémes et problèmes sur les nombres, . . . . . + . . 
319. Beweis des Lehrsatzes Band 3. S. 312. dies. Journals. . . . . 
320. Bemerkungen zu der Abhandlung No. 26. im 6. Bande dies. Journals 
(Heft 3. S. 303.), den Ausdruck des kórperlichen Inhalts der Pyra- 
mide" Beireltend, |”. Lud od Re NOUS Dec FR ee 
321. Rapport sur un ouvrage manuscrit de Mr. Ostrograski, intitulé : 
„Cours de mécanique céleste.” Paris 25. Octbr. 1830. . . . . 
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322, Prix de mathématiques proposé par l'académie imp. des sciences 
de St. Pétersbourg dans sa séance publique du 29. Decbr. 1831. 
323. Questio quam academiae regiae scient. borus. classis mathematica 
certamini litterario in a. 1836 proponit, promulg. in coetu sollemni 
anniversario Leibn. mem. dicato d. y. Jul. a. 1832. . . . > . 
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39. 
Inhalts - Verzeichnifs II. 


der ersten zehn Bände des Journals für die reine und angewandte Mathematik, 
herausgegeben zu Berlin in den Jahren 1826 bis 1833 von A. L. Crelle. 
Nach den Gegenstiinden. 


Wenn man die Zahlen dieses Verzeichnisses II. in dem Verzeichnifs I. aufschlägt, so findet 
man die Titel der bezeichneten Abhandlungen. 


IL Reine Mathematik. 


lL Analysis. 


A, Algebra. 


Clausen 28, 48, 56, 57. Crelle 66, 68, 69, 70. Dirksen 77. Fôrste- 
mann 81. Gudermann 102, 103. C. G. J. Jacobi 130. Jürgensen 159. 
Köhlau 160. Lejeune-Dirichlet 175. Libri 180. Olivier 218, 228. 
Schellbach 267, Scherk 269. Specht 278, 279. Ungenannt 312. 


B. Combinatorik insbesondere. 
Beyer 23. Gudermann 104, Scherk 268. 


C. Zerlegung der Brüche insbesondere. 
Beyer 23. Clausen 58. Crelle 72. Dirksen 75. C. G. J. Jacobi 148. 


D. Theorie der Zahlen insbesondere. 


Abel 20. .Clausen 33, 57. Crelle 71. S. Germain 87. Grunert 
98, 101. Alex. v. Humboldt 125. C. G. J. Jacobi 128, 139, 144, 149, 154. 
Lejeune- Dirichlet 170, 171, 172, 173, 177, 178. Libri 183, 184, 185. Min- 
ding 202. Scherk 272. Stein 280. Stern 294, 207, 301. Ungenannt 314, 
316, 318. 


E. Kettenbriiche insbesondere. 
Clausen 29, 36. Möbius eu Stern 295, 296, 299. 


F, Theorie der tonton insbesondere. 


Abel 2, 16. Bouniakowsky 24. Burg 26. Clausen 36. Gauls 85. 
Graeffe 91. Grunert 93. Hur 117, 118, 121. C. G. J. Jacobi 127, 150. 
Libri 186. Liouville 188. Olivier 219, 991, 226. Richelot 263. 53 oda: 
298, Ungenannt 312. 


C. Analytische Facultäten insbesondere. 
Clausen 55. Crelle 70. 4 


H. {nterpolation insbesondere. 
Clausen 39. Dirksen 76. Olivier 226. 
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L Theorie der Functionen insbesondere. 
Abel 1, 10, 12, 18. Clausen 35, Crelle 70... 0..G- K:Jacobi 130, 153, 
155. Jürgensen 159.- Lamé et Clapeyron 162, 163. Libri 179, 182, 187. 
Magnus 192. Olivier 224, 227. Ramus 258. | 


K. Reihen insbesondere. 

Abel 3, 55511, 20. Burg 25. Clausen 30, 31, 37, 41, 53, 59. Crelle 
66, 68, 69, 70. Dirksen 77. Grunert 94. Gudermann 102, 103, 107, 110. 
Hill 120. Jürgensen 159. Köhlau 160. Lamé et Clapeyron 162, 163. 
Lejeune-Dirichlet 175. Libri 180. Mobius 214, Nernst 216. Olivier 
225, 227, 228, 229. Scherk 269, 270. v. Schmidten 275. Scholtz 276. 
Stern 300. "La 

"L. Differential- und Integral- Rechnung. 

Abel 4, 12, 18, 20. Clausen 36, 44, 56. Grunert 99, Hill 119, 121. 
C. G. J. Jacobi 126, 132, 133, 134, 135, 137, 149, 155, 156. Lamé et Cla- 
peyron 162, 163. Lobatto 190, 19f. Minding 200, 203, 204, 205. Ramus 
958, Richelot 264 Sauer 265 Scherk 271. v. Schmidten 274. 


M. Bestimmte Integrale insbesondere. 
Abel 8. Lejeune-Dirichlet 174. 


N. ‘Elliptische Functionen insbesondere. 
Abel 9, 13, 14, 15, 17, 19. C. G. J. Jacobi 138, 140, 141, 142, 143, 145, 
146, 147, 151, 152. Richelot 202. 


2. Geometrie. 


A. Elementar - Geometrie. 

Clausen 60. Förstemann 81. Gerwien 89, 90. Grüson 92. Gru- 
pert 95, 97. Gudermann 106, 110. Hessel 116. C. G. J. Jacobi 145. Leh- 
mus 168. Moebius 206, 207, 208. Olivier 220, 222, 223. Raabe 254. 
Remy 259, 260. v. Renthe 261. Scheerer 266. Specht 278, 279. Stei- 
ner 285, 288. Strehlke 302. Unger 304 Ungenannt 9f, 313, 315, 320. 


B. Goniometrie und Trigonometrie. 
Clausen 28, 36. Crelle 69. Dirksen 77. Olivier 218, 227. Schell- 
bach 267. Scherk 269. Scholtz 276. Specht 278, 279. 


C. Sphiirik und sphürische Trigonometrie. 
Clausen 43. Feldt 80. Gerwien 90. Gudermann 105, 109, 110. 
Raabe 252. Remy 259. Richelot 262. Schmeilser 273. Steiner 286. 


D. Synthetische Geometrie. 
Aubert 22 Clausen 50. Eberty 78. Forstemann 81. Gerwien 
89, 90. Grunert 96, 97. Gudermann 108. Hessel 116. Magnus 193. 
Minding 199. Möbius 210, 215. Poncelet 248, 249, 250. Steiner 281, 
282, 283, 284, 285, 286, 287, 288, 289, 290, 291, 292. Zornow 306. Unge- 
nannt 319. 
E. Analytische Geometrie. 
Beyer 23. Clausen 32, 34,38, 46, 48, 49, 57. Förstemann 81. Fran- 
kenheim 83. Garbinsky 84 S. Germain 88. Grunert 95, 100.. Guder- 
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mann 108. Hachette 114, 112, 113. Heinen 114. Hellerung 115. Hes- 
sel 146. Horn 124, C. G. J. Jacobi 129, 131, 145. Lehmus 168. Littrow 
190. Magnus 194, 195, 196, Minding 198, 199, 201. Mà bius 206, 207, 208, 
210, 915. Olivier 222. Plucker 232, 233, 234, 235, 236, 237, 238, 239, 240, 241. - 
Poisson 243, 244. Raabe 254, 255, 256, 257. v. Renthe 261. Scheerer 
966. Strehlke 302. Unger 304, 305. Zornow 306. Ungenannt 310, 313, 
315, 317, 319. 
F. Von einzelnen Curven und Flächen. 
Horn 122, 123. Lehmus 166. Raabe 251. 


3. Mechanik. ? 


A. Statik und Dynamik. 


Abel 6, 7. Burg 26. Clausen 42,45. Cournot 61, 62. Crelle 64, 
Gaufs 86. Kossack 161. Lamé et Clapeyron 164. Lehmann 165. Leh- 
mus 167, 169. Möbius 209, 213. Oltmanns 231. Poncelet 246. Sohncke 
277, Rapport sur un ouvrage de Mr. Ostrograsky 321. 


B. Hydrostatik und Hydrodynamik. 


Eytelwein79. Lehmus167. Oltmanns 230. Poisson 242. v. Stein- 
heil 293. Theremin 303. Prix de l'académie de St. Pétersbourg année 1831, 322. 


II. Angewandte Mathematik. 


A. Astronomie. 


Clausen 47, 51, 52, 54. C. G. J. Jacobi 136. Littrow 189. Raabe 
253. Sohncke 277. Rapport sur un ouvrage de Mr. Ostrograsky 321, Prix 
des académies de St. Pétersbourg et Berlin 322, 323. 


B. Chronologie, 
Jahn 158. Matzka 197. 


C. Optik, 
Möbius 214, 212. 


D. Theorie der Maschinen. 
: Clausen 40. Crelle 63, 65) Dietlein 73, 74. M. H. Jacobi 157. 
Lehmus 169. G. S. Ohm 217. Poncelet 246, 247. Ungenannt 509. 


E 


E. "Theorie der Wärme, 
Lejeune-Dirichiet 176. Libri 181. 





Verschiedenes. 


Abel 21. Crelle 67. Poisson 245. Aufgaben von Ungenannten 307. 
Nachrichten von Düchern 308. 
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